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LOGROS:

Construir y clasificar los diferentes tipos de angulos, expresando su medida en grados o en radianes.

Resolver problemas de aplicacion sobre angulos, longitud de un arco, area de un sector circular y de un
circulo.

Dibujar la circunferencia unitaria, el &ngulo o arco correspondiente y determinar el punto trigonométrico
asociado a éste.

CONCEPTOS BASICOS DE TRIGONOMETRIA

Tabla 1: Alfabeto Griego

Mayuscula | Minuscula Nombre Mayuscula | Minuscula Nombre
A a Alfa N v nu
B B beta ) & Xi
r y gamma 0 0 Omicron
A é delta I T pi
E £ épsilon P p rho
Z { zeta X o sigma
H n eta T T tau
Q) 0 theta Y v ipsilon
I L iota D ® fi
K K kappa X X chi
A A lambda v P psi
M u mu Q w omega

Fuente: http://www.blogitravel.com/2009/07/alfabeto-griego-escritura-de-grecia/


http://www.blogitravel.com/2009/07/alfabeto-griego-escritura-de-grecia/

ANGULO:

Un angulo se forma por la rotacién de una semirrecta alrededor de su origen. La posicion inicial de la
semirrecta se llama Lado Inicial (Zﬁ) del &ngulo y la posicion final de la semirrecta se llama Lado Final
(ﬁ) El punto de rotacion es el Vértice (A)del angulo. Se puede leer <« BAC o0 < CAB.

B v

A e

CLASIFICACION DE ANGULOS SEGUN SU MEDIDA
Recordar que la medida del angulo beta por ejemplo se representa como: mAABC = m4f = 48 = f8

Agudo: 0° < f < 90° Recto = 90° Obtuso: 90° < B < 180°

_E_\E= 1566 : I P .
: | E H N H
C

Convexo: 0° < g < 180° Llano = 180° Codncavo: 180° < B < 360°
w=0° Py

E D F
= s

Nulo: 0° Completo: 360°



Negativo: < 0° Mayor de 360° Positivo: > 0°

TIPOS DE ANGULOS SEGUN SU POSICION

Angulos consecutivos:

[
»

Angulos consecutivos son aquellos que tienen el vértice y un lado coman.

Angulos adyacentes:

B /o

< | [

Angulos adyacentes son aquellos que tienen el vértice y un lado comun, y los otros lados situados uno
en prolongacion del otro. Forman un angulo Ilano.

Angulos opuestos por el vértice:

Son los que teniendo el vértice comun, los lados de uno son prolongacién de los lados del otro.

Los angulos 1 y 3 son congruentes.
Los angulos 2 y 4 son congruentes.



CLASES DE ANGULOS SEGUN SU SUMA

Angulos complementarios

!

p=50°
" B=40°
I

B+8=290% porlotanto
By 8 soncomplementarios

Dos angulos son complementarios si suman 90°.

Angulos suplementarios

Dos angulos son suplementarios si suman 180°.

u+B=180" porlo tanto
oy R son suplementarios

p=128.06"
A 0=51.94"
hY

ANGULOS ENTRE PARALELAS Y UNA RECTA TRANSVERSAL

Angulos correspondientes

Los angulos 1 y 2 son congruentes.

Angulos alternos internos

Los angulos 2 y 3 son congruentes.



Angulos alternos externos

Los angulos 1 y 4 son congruentes.
Ejemplos de conversion:

1. Expresar 45° en minutos
Solucion: 45° = 45° > = 2700’

2. Convertir 43, 63° a grados, minutos y segundos.
Solucién: 43,63° = 43° + 0,63° * 61—2 =43°+ 37,8’

14

43°+37"+0,8 =43°+37"+0,8" * T 43° + 37"+ 48" — 43°37'48"
3. Convertir 47° 32’ 42" en grados.
Solucidn: 47°32'42" = 47°32'42" « % = 47°32'0,7" = 47°32,7'

o

1
47°32,7" * 50 47°0,545° — 47,545°

RADIAN

Un radian es la medida de un angulo central que intercepta un arco de circunferencia cuya longitud es
igual al radio de la circunferencia.

Figura 1: un Radian

A

r
ﬁﬁ La medida de ~AOB = 1 radian

B

Fuente: http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/sedes/medellin/nivelacion/uv00005/lecciones/unidad2/pregunta24.htm


http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/sedes/medellin/nivelacion/uv00005/lecciones/unidad2/pregunta24.htm

En toda circunferencia hay aproximadamente 2 7 radianes, es decir, 6.28 radianes. ¢Por qué?

L. = Longitud de la circunferencia

r = Radio
D = Diametro
D = 2r

EC = Constante = nw = 3,1416 aproximadamente.

LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA

L
—=n..L,=Dmn
D
L. =2rn
L, =2mnr

Para saber cuéntos radianes hay en una circunferencia de longitud L., basta con determinar cuantos
radios caben en L, , es decir:

) ) ) L
Radianes de una circunferencia = —<
r

Un radian es %o grados, aproximadamente 57,295779°. Aplicando la regla de tres simple, se puede
comprobar.

La medida en radianes de 8 es el nimero de «radios» que se pueden ajustar en el arco que subtiende 6;

de ahi el término radian.
,

Se puede concluir entonces que:

360" = 2w rad
180° = wrad
., T
90 = Erad
. T
45 = Zrad



225° = Lrad
5= gra

Igualmente, una vuelta o revolucion es equivalente a 360° 0 a 2m rad.

Vs
. —rad =90°

y
nrad = 180° /\ . Orad =0°
N

y

J "~ 2mrad = 360°

i 3w
7rad = 270°

Ejemplo:
Expresar en radianes un angulo de 240°.

., rad 24 12 4
Solucién: 240° = 240° - 22 = Zprad = =wrad = -wrad
180° 18 9 3

ANGULOS EN POSICION NORMAL

Un angulo esta en posicion normal o estandar si se dibuja en el plano xy con su vértice en el origen y su
lado inicial en el eje positivo.

Ay Ay

lado
terminal

2] i
lado inicial

lado inicial
e

lado
terminal

\ \J

Dos angulos en posicion estandar son coterminales si coinciden sus lados.
TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos.



PUNTO TRIGONOMETRICO

En adelante, los puntos que pertenecen a la circunferencia x? + y2? =1, se llamaran Puntos
Trigonomeétricos.

NOTA: Si el angulo es mayor de 360°, entonces seguimos dando vueltas hasta completar el angulo
deseado; sin embargo, cuando esto ocurre los puntos trigopnométricos asociados se repiten. Por lo tanto,
F(6) =F (6+360°.n)

ANGULO DE REFERENCIA

Para todo angulo 6 en posicion normal, el &ngulo de referencia de 6, denotado Or, es el angulo positivo,
menor de 90°, formado por el lado final de 0 y el eje x.

CUADRANTE | ANGULO DADO | ANGULO DE REFERENCIA
I 0°< 0 <90° Or=10

I 90°< 6 < 180° O6r=180°-6

I 180°< 0 < 270° Or=0 -180°

v 270° <0< 360° Or=360°-0

ANGULOS COTERMINALES

Angulos en posicion normal con el mismo lado final, se denominan coterminales. Por ejemplo, los
angulos de 45°, 405° y -315°. Se obtienen al sumar o restar al angulo dado 360°.n y donde n representa
el nimero de vueltas.

LA FUNCION CIRCULAR

La base para construirla es una circunferencia de centro (0, 0) y radio igual a 1.



Conjunto de partida: (dominio)

Formado por todos los angulos centrales en posicién normal de la circunferencia unitaria o también por
los arcos de la misma circunferencia que parten del punto (1,0)

Conjunto de llegada: (rango)

Esta formado por todos los puntos de la circunferencia unitaria; es decir, por todas aquellas parejas
ordenadas (x, y) que satisfacen la ecuacion: x2 + y? = 1

APLICACIONES

LONGITUD DE UN ARCO CIRCULAR

Un angulo cuya medida en radianes es 6 estd subtendido por un arco que es la fraccion pom de la

circunferencia de un circulo. Asi, un circulo de radio r, la longitud s de un arco que subtiende el &ngulo
0 es:

s = % x longitud de la circunferencia = % (2mr) = 6 r. Por lo tanto:
s=0r

S

Ahora si 8r = s, entonces 0 = -



También se puede obtener su férmula, aplicando regla de tres simple:

360° - 2nr
0 - s

sx 360° = 0 x 2nr

9radx27tr_9radx2nr_6
360°  2mrad

S =

Ejemplo:
Encuentre la longitud de un arco de un circulo con radio 10 m que subtiende un angulo central de 30°
Como 30° = %, entonces s = r 6 = (10 m)g =2Zm

AREA DE UN CIRCULO

El &rea de un circulo es igual al valor de su radio elevado al cuadrado multiplicado por . Es decir:
A=mr?

Ejemplo:

Sir =3 m,entonces el A = m (3 m)? = 9mrm?

AREA DE UN SECTOR CIRCULAR
A

10



El area de un circulo de radio r es A = m 2. Un sector de este circulo con angulo central 6 tiene un area
.6 . ] .
que es la fraccion po del area del circulo entero. Por lo tanto, el area de este sector es:

6 .
A= - X area del circulo

7] 1
— 2y — _ .2
A—Zn(nr) 2r0

También se puede obtener por medio de regla de tres simple, considerando que 360° representa el area
total de un circulo. Luego se calcula el area que representa 6.

Ejemplo:

Encuentre el area de un sector de un circulo con angulo central 60° si el radio del circulo es 3 m.

60° = =
3

1 1 T 3n
A=— 2 = — N = — 2
> r< 6 > (3) (3) > m
MOVIMIENTO CIRCULAR

Suponga que un punto se mueve a lo largo de una circunferencia. Hay dos formas de describir el
movimiento del punto: velocidad lineal y velocidad angular.

La velocidad lineal es la razon a la que esta cambiando la distancia recorrida, de modo que la velocidad
lineal es la distancia recorrida dividida entre el tiempo transcurrido.

La velocidad angular es la razon a la cual cambia el angulo central 8, asi que la velocidad angular es el
numero de radianes que cambia este angulo dividido entre el tiempo transcurrido.

Velocidad lineal v = %

. 0
Velocidad angular w = -

RELACION ENTRE VELOCIDAD LINEAL Y ANGULAR

Si un punto se mueve a lo largo de una circunferencia de radio r con velocidad angular w, entonces su
velocidad lineal v esta dada por

11



Ejemplo:

Un estudiante hace girar una piedra en una honda de 4 pies de largo a una velocidad de 15 revoluciones
cada 10 segundos. Encontrar las velocidades angular y lineal de la piedra.

Solucion:

La distancia recorrida por la piedra en un tiempo de 10 segundos es s = 15(2nr) = 30mr =
301 (4 pies) = 120w pies

_ s 120m pies
V= t  10seg

= 12m pies/s
Las vueltas dadas por la piedra durante 10 seg es 8 = 15(2r rad) = 30w rad

0 B 307 rad

?—m= 37TT'ad/S

w =

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION

1. Determina el complemento de 52°.

2. ¢Cudl es el suplemento de 127°?

3. Determina el complemento de 37° 65'.

4. Determina el suplemento de 134° 57' 62".

5. Sim=150°25'54"yn=37°13'42", ;cuanto es m — n?

6. Expresar en grados, minutos y segundos 1256, 92°

7. Encuentra dos angulos suplementarios tales que el mayor sea cuatro veces el menor.

8. Encuentra dos angulos consecutivos que formen un angulo de 84° y donde uno de ellos es 26°
mayor que el otro. Construye la gréfica.

9. Dos angulos son complementarios y el mayor es 5 veces el menor. ;Cuénto mide el &ngulo menor?
Construye la gréfica.

10. Si tres angulos suman 322°, y el mayor es el triple del menor menos 70°, y el del medio es el doble
del menor menos 10°. ;Cuanto mide cada angulo? Construye la gréafica.

11. Si tres angulos suman 290°, y el mayor mide el triple del menor mas 50°, y el del medio mide el
doble que el menor. ¢ Cuanto mide cada angulo?

12



12. Si MN || PQ'y SS’ es una transversal; y «7= %8. Hallar los valores de todos los angulos.

13. Encuentra el complemento de los siguientes angulos:
a) 93°20°57°  b)47° c) 32° 67’ 73” d) 65° 85’ e) 39° 52’
14. Encuentra el suplemento de los siguientes angulos:
a) -215° b) 67° c) 121° 68> 130> d) 154° 59’ 18> e) 76° 189
15. Halla la medida del angulo para la rotacion indicada (en grados) y dibudjalo en posicion normal:

2 -, . .
a) 3 de rotacion completa en sentido negativo
7 ., . e
b) 3 de rotacién completa en sentido positivo
1 . . . . .
c) 2 " de rotacién completa en el mismo sentido de las manecillas de un reloj

3 ., . . .. . .
d) < de una rotacion completa en sentido contrario al movimiento de las manecillas de un reloj

16. Convierte a radianes y a revoluciones cada uno de los siguientes angulos:

a) 90° b) 225° c) 130° d) 150° e) 120°

f) 160° g) 47° 1807 h) 19500 i) 45° j) 240°

k) 1000° )71°59.5°30”  m) %(84" 240°) n) %(36° 57° 180°")
0) 315° p)-3660°

17. Expresa en grados y en revoluciones cada uno de los siguientes angulos:

a)znrad b)in rad c)-E rad d) g7rrad e)—Enrad
3 4 4 3 3
5 11 12 . . 5T

f) 37 rad 0) En rad h) Eﬂ' rad i) —3m rad ) -

13



18.

Completa el siguiente cuadro y dibuja el angulo en posicion normal:

Angulo | Cuadrante | Grados | Revoluciones | Angulo Angulo Angulo

complementario | suplementario | coterminal

19.

20.

21.

22,

23.

Ubica en un sistema de coordenadas cartesianas los siguientes puntos. Tomar como unidad el cm y
calcular la distancia del origen a cada uno de estos puntos, aplicando la expresion: r? = x? + y?

a) (6,8) b) (-3,-4) c) (-2,5) d) (5,-3) e) (7,-5)

f) (-5,0) 904 NG D)

Demuestre que el punto dado a continuacion, esta en el perimetro del circulo unitario (recuerda
que: x2 + y2 =r? donde r = 1).

a(ee)  w(@a o) 955

El punto P esta en el perimetro del circulo unitario. A partir de la informacién dada a continuacion,
determine el valor de la coordenada P (X, y):

a) La coordenada x de P es % y P esté en el cuadrante 1.

b) La coordenada y de P es - i y P estéa en el cuadrante I1I.

c) La coordenada x de P es \g—i y P esta en el cuadrante 1V.

Calcula la cantidad x, y, r que no esté dada y graficar el punto correspondiente en el plano cartesiano.
(r es la distancia del origen hasta el punto, segun el caso):

Q)x=4 r=5 PenlV byr =2v13 y=6Penll c)x=7 y=-5
d)r:\/ﬁ y:\/g Penl e)x=y=1 Hx=2 y=-4 gx=-6 y=3

Para cada uno de los siguientes angulos, dibujarlos en posicion normal, decir el cuadrante a que
pertenece; sefialar en la grafica el &ngulo de referencia con respecto a X y con respectoa'yY.

14



ANGULO |CUADRANTE

ANGULO DE
REFERENCIA CON X

ANGULO DE
REFERENCIA CON Y

ANGULO
COTERMINAL

2235°

150°

35°

-65°

270°

330°

-1400°

-52°

290°

315°

—?’o—nrad
6

1
il rad
10

300°

240°

120°

24. Hallar las imagenes indicadas de acuerdo con la funcion circular:

a) F(-m)=
b) F(1080°) =
c) F(450°) =
d) F(-90°) =
€) F(-1440°) =
f) F(360°) =
g9) F(90°) =

PROBLEMAS DE APLICACION

25. Calcula la altura de un triangulo equilatero de 14 cm de lado.

15



26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Calcula la diagonal de un cuadrado de 9 cm de lado.

Una escalera de 65 dm (decimetros) de longitud esta apoyada sobre la pared. El pie de la escalera
dista 25 dm de la pared. ;A qué altura h se encuentra la escalera en m? Expresar la respuesta en
metros.

65 dm

25 dm

Una persona camina 4 km hacia el norte y 3 km al oeste. Luego cambia hacia el norte y camina 8
km, por ultimo, camina 6 km mas hacia el oeste. ;A qué distancia se encuentra del origen? ¢ Cuanto
camino recorrio esa persona? Respuesta: 15y 21 km.

Una cancha de futbol olimpica es un rectangulo de 100 metros de largo y 70 metros de ancho. ¢Qué
longitud tiene la diagonal de la cancha?

Encuentra la longitud de un arco que subtiende un angulo central de 45° en un circulo de radio 10
m.

Un sector de un circulo tiene un angulo central de 60°. Encuentra el area del sector si el radio del
circulo es 3 millas.

Las ruedas de un automdvil miden 28 pulgadas de diametro. ;Qué tan lejos viajara el automévil (en
millas) si sus ruedas giran 10.000 veces sin deslizamiento?

Pittsburgh (Pennsylvania) y Miami (Florida), se encuentran aproximadamente sobre el mismo
meridiano. Pittsburgh tiene una latitud de 40.5° N y Miami, 25.5° N. Encuentra la distancia entre
estas dos ciudades. (El radio de la tierra es de 3960 millas aproximadamente).

16



34.

35.

36.

37.

Solucion:

Como s = 6, entonces § = ;
r = 3960 mi

Distancia=P - M

Pittsburgh: 40.5° = 40.5° (=) = 227 = 0.225n

180° 180

S . — .
0.225m = 3960 mmi s = 0.2257 (3960 mi) = 891w mi

Miami: 25.5° = 25.5° (L) =55 _ 014167

180° 180

S
0.1416mr = ———— ~ s = 0.14167 (3960 mi) = 560. 737w mi
3960 mi

Por lo tanto, la distancia seria d = 891w mi — 560, 737w mi = 330.26mr mi ~ 1037.54 mi

Memphis, Tennessee y Nueva Orleans, Luisiana, se encuentran aproximadamente en el mismo
meridiano. Memphis tiene latitud 35° N y Nueva Orleans, 30° N. Encuentre la distancia entre estas
dos ciudades. (El radio de la Tierra es de 3960 millas.)

Un ventilador de techo con aspas de 16 pulg gira a 45 rpm. Determina la velocidad angular del
ventilador en rad/min y la velocidad lineal de las puntas de las aspas en pulg/min.

Las ruedas de un automdvil tienen un radio de 11 pulg y giran a 600 rpm. Determina la velocidad
del automavil en millas/h.

Encuentre la distancia que viaja la tierra en un dia y su trayectoria alrededor del Sol. Suponga que
un afio tiene 365 dias y que la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol es un circulo de radio 93
millones de millas. (En realidad la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol es una elipse con el Sol
en un foco — mas adelante sabremos que es una elipse-. Esta elipse, sin embargo, tiene excentricidad
muy pequeria, asi que es aproximadamente circular).
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38. Si un arco circular de longitud s subtiende el angulo central 6 en un circulo, halla el radio del circulo
de acuerdo con los siguientes datos.

a) s=10cm, 6=4° b) s=3 m, 6=20°

39. Encuentre el angulo 6 en la figura siguiente. El arco se mide en m.

Autor: MsC. Jorge Cardefio Espinosa
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