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PRESENTACION

La Geometria como abstraccién no puede definirse en una forma
simplista desde sus raices griegas (Geo: tierra — metrén: medida).
Los griegos si bien matematizaban la realidad, ésfa no sélo se li-
mitaba a la realidad fisica, sino también a otras realidades como la
moral, la estética y la politica. Para Platén, por ejemplo, las Ma-
tematicas tenfan un caricter de necesidad divina: “Dios siempre
hace Geometria” (frase atribuida a Platon por Plutarco). Por otra
parte, la frase célebre a la entrada de la Academia “No entre aqui
quien no sepa geomelria”, es un epigrafe que da cuenta de la impor-
tancia de la Geometria en el pensamiento y ei espiritu platénicos.
Desde Pitdgoras hasta Platon los conceptos de la Matematica eran
independientes de la experiencia, se les descubria; es decir, no se
los inventaba o creaba, Platon afirmaba que los razonamientos que
hacemos en Geometria no se refieren a las figuras concretas que di-
bujamos sino a las ideas absolutas que ellas representan (Reptblica,
510d-510e).

No obstante estos origenes, en los siglos posteriores, la ense-
flanza de las mateméticas en general, y de la geometria en particular,
ha sido objeto de miltiples avatares; entre ellos, la introduccion
de una alta componente algebraica, un interés centrado en poder
inculcar la absiraccion, y a partir de la generalizacién abordar la
resolucion de problemas como una aplicacion o concrecién de lo
abstraido. Pero es posible que en ese proceso se pierda el desarro-
Ho y préctica de la infuicion y de la creatividad, de la localizacién



de caminos eficaces, es decir, se obvie o aminore el aprendizaje
de estrategias plausibles y eficientes. Los Nimeros —Ila Aritméti-
ca— ¥y la Geometria son las abstracciones més cercanas a nuestro
mundo fisico y consecuentemente, quizds, manteniéndonos en ese
contexto sea posible abordar y alcanzar una adecuada formacion
intelectual, implementando actividades que fomenten la btisqueda
de estrategias de resolucion que sean intrinsecas a dichos ambitos y
no ajenas a ellos. Y una vez asimilado esfe proceso logico, y como
consecuencia de él, posiblemente se aborde de manera mas natural
fa generalizacion.

De otro lado, en la actual sociedad de la informacion emer-
gen nuevas generaciones llamadas digitales o del ordenador que
demandan un cambio radical en las estrategias de ensefianza de la
Geometria. Situacion ya advertida por la Organizacion para la Co-
operacion y el Desatrollo Econdémico (OCDE) en 2006.

“Es importante no restringir el concepto de forma al de unas
enlidades estaticas. La forma, como enfidad, puede trans-
formarse, del mismo modo que las formas se modifican. En
ocasiones, este lipo de cambios pueden visualizarse con gran
elegancia mediante tecnologias informdticas. Los afummos de-
berdn ser capaces de identificar pautas y regularidades en el
cambio de las formas”,

En este contexto, buscamos desarrollar en este libro algunas li-
neas de actuacién concretas mediante el trabajo con algunas unidades
didacticas interactivas, La intencion es “abrir los 0jos” para que la
mente aborde adecuadas observaciones geométricas y a partir de
ellas desarrolle estrategias de resolucion eficientes. Por ejemplo, la
descomposicién geométrica de figuras en otras mas sencillas, o su
ubicacion en un contexto mayor que lo contenga, pero que sea mas
simple, son pautas de razonamiento en las que la Geometrfa “abstrae
al Algebra” y simplifica el aparato matematico necesario, se simplifi-
ca el calculo. Igualmente, el posicionamiento adecuado ante un objeto
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tridimensional o la percepcion reflexiva de la ordenacion logica de
sus elementos, su ubicacién y relacion, también requiere de una prac-
tica y aprendizaje.

Las cuatro unidades didacticas que presentamos, como medio
de trabajo o recurso didactico, integran escenas interactivas bajo li-
cencia creative commons (no constituyen costo alguno en esta obra)
desarrotladas con los programas educativos GeoGebra y el “niicleo
interactivo para programas educativos”, o nippe, denominado Des-
cartes, Con el primero hemos disefiado la mayoria de las imagenes
del texto y un gran numero de escenas, que permita al estudiante
construir 1os objetos geométricos presentados en cada unidad. Por
otra parte, el nippe Descartes nos ha permitido crear escenas en
las que el estudiante puede interactuar y recabar informacién, de
manera que ¢l cambio que realiza sobre determinados pardmetros
textuales o numéricos, o el desplazamiento que efectua del ratén
(rnouse) hace que la imagen cambie y aporte nuevos datos o pers-
pectivas ampliando la base de decision, de reflexion y resolutiva
que se busca fomentar, Adicionalmente, en estas escenas, se incor-
poran elementos aleatorios que hace que una misma escena pueda
ser reutilizada por éste mismo para la adquisicion de la competencia
buscada, pues presenta una actividad con igual dificultad y desarro-
llo de habilidades, pero con diferente apariencia, introduciéndolo
en un ambito de continua reflexién y motivacion, incentivando ese
aprendizaje significativo, ya que provoca la extraccion del concepto
implicito existente, independientemente de la instancia presentada
en cada momento. Ello se complementa con la evaluacion de las
respuestas aportadas por los usuarios, evaluacion no sélo correctora,
sumativa, sino que muchas veces busca ser orientadora y formativa.

La incorporacion de mas de 900 escenas interactivas hace que
esta obra sea novedosa en nuestro medio y se constituya en un mo-
delo por seguir en otros campos de las ciencias basicas, en tanto
que, como lo advierte la OCDE, la interaccién con entidades dindmi-
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cas mediante las tecnologias informaticas es mas efectiva que con el
uso de las metodologias estaticas tradicionales.

JUAN GUILLERMO RIVERA BERRIO
ITM. Sede Robledo
Miembro del Grupo Descartes de Esparia
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ESTRUCTURA DIDACTICA

:COMO ORIENTARSE EN ESTE LIBRO?

El presente texto se encuentra dividido en cuatro ejes tematicos:
Geometria Plana (Geoplana), Geometria del espacio (Geoespacio),
Geometria Analitica (Geoanalitica) y Geometria Vectorial (Geovec-
torial). Con base en estos ejes se desarrolla toda la tematica, tanto
conceptual como practica del estudio de la geometria.

El texto tiene la siguiente estructura, la cual busca aproximarnos
al estudiante y al deseo de este por la comprensién de los conceptos
fundamentales de la Geometria, pues bien se sabe que es la base
preliminar para la comprensién del algebra, la trigonometiia, el cél-
culo, entre otros. Se debe tener claro que por el hecho de establecer
estas categorias didacticas, no se pierde el rigor y la profundidad
necesaria en el conocimiento de esta rama de las Matematicas.

TITULOS

Como se trata de producir un texto que sea diferente y que ade-
mas posicione el Instituto Tecnoldgico Metropolitano 1TM, aparece
en el texto:

Geoplana
Geoespacio
Geoanalitica
Geovectorial



LOGROS

Son los cambios, modificaciones de actitudes, comportamientos,
conductas o evolucion intelectual que se observan en cualquier mo-
mento del proceso educativo (Tulio Manuel Angarita serrano, 1996).

Los logros hacen énfasis sobre los procesos, estructuras, re-
laciones estudiante-docente, aprendizajes, reflexidén constante y
vision integral entre otros. Mientras que los objetivos nos hablan de
conduetas terminales, obtencién de resultados, relaciones profesor-
alumno, ensefianza y acciones predecibles.

Es asf como los logros apuntan hacia una concepcion pedagogi-
ca de los procesos y diferencias individuales en términos de ritmos
de aprendizaje. Se entiende la evaluacion de los logros del estu-
diante como el desarrollo de sus capacidades, que gnardan estrecha
relacion con el proceso docente educativo que se vive en las aulas
o fuera de ellas. |

Logros: alcances, avances y conquistas.

INDICADOR DE LOGRO {IDL)

Un IDL puede estar referido a un comportamiento observable si
en la accion practica el alumno construye, deconstruye o inclusive
reconstruye el conocimiento, |

Un IDL constituye sefiales o manifestaciones del sujeto,

COMPETENCIAS

Lo que se sabe técnicamente y se aplica para la vida.

Las competencias estan estrechamente relacionadas con las ap-
titudes o capacidades. _

En el contexto educativo, el término competencia se extiende
a actividades para enfatizar el desarrollo de las potencialidades del
sujeto, a partir de lo que aprende en la escuela y que va mas alla de
la memorizacioén (aprendizaje significativo).
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Las competencias tratan de centrar la educacion en el estudian-
te, en su aprendizaje y en el significado funcional de dicho proceso,
esas competencias son: Pensar y razonar, Argumentar, Comunicar,
Modelar, Plantear y resolver problemas, Representar y Utilizar el
lenguaje simbolico, formal, técnico y las operaciones.

Competencias cognitivas de cardcter general:

Pensar y razonar
Argumentar
Comunicar

Competencias matematicas especificas:
Relacionadas con algiin tipo de anélisis conceptual,

Modelar

Plantear y resolver problemas

Representar

Utilizar el lenguaje simbdlico, formal, técnico y las operaciones
Utilizar herramientas de apoyo (por ejemplo, TIC).

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Hace referencia a lo que debe saber el estudiante antes de iniciar
cada eje temadtico, es decir los pre-conceptos que se requieren para
una mayor comprension,

Estado inicial de los estudiantes que incide en su proceso de
ensefianza-aprendizaje.

ESTANDARES (CONTENIDO-MAPA CONCEPTUAL)

Criterios que especifican lo que todos los estudiantes deben sa-
ber y ser capaces de hacer en cada rea y en cada grado.

Formulaciones claras, universales, precisas y breves.

Describen conocimientos y habilidades que los estudiantes de-
ben lograr.
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RESENA HISTORICA

Se trata de retomar elementos de tipo histérico relacionados con
el eje temdtico principal y que busquen dar respuesta al origen de un
determinado concepto de las Matemdticas.

Ejemplo: La Geometria Analitica y los aportes de René
Descartes.

SITUACION PROBLEMA O PROBLEMA

Se puede construir en el eje temdtico respectivo uno de los dos,
se trata eso si de buscar que los estudiantes no posean una respuesta
directa, sin el conocimiento del contenido propuesto.

Se trata de formular y resolver problemas relacionados con
su entorno, en nuestro caso Medellin o las mismas instalaciones
universitarias para que puedan ver estructuras matematicas relacio-
nadas con su propia vida,

La situacion problema es una via fundamental para la concep-
tualizacion,

HERRAMIENTAS

Son las definiciones o conceptos que se aluden en el eje tematico.

AYUDAS

Hace referencia a los ejercicios resueltos.

RETOS
Son los ejercicios o problemas que se plantean en el eje tematico,
DESAFIQS

Son las actividades que se plantean en el CD, come aplicacion
del contenido mediante los programas de Geogebra y Descartes.

JORGE CARDENO ESPINOSA CARLOS MARIO RESTREPO RESTREPO
Director L.1. “Educacion Matemética” Director GNOMON. ITM.
ELIME. CEID-ADIDA
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Triangulo

Angulo

Perpendicular

Paralela

Grados

Angulo recto (90°)

Segmento de linea
IlABII

Recta "AB"

Semirrecta "AB"

Congruente (mismo
tamafio y forma)

Semejante (misma
forma, distinto
tamafio)

Por tanto o de donde

Arco AB

AABC tiene 3 El tridngulo ABC tiene tres
lados iguales

lados iguales
£ABC mide El angulo formado por
45° ABC mide 45 grados.
La linea AB es
AB lCD perpendicular a la linea
cD
La linea EF es paralela a
EFlIGH la linea GH
360° es un
circulo
completo
bmide 90° Un dngulo recto mide 90
grados
AB La finea entre Ay B
YV La recta infinita que pasa
porAyB
_ La semirrecta que
AB empieza en A, pasa por B
y contintia
El tridngulo ABC es
AABC Z=ADEF congruente con ef
triangulo DEF
El tridnguio DEF es
ADEF= AMNO semejante con el

tridngulo MNG
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1. EJE TEMATICO: GEOPLANA

1.1 LOGRO

Reconocer y aplicar los conceptos bésicos de la Geometria Pla-
na, como punto de partida de la comprension del desarrollo historico
y estructural de las Matematicas.

1.2 INDICADORES DE LOGRO

+ Identifica puntos, lineas y planos como componentes de una
figura plana.

« Clasifica una linea por su direccién o por su posicién con res-
pecto a otras lineas.

1.3 COMPETENCIA

Aplicar las nociones de forna y medida a las figuras geométri-
cas planas para la interpretacion, andlisis y construccién de modelos
idealizados del mundo fisico, o de fendmenos que acontecen en el
mundo real, en la solucién de problemas.

1.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para estudiar la Geo-Plana:

Debes saber: Algunos conceptos basicos de axiomas,
postulados, teoremas y corolarios.
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*  Operaciones basicas con nimeros reales

+ Ecuaciones de primer grado y de segundo grado

+ Sistemas de ecuaciones lineales

+ Angulos y clases de dngulos

+ Figuras planas y sus elementos

+  Perimetros y areas

+ Conversion del lenguaje usual al lenguaje matemaético

» Aplicaciones a la solucion de problemas

Para recordar los conocimientos previos, contesta las preguntas
de manera intuitiva y después realiza una consulta en algin texto
que frate del tema.

1. ¢Consideras que los axiomas son verdades evidentes?

2. ¢Cuando recurres a la geometria lo haces para hacer un dibujo o
una construccion geométrica?

3. ;Cuélde los dos términos anteriores estructuraria a la geometria
en un esquema axiomatico deductivo relacionado con nuestra
percepcion espacial?

1.5 ESTANDARES

Analizar caracterfsticas y propiedades de conceptos intuitivos
y preliminares de la geometria plana de una y de dos dimensiones,

24
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1.6 ESQUEMATEMATICO

[EE atumno de Geometrfa sabe:J

FECONaCer reconocer, nombrar, describlr
grafica y verbalmente

{EE punto, ka inea y el plano]
Pianos paralefos

reccnocer, nombrar, describlr
grafica y verbalmente Pianos co incidentes

Unea recta
Lfnea curva / Lfneas para!E1as
Unea quebfada Lfneas perpendlcufares

(Li’neas coincédentes (Lfneas secantes

1.7 RED DE CONCEPTOS

»  Punto, lineas y planos

» Posiciones relativas entre Hineas

» Lineas paralelas y transversales

+ Posicionesrelativasentreunpuntoy unarecta(perpendicularidad)

* Posiciones relativas entre una recta y una curva... Secanfe a...
Tangente a...

*  Segmento, semirrecta y recta

» Longitud. Concepto de medida

25

GNOMON - ELIME



- 1.8 SISTEMA AXIOMATICO O DEDUCTIVO

( Corolarios )

Originan
I

[ Teoremas J

Deducen

T4
( axomas ) ( Poswlads ) ([ Teoroma )
t

\

Generan

[ Propuosiciones ]

AN

Originan  Componen
/ N
! Ideas primitivas , | .Definiciqnes l

1.9 RESENA HISTORICA

Tomado de: http://www.euclides.org/menu/articles/historiade-
lageometria.htm; 3 de mayo de 2009. Ampliar informacién.

1.10 HISTORIA DE LA GEOMETRIA

GEOMETRIA ANTES DE LOS GRIEGOS

El origen de la Geometria coincide con el origen de la huma-
nidad. El pensamiento precientifico apoyado sobre el monoteismo
naturalista de Amenhotep IV funda en el siglo XIV a. C. culto a
la nueva imagen del dios Ra representado con un circulo dorado,
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La abstraccién del pensamiento magico representa el primer acer-
camiento —informal e intuitivo a la Geometria. Anteriormente, en
el siglo XXVII a. C., el emperador chino Hoang-Ti mandd cons-
truir un observatorio astrondmico con ¢l fin punc1pa1 de- conegn' el
calendario, . : J

- Las primeras civilizaciones medlieuaneas adqulelen poco- a
poco conocimientos geométricos de cardcter muy préactico basados
en férmulas —mejor dicho, algoritmos expresados en forma de rece-
tario—, para calcular areas y longitudes. La finalidad era préactica al
pretender con ello calcular la produccion proporcional de las parce-
las de tierra para determinar los impuestos, o reconstruir las parcelas
de tietra después de las inundaciones. El conocimiento geométrico
tanto de egipcios como de las culturas mesopotamicas pasa integra-
mente a la cultura griega a través de Tales de Mileto, la secta de los
pitagoricos, y esencialmente de Euclides, -

La Geometria antes de Euclides

Tales visita Egipto una larga temporada y aprende de los sa-
cerdotes y escribas egipcios lo referente a sus conocimientos en
general. Impresiona ahora —tanto como a los egipcios— que fuera
capaz de razonar y medir entonces la altura de la pirdmide de Keops
y de predecir un eclipse solar con asombrosa precision,

La Geometria griega es la primera en ser formal. Parte de los
conocimientos concretos y practicos de las civilizaciones egipcia y
mesopotamicas, y da un paso de abstraccion al considerar los ob-
jetos como entes ideales —un cuadrado cualquiera, en lugar de una
pared cuadrada concreta, un circulo en lugar del ojo de un pozo...—
que pueden ser manipulados mentalmente, con la sola ayuda de la
regla y el compés. Aparece por primera vez la demostracién como
justificacién de la veracidad de un conocimiento, aunque en un pri- '
mer momento fueran mas Justlﬁca(:lones intuitivas que verdaderas
demostraciones formales.
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La figura de Pitigoras y de la secta de seguidores pitagoricos
tiene un papel central, pues eleva a la categoria de elemento primi-
genio el concepto de niimero, arrastrando a la Geometria al centro
de su doctrina —en este momento inicial de la historia de la Matema-
tica alin no existe distincion clara entre Geometria y Aritmética—, y
asienta definitivamente ¢l concepto de demostracion formal como
Gnica via de establecimiento de la verdad en Geometria.

Esta actitud permitié la medicion de la tierra por Eratostenes,
asi como la medicién de la distancia a la luna, y la invencién de la
palanca por Arquimedes, varios siglos después.

- En el seno de los pitagéricos surge la primera crisis de la Mate-
matica: la aparicién de los inconmensurables, aunque esta crisis es
de carcter mas filos6fico y aritmético que geométrico.

Surge entonces un problema a nivel [6gico: una demostracién
parte de una o varias hipdtesis para obtener una tesis. La veracidad
de la tesis dependerd de la validez del razonamiento con el que se ha
extraido (esto serd estudiado por Aristételes al crear la Ldgica) y de
la veracidad de las hipdtesis. Pero entonces debetnos partir de hipé-
tesis ciertas para poder afirmar con rotundidad la tesis. Para poder
determinar Ia veracidad de las hipotesis, habra que considerar cada
una como tesis de otro razonamiento, cuyas hipdtesis deberemos
también comprobar. Se entra aparentemente en un proceso sin fin en
el que, indefinidamente, las hipdtesis se convierten en tesis a probar.

Los tres problemas de la Antigiicdad

La Geometria griega es incapaz de resolver tres famosos proble-
mas que heredardn los mateméticos posteriores. Los tres problemas
debian ser resueltos entonces utilizando regla y compds, tnicos ins-
trumentos aceptados en la Geometria de Euclides. Afladido a estos
tres problemas, la demostracion de si el V postulado es o no es un
teorema deducible de los cuatro anteriores se considera ademas de
otro problema clasico de la Geometria helenistica el hilo conductor
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hasta las Geometrias No Euclidianas del siglo XIX. Los tres otros
problemas son:

* Laduplicacién del cubo
* La triseccion del dngulo
* Lacuadratura del circulo

1.11 PROBLEMAS

1 A M B P
Figura 1-1
Hipotesis: AM = BM
Tesis: PM = PA;PB
o) A B C [
. - e e i

FiGura 1-2

Hipotesis: BC = DC

AB=a
AC=m
AD = |

(b-ay®

Tesis:m= _[ab+ —

1.12 RETOS

SELECCION MULTIPLE CON UNICA RESPUESTA

1. Unaxioma es;
a. Una proposicion muy complicada y dificil de demostrar.
b. Una proposicion tan sencilla y evidente que es aceptada por
todos sin demostracion. '
c. Una proposicion que puede demostrarse.
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d.

<.

Una proposicién que se deduce a partir de un teorema.
Una proposicion absurda,

2. El simbolo A se llama:

30

d.

o 0

Igualdad
Kapa
Lambda
Gama
Vita

El simbolo 1 significa:

a.
b.
C.
d.
e. Segmento

Es perpendicular a
De donde
Perpendicular
Semejante

La expresién: “Todos los dngulos rectos son iguales”, es:

D E H

c B F

Figura 1-3

Corolario
Teorema
Lema
Postulado
Axioma
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5.

Se afirma que una proposicion por medio de la cual, partiendo
de un supuesto (hipétesis), se afirma una verdad (tesis) que no
es evidente por si misma es:

a. Conjetura

b. Hipdtesis

c. Teorema

d. Axioma

e. Proposicién

Se define como un espacio geométrico, que sdlo posee dos di-
mensiones y que contiene infinitos puntos y rectas:
a. Recta
b. Plano
¢. Segmento
Reciproco
e. Lema

El teorema del cateto establece que: “en un tridngulo rectan-
gulo, cada uno de los catetos es media proporcional entre la
hipotenusa y su proyeccion sobre ella”., Por lo tanto, su teorema
reciproco seria:

0 e

Figura 1-4

a. Si en un triangulo rectangulo cada uno de los catetos es
media proporcional entre su proyeccion y su hipotenusa.
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b. Si en un tridngulo rectdngulo, cada uno de los catetos es media
entre la hipotenusa proporcional y su proyeccion sobre ella.

¢. Sicadauno de los catetos de un tridngulo es media proporcio-
nal entre la hipotenusa y su proyeccion sobre ella, entonces
el tridngulo es rectangulo.

d. Si la media proporcional entre la hipotenusa y Ia proyeccién
de un cateto sobre ella, resulta un triangulo rectangulo.

e. Todo tridngulo rectdngulo tiene media proporcional entre la
hipotenusa y su cateto opuesto.

1.13 SECCION UNO

1.13.1 CONCEPTOS BASICOS

POSTULADO, AXIOMA, TEOREMA, CORCLARIO

La estructura global de la demostracién debe descansar sobre (o
comenzar por) algunas proposiciones de tipo general que se aceptan
sin demostracion y se denominan los supuestos. Se trata de pro-
posiciones que voluntariamente debemos suponer o aceptar como
verdaderas a fin de poder deducir de ellas, otras proposiciones.

Los supuestos son axiomas o postulados.

1.13.1.1 Axloma

La palabra axioma proviene del griego afiwpo (axioma), que
significa “lo que parece justo” o aquello que es considerado evi-
dente y sin necesidad de demostracion. La palabra viene del griego
o&loew (axioein) que significa “valorar”, que a su vez procede de
a&iog (axios) que significa “valuable” o “digno”. Entre los antiguos
filosofos griegos, un axioma era aquello que parecia ser verdadero
sin ninguna necesidad de prueba.
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En Los Elementos de Euclides se establecen nueve axiomas (lo

valioso en griego) para la Geometria:

1,

BN

© %N W

Las cosas que son iguales a la misma cosa son iguales entre si.
Si se suma lo mismo a cantidades iguales los totales son iguales.
Si se quita lo mismo a cantidades iguales los restos son iguales,
Si a cosas desiguales se afiaden cosas iguales, los totales seran
desiguales.

Los dobles de una misma cosa son iguales entre si.

Las unidades de una misma cosa son iguales entre si.

Las cosas que se superponen una a la otra son iguales entre si.
El todo es mayor que las partes.

Dos rectas no comprenden un espacio,

1.13.1.2 PostuLADO

Es un supuesto que se puede aplicar en una rama particular de

la matemética, digamos en geometria. Por ejemplo, como la pro-
posicion: “dos rectas se pueden cortar solo en un punto”, se aplica
especificamente a las figuras geométricas.

En la matematica clasica estos dos conceptos son sindnimos.
Se llaman postulados a aquellas propiedades que satisfacen los

elementos geométricos que se aceptan sin demostrar y que surgen
de la simple observacion.

« Existen infinitos puntos, infinitas rectas e infinitos planos.
+ Todo objeto es igual a si mismo.
+ Lasuma de dos niimeros es linica,

En Los Elementos de Euclides se establecen cinco postulados:

1. Desde cualquier punto se puede trazar una recta a cualquier
otro punto.

2. Toda recta se puede prolongar indefinidamente,

3. Con cualquier centro y cualquier distancia se puede trazar un
circulo,
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4, Todos los dngulos rectos son iguales.

5. Siuna recta, cortando a ofras dos, forma los dngulos internos
& una misma parte menores que dos rectos, las dos rectas
prolongadas indefinidamente se encontraran de la parte en
que los dos dngulos son menores que dos rectos,

T.13.1.3 TEOREMA

Es una proposicion cuya validez debe ser demostrada.
El teorema es una verdad no evidente, pero demostrable. Son
gjemplos de teoremas:

* Siun ndmero termina en cero o en cinco es divisible por cinco.
* Siunnimero divide a otros varios divide también a su suma.

Tanto el teorema como el postulado tienen una parte condicio-
nal thipétesis) y una conclusién (esis) que se supone se cumple en
caso de tener validez la hipotesis.

1.13.1.4 LeMA, COROLARIQ, PROPGSICION, CONJETURA

En mateméatica una afirmacion debe ser interesante o impor-
tante dentro de la comunidad matemética para ser considerada un
teorema. Las afirmaciones menos importantes se denominan:

+  Lema: una afirmacion que forma parte de un teorema més largo.
Por supuesto, la distincién entre teoremas y lemas es arbitraria,
El Lema de Gauss y el Lema de Zorn, por ejemplo, son conside-
rados demasiado importantes per se para algunos autores, por lo
cual consideran que la denominacién lema no es adecuada. Es
un teorema que debe anteponerse a otro por set necesario para
la demostracion de este Gltimo.

+  Corolario: es una consecuencia inmediata de un teorema ya
demostrado. Una proposicién A es un corolario de una proposi-
cién o teorema B, si A puede ser deducida sencillamente de B.
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+ Proposicién: un resultado no asociado a ningln teorema en
particular,

Una afirmacién matemdtica que se cree verdadera pero no ha
sido demostrada se denomina conjetura o hipétesis. Por ejemplo: la
conjetura de Goldbach o la hipétesis de Riemann.

1.13.1.5 Recirroco

Reciproco de un teorema es otro teorema cuya hipotesis es la
tesis del primero (llamado teorema directo) y cuya tesis es la hipd-
tesis del directo.

EmmpLO

Teorema directo: Si un numero termina en cero o en cinco (hi-
pdtesis), serd divisible por cinco (tesis).

Teorema reciproco: Si un nfimero es divisible por cinco (hipé-
tesis), tiene que terminar en cero o en cinco (tesis). No siempre los
reciprocos son ciertos; para que sean ciertos tienen que cumplir de-
terminadas condiciones, -

1.13,1.6 PUNTOS, LINEAS Y PLANOS

Un vistazo a nuestro entorno nos permite comprobar que en
su mayoria los objetos que nos rodean tiecnen formas de triangulos,
cuadrados, circulos, paralelogramos, etc. Tales formas las reconoce-
mos de manera intuitiva como formas planas o bidimensionales, es
decir, formas que se extienden en dos direcciones: derecha-izquier-
da, arriba-abajo o derecha-izquierda, adelante-atras. Por ejemplo, el
frente de un edificio puede ser un rectangulo, o un rectangulo con un
triangulo encima, o un cuadrado con media circunferencia encima,
en fin, podria ser en general una combinacidn de un cierto nimero
de figuras que reconocemos como planas,

;Qué es un punto? Se piensa en un punto como una posicién
en el espacio. El espacio tiene un nimero infinito de puntos. Cada
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una de las diferentes posiciones en el espacio corresponde a un tini-
co punto. '

Se representa con los simbolos +, x ¢ 0, gue hacen referencia
a la interseccion de dos rectas y al centro de una circunferencia,
respectivamente, Se identifican con letras may(sculas o niimeros.
Existe una seric de puntos que cumplen una funcién u ocupan una
posicion que los diferencia de los demds puntos. Los vértices, cen-
tros, puntos medios y otros, son ejemplos de estos puntos que se
conocen como puntos notables.

¢ Cémo es de grande un punto? Se dice que un punto es infini-
tesimal. Esto significa que no tiene ningiin tamaiio.

Una linea es una sucesién continua de puntos.

La linea se puede considerar como un punto en movimiento
continuo. Tiene s6lo una dimension, la longitud, que es el espacio
recorrido por el punto.

Las lineas pueden ser:

» Rectas: cuando todos los puntos se encuentran alineados en
una misma direccion.

+ Curvas: cuando los puntos no se encuentran alineados en una
misma direccién; aunque, al menos durante cierta distancia,
el cambio de direccion responda a un criterio de continuidad.

1.13.1.7 LA LINEA RECTA, LA SEMIRRECTA, EL SEGMENTO DE RECTA

Las lineas rectas se designan con una letra mintscula, siguiendo
el orden del abecedario:

F 3
L 4
A
¥

a7
o

Figura 1-5
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Definiciones y postulados de Euclides relacionados con la recta:

Euclides, en su tratado denominado Los Elementos, establece
varias definiciones relacionadas con la linca y la linea recta:

«  Una linea es una longitud sin anchura (Libro 1, definicién 2).

+ Los extremos de una linea son puntos (Libro I, definicion 3).

* Una linea recta es aquella que yace por igual, respecto de los
puntos que estan en ella (Libro 1, definicidén 4).

» También establecid dos postulados relacionados con la linea
recta:

* Por dos puntos diferentes solo pasa una linea recta (Libro I,
postulado 1).

+  Siuna recta secante corta a dos rectas formando a un lado angu-
los interiores, la suma de los cuales es menor que dos angulos
rectos: las dos rectas, suficientemente alargadas, se cortaran en
el mismo fado (Libro I, postulado 5).

Cuando se desea delimitar una recta, se marca sobre ella un
punto, al cual se llama origen. También por un motivo convencional,
en geometria todo punto se individualiza con una letra mayuscula,
siguiendo el orden alfabético.

Cuando en una recta se encuentra marcado un origen, O, cada
uno de los tramos a partir del origen, constituye una semirrecta:

A 4] B
& @ O—f-

—
-

FiGura 1-6

Se denota por: OA y OB

Cuando en una recta se marcan sobre ella dos puntos, a los cua-
les se llama extremos, el tramo de recta comprendido entre esos dos
puntos constituye un segmento de recta, que se individualiza men-
cionando sus extremos, como el segmenfo A, B:
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Figura 1-7

Las lineas se clasifican segin su forma, su posicion en ¢l es-
pacio y la relacion que guardan entre si.

Segiin su forma

Linea recta: Son todas aquellas lineas en que todos sus puntos
van en una misma direccion.

Linea curva: Son las lineas que estan constituidas en forma cur-
va, pero a sii vez sus puntos van en direcciones diferentes.

Linea quebrada: Esta linea esta formada por diferentes rectas a
su vez que se cortan enfre si y llevan direcciones diferentes.

Linea mixta: Esta forimada por lineas rectas y curvas que a su
vez llevan direcciones diferentes.

SN

Figura 1-9

Clases de lineas rectas cn el espacio

Atendiendo a la posiciéon que una recta asume en el espacio,
en relacion a la fuerza de gravedad o atraccion terrestre, las rectas
pueden ser;
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Horizontal Verlical inclinada
(a) (b) (c)
Figura 1-10

Clases de rectas en un plano

Dos rectas o mds pueden encontrarse entre si en distintas
posiciones posibles. Dos rectas ubicadas en el mismo plano se de-
nominan paralelas cuando todos los puntos de ambas se encuentran
a a misma distancia.

e
a

F 3
v

b

h 4

»

FIGURA i-11

Dos rectas ubicadas en el mismo plano se denominan divergen-
tes cuando los puntos de anibas van aumentando su distancia.

/
d

Figura 1-12

il o
- o

Dos rectas ubicadas en el mismo plano se denominan conver-
gentes cuando los puntos de ambas van disminuyendo su distancia,
y eventualmente ambas rectas se cruzan en un punto.
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Ficura 1-13

Es facil advertir que en los dos ultimos casos, en realidad se
esta haciendo referencia a semirrectas; por cuanto las divergentes
resultan convergentes si se invierte el sentido de la comparacion
de sus distancias, y las convergentes, luego de cruzarse, se torhan
divergentes,

Clases de rectas convergentes

Las rectas convergentes pueden ser:

»  Perpendiculares: cuando dividen el plano en cuatro partes
iguales; es decir, cuando al cruzarse ninguna resulta estar incli-
nada respecto de la otra, o sea, formando cuatro dngulos rectos,
se llaman rectas perpendiculares.

L d

a

2

F 3
aad
k4

Figura 1-14
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+  Oblicuas: cuando se cruzan en forma inclinada entre ellas, y
por lo tanto dividen el plano en cuatro sectores de los cuales
dos son iguales, pero distintos de los ofros dos que a su vez son
iguales entre sf.

A

‘t‘f/"
y

Ficura 1-15

Lineas curvas

/‘/\/\,\ Las lineas curvas son, en senfido general, to-

Curvalregular  da@s las que no son rectas; pero en geometria
las lineas curvas tienen de todos modos alguna
/— regularidad en su desarrollo, de manera que
evolucionan en cierta continuidad.
CurvaRegular

Ficura 1-16

Clases de lineas curvas regulares

Las lineas curvas regulares pueden clasificarse de conformidad
con el factor que constituye la determinante de su forma, que en
algunos casos resulta bastante complejo.

La circunferencia: es una curva regular cerra-
da, que se caracteriza porque todos sus puntos
estan a igual distancia de un mismo punto, llama-

Clrcunferencla do centro. Por consiguiente, todos los segmentos
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determinados por la unién del centro con cualquiera de los puntos
de la circunferencia son iguales.

@ La elipse: es una curva regular cerrada,
- que se caracteriza porque la suma de Ia
Elipse

| distancia de cada uno de sus puntos res-

pecto de dos puntos situados en su interior,
llamados focos, es siempre igual.

Espiral La espiral: e¢s una curva regular abierta,
que se caracteriza porque gira sobre si
misma, de manera que la distancia minima
entre cada uno de los puntos de las vueltas
siguiente y anterior, es siempre igual.

Parébola

Figura 1-17

La parabola: es una curva regular abierta, que se caracteriza
porque cada uno de sus puntos estd a una distancia siempre igual,
determinada la suma de su distancia a un punto de una recta llamada
directriz, mas su distancia a un punto situado sobre la perpendicular
a la directriz, llamado foco.

PostuLADO
Existe un conjunto infinito de elementos llamados puntos que
se denominan ESPACIO. Sus subconjuntos se flaman figuras.

Entonces

Ficura 1-18
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POSTULADO
Dos puntos diferentes determinan una y solo una recta que pasa
por ellos.

«B

entonces B

°A

Figura 1-19

Se puede nombrar por dos de sus puntos sobre ella, por ejemplo:
- <> .,
recta AB, o con el simbolo < encima asi AB o una letra mintiscula;
ejemplo: recta r.

Ficura 1-20

HERRAMIENTAS

Los puntos de un conjunto son colineales o estan alineados, si
existe una recta que los contiene a todos,

Lineas rectas secantes: si su interseccidon es un punto y estan
contenidas en un Uinico plano.

Lineas rectas paralelas: si no tienen puntos comunes y estan
contenidas en un mismo plano.

Lineas rectas cruzadas: si no tienen puntos comunes y estan
contenidas en planos diferentes (no coplanarias).
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HERRAMIENTAS

SiB esun punto de una linea recta, entonces se llama semitrecta
de origen B al conjunto formado por el punto B y cada uno de los
conjuntos en que ¢l divide a la recta, es decir:

B y todos los puntos de la linea recta que le preceden,

B y todos los puntos de la linea recta que le siguen.

El punto dado se llama origen y siempre da lugar a dos semirrec-
tas opuestas entre si.

s o Entonces &>
' A B
B s -]

Ficura 1-21

Se tienen dos semirrectas que se denominan por el punto de
origen B y un punto cualquiera de ¢lla, En la figura anterior se tiene
las semirrectas BAy BC.

. - ere . ==

Simbélicamente: BA y 'BC.

HERRAMIENTAS

Se llama segmento al conjunto formado por dos puntos diferen-
tes dados en una recta y los puntos situados entre ellos. Los puntos
dados se Hlaman extremos del segmento y se utilizan para nombrarlo
con un frazo encima. Por ejemplo, si se tienen dos puntos A y B
sobre una recta:

A B T
Figura 1-22

Estos puntos determinan el segmento AB que s denota por AB.

A B
o— @

Ficura 1-23
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El segmento de recta es un subconjunto de la linea recta, y la
podemos medir en una sola dimensién (su longitud).

segmentoGBRLE tna recta

Imagen tomada de www. fpotar.org. ve/matematica/fasciculo3.pdf

Fraura 1-24

AYUDA D

Practica en el DVD en el apartado GeoPlana. Conceptos
bésicos. Escenas de Antolina Muifloz Huertas (proporcio-
nalidad) y del grupo GNOMON (20 escenas interactivas).

1.13.1.8 EL pLANO

Podemos conceptualizar un plano como una hoja de papel pla-
na, muy delgada que se extiende indefinidamente a lo largo y a lo
ancho; un plano serd una superficie ilimitada.

La hoja de papel seria un subconjunto de un plano y tiene dos
dimensiones que se pueden medir (largo y ancho).

El plano, en geometria, es uno de los entes geoméiricos funda-
mentales, junto con la recta y el punto. Solamente puede ser definido
o descrito, en relacion a otros elementos geométricos similares. Un
plano queda definido por los siguientes elementos geométricos:

+ Tres puntos no alineados

» Una recta y un punto exterior a ella
* Dos rectas paralelas

+ Dos rectas que se cortan
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POSTULADO : _
Tres puntos diferentes no alineados determinan un plano y solo
uno.
Graficamente se representa asi: .

FiGura 1-25

Los planos se nombran con una letra griega, de esta forma, se
tiene el plano o,

entonces
E G
2

Figuma 1-26

AXIOMAS
Los puntos de un conjunto son coplanares, si- existe un plano
que los contiene a todos.

Figura 1-27

Planos secantes: si su interseccion es una recta.
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Planos paralelos: si no tienen puntos comunes.

Una recta y un punto exterior a ella estan contenidos en un pla-
no tnico.

Dos lineas rectas secantes estan contenidas en un plano tinico.

Una linea recta y un plano son secantes si se cortan en un pun-
to y una linea recta y un plano son paralelos si no tienen puntos
comunes.

Axioma

Toda linea recta t en un plano a determina sobre él dos regiones
ltamadas semiplanos,

La linea recta “t” recibe el nombre de frontera de los semipla-
nos. Los semiplanos se nombran por medio de la linea recta y un
punto arbitrario sobre la region.

Ficura 1-28

1.13.1.9 CONGRUENCIA DE SEGMENTOS

Se denominan figuras congruenies a las que tienen la misma
forma y el mismo tamafio, diferencidndose a lo sumo en su posicién
en el espacio, es decir, si una puede convertirse en la otra mediante
un movimiento, se puede decir que una es la copia exacta de la otra
u ofras. Tales figuras se pueden hacer coincidir de modo que sus
partes correspondientes coincidan mutuamente,

Esta definicion en términos de movimiento, lo supone rigido,
es decir, conservando las distancias. Si una figura F es congruente
auna figura F’ s¢ escribe: F= F’y se lee “F es congruente a F* ”,
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HERRAMIENTAS

Dos segmentos AB y CD son congruentes si y solo sf tienen la
misma medida, esto es AB= CD <>m (AB)=m (CD)< AB=CD.
La congruencia se refiere, por lo tanto, a las figuras geométricas

HERRAMIENTAS

Cada segmento tiene exactamente un punto medio. C es un pun-
to medio de AB si y solo si ACZCB, Por lo tanto, se dice que el
punto medio C biseca el segmento AB,

A C B
L 8 ®

Ficura 1-29

Convencién: Cuando no haya lugar a confusién en lugar de AB
usaremos AB y en lugar de AB = CD usaremos AB = CD.

Segmentos adyacente: Son dos segmentos de extremos
colineales y que tienen un extremo comun situado entre los ex-
fremos no comunes.

AC y CB son segmentos adyacentes.

Ficura 1-30

Operaciones con segmentos

El nimero que expresa a qué distancia se encuentra A de B se
llama medida o longitud de AB =AB =m AB,
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Consiste en encontrar un segmento de longitud igual a la suma
de las longitudes de los segmentos dados.

P A 8 Q
e e - e

Figura 1-31
m PQ = mPA + mAB + mBQ

m AP =mPB - mAB
mAB = mPQ — mPA - mBQ

“'D

L
]
L4

Figura 1-32

Hipotesis: AM = MB

Tesis; PM = 24

Solucién: PM =BP-MB
PM =-PA+ MA
2PM =BP-PA

Sobre un recta se toman los puntos A, B, C, D, F, F, consecu-
tivamente, de modo que BE = g AF. Calcular AF sabiendo que:
AC+BD + CE + DF =39u.
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Ficura !-33

Hipétesis: BE === AF
AC +BD + CE + DF = 3%
AC +BD + CE + DE + FF = 3%u

Tesis: AF =7

Solucion: AF+BD+DE=3%

AF + 5BE =30u
AF + 3 AF =39y
lé?» AF =300
AF =24
AYUDA?3
L _A B
Fisura 1-34

Hipoétesis: MB =MC
AB =AM - BM

Tesis: AB?+ AC?=2(AM? + BM?)
Solucion: - AC=AM +MC

AB? = (AM - BM)’
AC?= (AM + MC)
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AB’=AM ?—-2AM.BM + BM?
AC?= AM?+ 2AM.MC + M(?
AB? + AC?=2AM? + 2BM?
AB* + AC? = 2(AM’ + BM?)

1.14 SECCION DOS

1.14.1 AnGuLos

1.14.1.1 Logro

Resolver problemas de aplicacion sobre los diferentes tipos de

angulos que facilite la comprensidn de la resolucidn, congruencia y
semejanza de tridngulos.

1.14.1.2 INDICADORES DE LOGRO

*

*

Relaciona y diferencia los elementos que componen un éngulo.
Reconoce e identifica los tipos de angulos.

Describe las relaciones de los dngulos formados cuando una
transversal corta a dos o mas paralelas.

Traduce del lenguaje usual al lenguaje matematico problemas
sobre angulos,

1.14.1.3 COoMPETENCIA

Diferenciar los tipos de dngulos que existen y resolver proble-

mas de aplicaciéon que impliguen la traduccidén del lenguaje usual al
lenguaje matematico.

1.14.1.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para estudiar ¢l tema siguiente.

Debes saber: Algunos conceptos basicos como porejem-
plo: punto;linea, plano y sus relaciones entre ellos... 0
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Para recordar los conceptos previos, contesta a la pregunta de
manera intuitiva y después realiza una consulta en algfin texto que
trate del tema.

(Sabes qué tipo de objetos estudia la geometria plana?
;Sabes qué es un punto y cémo representar un punto?
i Sabes qué es una recta y como representar una recta?
(Sabes qué es un plano y cémo representar un plano?

¢ Sabes qué es una semirrecta y como se representa?

N

1.14.,1.5 ESTANDARES

Identificar el concepto de angulo y clasificarlos dada una figura
de andlisis.

1.14.1.6 ESQUEMA TEMATICO

: algunos estan feclas paralsias
"~ determinados por — | - cortadas por

una secanie

que suman 90° son a E corjugados
/ / / entre ellos— 7| extemos
¥

Complementarios se clasifican / J .
. : - conjugados
allemnos altemnos internos
emoe J e
\
nulo sahn
\ 052—;?;0&‘-”‘“50' son 4| conespondientes
en ‘

agudo &7 \X* convexo } en= ¥

A par fneal ntes suplemenlarios
congaue
. adyacentes \ suman‘/

/

1.14.1.7 RED DE CONCEPTOS

*  Angulo. Concepto y sistemas de medicién (grados sexagesimal,
radianes), conversion de unidades.
+  Clasificacién de dngulos (segiin su medida y segiin su posicion)
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+  Angulos. Formados entre paralelas y una transversal (aplica-
ciones).
*  Problemas de aplicacion.

1.14.1.8 RESENA HISTORICA

TALES DE MILETO (624 a. C. - 546 a. C.)

Foto tomada de: hitp://www.biografiasyvidas.com/biografia/t/tales.htm
Tomade de: http://www.portalplanctasedna.com.ar/matematico . him,
3 de mayo de 2009. Ampliar informacion.

Nacid y murid en la ciudad de Mileto. Sus padres fueron Exa-
myes y Cleobuline. Fue maestro de Anaximandro. Ninguno de sus
_escritos sobrevivieron , por o que es dificil saber exactamente cud-
les fueron sus descubrimientos matematicos. Probablemente se fe
atribuyan descubrimientos que no le corresponden. Lo que sabemos
de Tales proviene de Aristoteles. Primero fue a Egipto y desde alli
introdujo en Grecia los estudios sobre Geometiia,

La opini6n antigua es undnime al considerar a Tales como un
hombre excepcionalmente inteligente y como el primer filésofo
griego, cientifico y matematico, pero actuaba como un ingeniero, Es
considerado el primero de los Siete Sabios Griegos. El hecho con-
creto que mas aseguro su reputacion fue la prediccion de un eclipse
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de sol en 585 a.C., que tuvo lugar exactamente el 28 de mayo del
afio que €] habia predicho. Igualmente fue el primero en mantener
que la luna brilla por el reflejo del sol.

Segun Proclo, primero fue a Egipto donde entré en contacto con
la Geometria que luego introdujo a Grecia,

Tomo6 prestada la Geometria de los egipcios y dio en ella un
avance fundamental, ya que fue el primero en emprender la tarea de
demostrar exposiciones mateméticas mediante series regulares de
argumentos. En otras palabras, invento la matemética deductiva. Se
le asignan enire otros los siguientes teoremas:

1. Un éngulo inscripto en una semicircunferencia es un ngulo
recto, -

2. Todo circulo queda dividido en dos partes iguales por un
didmetro. o

3. Los angulos basicos en un tridngulo isosceles son iguales.

4, Los angulos opuestos por el vértice que se forman al cortarse
dos rectas, son iguales. _

5. Sidos tridngulos son tales que dos angulos y un lado de uno de
ellos son respectivamente iguales a dos angulos y un lado del
ofro, entonces los dos tridngulos son iguales.

Midi6 la altura de las pirdmides midiendo la altura de sus som-
bras en el momento en el cual la sombra de una persona es igual
a su altura, Este razonamiento no parece swrgir de conocimientos
geométricos sino més bien de una observacion empirica, Creyé que
en el. momento en que la sombra de un objeto coincide con su al-
tura, también eso es valido para cualquier objeto, por ejemplo, la
pirdmide,

Luego utilizo conceptos similares al de la semejanza de tridgngu-
los. También calculé la distancia a un barco en el mar, para lo cual
habria utilizado el teorema 3,
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La demostracion que aparece en la proposicion 32 del Libro I
de Los Elementos de Euclides del teorema 1, es la siguiente:

A

B O C

Como OA y OB son iguales, Los dngulos ABO y BOA también
son iguales y como OA y OC son iguales, tos éilgulos OACy OCA
son iguales. Por tanto, BAC es la suma de ABC y ACB, teniendo en
cuenta que la suena de los tres dngulos de un triangulo BAC debe
ser recto.

Crefa que la Tierra era un disco plano que flotaba sobre agua y
que todas las cosas venian del agua. Explicaba los terremotos por
el hecho de que la Tierra flote sobre agua. Fue el primero en tra-
tar de explicar estos fenémenos en forma racional y no por medios
sobrenaturales.

Hay dos anécdotas vinculadas a Tales. Una la cuenta Aristé-
teles, y dice que Tales usaba sus habilidades para deducir que la
cosecha de aceitunas de la siguiente temporada serfa muy buena.
Entonces compraba todas las prensas de aceitunas, con lo cual podia
hacer fortunas cuando la abundante cosecha Hegaba.

Platén cuenta la otra anécdota: una noche Tales estaba obser-
vando el cielo y tropezd. Una sirviente lo levanto y le dijo: c6mo
pretendes entender lo que pasa en el cielo, si no puedes ver lo que
esta a fus pies.

Es dificil escribir sobre Tales, como sobre otros personajes
de esa época, porque era comun acreditarles a hombres famosos
descubrimientos que no hicieron. Por ¢jemplo, no hay constancia
histérica de que Tales haya enunciado el teorema que conocemos
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como Teorema de Tales, aunque si es cierto que Tales trabajé sobre
la proporcionalidad de segmentos al calcular alturas midiendo las
sombras.

En el momento de morir pronuncio6 las siguientes palabras: “Te
alabo, joh Zeus!, porque me acercas a ti. Por haber envejecido, no
podia ya ver las estrellas desde la Tierra.”

1.14.1.9 PROBLEMAS

1. Desde un punto P se trazan las perpendiculares a las prolonga- |
ciones de los lados SD y SQ del A SDQ. Si el 4ngulo en O mide
g0° ¥ el angulo en D mide 60°, entonces el angulo x mide:

A. 80°
B. 100°
C. 140°
D. 120°

Fiaura 1-35

2. Enlafigura adjunta se tiene @ = 120° y ¢ = 110°. Entonces,
o es igual a:

>

230°
. 1107
. 115°

U 0w

- Ficura 1-36

E. No se puede calcular sin conocer algan otro dato, -
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1.14.1.10 DEFNICION DE ANGULOS

HERRAMIENTAS

Recibe el nombre de
angulo la aberfura entre
dos semirrectas que par-
ten del mismo origen.

Ficura 1-37

En la figura se tiene el 4ngulo BAC, simbolicamente se s¢ expresa
como BAC 6 ZBAC formado por las semirrectas AE y AC que se
llaman lados del angulo. El punto de origen comun de las dos semi-
rrectas en A, recibe el nombre de vértice del dngulo.
Si no existe confusion, el 4ngulo se puede nombrar por la letra
del vértice. Asi, este se llama angulo A o A, o también ZA.

AYUDA 0

3 Practica en el DVD en el apartado GeoPlana. Angulos
Escenas del grupo GNOMON y unidades didéacticas de Rita Jiménez
Igea y Fabidn Martin Herce (23 escenas interactivas).

Axioma
Cuando dos rectas se cortan, forman 4 regiones llamadas angu-
los. Cada dngulo esta limitado por dos lados y un vértice.,

Sistema sexagesimal

La unidad estandar en sexagesimal es el grado. Una circunfe-
rencia se divide en 360 grados. Las divisiones sucesivas del grado
dan lugar a los minutos de arco (1/60 de grado) y segundos de arco
{(1/60 de minuto).

Radiin
Unradian es la medida de un dngulo central que intercepta un arco
de circunferencia cuya longitud es igual al radio de la circunferencia.
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En toda circunferencia hay aproximadamente 27 radianes; es
decir, 6.28 radianes. ;Por qué? Analiza a continuacion que:

L= Longitud de la circunferencia

R= Radio
D= Diametro
D=2r

L
I)E = Constante = m = 3,1416 aproximadamente,

Longitud de la circunferencia

L
BC:E A~ Lo=Drm

L, =2R%
L, =2nR

Para saber cudntos radianes hay en una circunferencia de lon-
gitud L, basta con determinar cudntos radios caben en L., es decir:
[+ . .

r

Radianes de una circunferencia =
. 2m.

-
=2

™2

an
N

20

iz

Figura 1-38
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Nomenclatura:

Grado — ° Minuto — ' Segundos — ”

1°=60"; 1’=607; 360°=2 7 radianes — 180°= & radianes. (7 =3,14)

oy
VK
i
i
Sl

\J A

Sistema sexagesimal Sistema circular o ciclico

AYUDA 1

I. Expresa en radianes un angulo de 90°.
5. GO0 = gQP ¢ nad T
Solucién: 90 90° + Pyl ad
2. Expresa 45° en minutos
60’
Solucion: 45° = 45° « - = 2 700/

3. Convierte 43,63° a grados, minutos y segundos,
Solucidon: 43,63° = 43° 4 0,63° + %9;' = 43° 4 37,8'
43,63° = 43° +0,63° ¢ 2. = 43° + 37,8
4304+ 37 + 0,8 = 43°+ 37 + 0,8 + = 43° + 37" 4 48" - 43°37'48"

4. Convierte 47° 32' 42" en grados.

Solucién

47°32'42" = 47°32'42" *% = 47°32'0,7" = 47°32,7
47°32'42" = 47°32'42" *% = 47°32'0,7' = 47°32,7'

47°32,7" * = 47°0,545° — 47,545°

Ol‘
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Clases de angulos

Angulo recto: es el que
mide 90°. Esta formado por
el cruce de dos semirrectas
perpendiculares.

Ficura 1-39

Angulo agudo: es el
que mide menos de 90°, B

o= 34.04*
.

Ficura 1-40

{ a=131.29°
Angulo obtuso: es el

que mide mas de 90° y me-
nos de 180°,

Ficura 1-41

DESAFIOS P2.1, P2.2, P2.3

Angulos adyacentes: son dos dngulos coplanares que tienen un
vértice y un lado comun; y el lado comin separa los dos 4ngulos.
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pyBy
sSOon

el

adya-
centes

)

v,

\
pyB By,

(L+B) y 9,

py (B+0) B
/ a

v

son
adyacentes

(b)

Ficura 1-42

Angulos complemen-
tarios: son dos éngulos
adyacentes cuya suma de
medidas es 90°, .
B+ 9=90" porlolanto
By 8 son complemeantarios

o

Figura 1-43
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Angulos suplementarios: son dos angulos adyacentes cuya
suma de medidas es 180°.

a+$=180"; por lo tanto

B=128.06" . i
1=51.94" oy B son suplementarios

Ficura 1-44

a=22434°

Angulo éncavo: Mide mas
de 180° y menos de 360°.

Ficura 1-45
6OM  DESAFIOS P24

AYUDA2
Halla el complemento de 23° 43° 28”

Solucion: 90°- 23° 43° 28” — 90°— 89° 59" 60~
-23° 43° 28”
66° 6 327

AYUDA3

@y f estan en relacién 4:5 y ambos son suplementarios. Halla:
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D

FIGURA 1-46

Solucién

@+ B = 180° - 4x + 5x = 180° - 9x = 180° - x = 20° -
= 4x = 4(20°) = 80% = B = 5x = 5(20°) = 100°

1.14.1.11 BiSECTRIZ DE UN ANGULO

Es la semirrecta interior que di-
vide al 4ngulo en dos éangulos
congruentes. Sea D un punto in-
terior de un ZABC. Decimos que

BD es la bisectriz de ZABC si y
solo si ZABD = ZDBC.

Figura 1-47
1.14.1.12 MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO

Se llama mediatriz de un
segmento, a la recta, perpendi-
cular al segmento que pasa por
el punto medio de dicho seg-
mento. “t” es mediatriz de AB
siy solosi:t.lAByAC=CB.

ML es mediatriz de AB

®

Figura 1-48
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Trorema 1

En dos lineas secantes, los 4n-
gulos opuestos por el vértice
son iguales, £y = Loy Zp =
Z& por opuestos por el vér-
tice.

=4t -

a=138.80°

FIGUra 1-49
1.14.1.13 PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

HERRAMIENTA

Dos rectas son perpendiculares si son secantes y uno de los an-
gulos que forman —y por consiguiente los cuatro— s recto.

Dada una recta r y un punto P contenidos en un plano ¢, existe
una Gnica recta perpendicular a r que pasa por Py est4 contenida
en a.

HERRAMIENTA

) Distaneta del punto C atalinga AB
Cuando hablamos de dis-

tancia de un punto a una
linea, siempre serd un
segmento perpendicular
trazado desde dicho pun-
to a la linea.

c

Figura 1-50
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HERRAMIENTA

+  Dos lineas son paralelas si estan siempre a una misma distancia.

»  Dos lineas son perpendiculares si forman un angulo recto.

CoroLario 1

Dos lineas paralelas a una tercera son paralelas entre si.

Si una linea es perpendicular a otra, es también perpendicular a
toda paralela a esta otra.

Si dos rectas son paralelas, podemos también hablar de parale-
lismo entre segmentos de ellas.

Angulos formados por dos lineas cortadas por una tercera
(transversal)

Angulos internos: son los angulos situados en la parte comun
de los semiplanos determinados por cada una de las rectas que con-
tienen a la otra; son 24, £3, Z5, Z6. (Véase figura 1-51)

Angulos externos: son los angulos situados en el semiplano
determinado por cada una de las rectas que no contienen a la otra;
son /1, 22, 27, Z8.

Angulos alternos: son dos dngulos, ambos internos o externos,
situados en semiplanos opuestos respecto a la secante.

Angulos alternos internos: £4 y £6; £3 y £5.
Angulos alternos externos: £1 y £7;, £2 y Z8.

Angulos correspondientes: son dos éngulos, uno interno y
otro externo, situados en un mismo semiplano respecto a la secante;
son Z1y £5; L2y £6; L4y £8; L3y L.
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Figura 1-51

Cuando tenemos un par de rectas paralelas cortadas por una
transversal, obtenemos:

Ll = /L5, Z4 = /8;
L2 = L6y L3 = /L7 (por
correspondientes entre para-
lelas).

LA = L2065 L3=L5 (por
alternos internos entre para-
lelas).

L= LT, £2= /8 (por
alternos externos entre para-
lelas).

FiGura 1-52

Ademds:

L1=23; L2= L4, /5= LT, £6= Z8 (por opuestos por el vértice).
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L1+ 22 = 180% £2 + £3 = 180°% L3 + £4 = 180°% Z4 +
Z1 = 180% £5 + £6 = 180° £6 + £7 = 180°% L7 + £8 = 180°,
Z8 + Z5 = 180° (por suplementarios).

Se nos pueden presentar dos tipos de problemas:

(a) (b)
Ficura {-53
Sit|}s, entonces Lo=£5 Si Zo=Zf y son alternos
(por alternos internos entre internos, entonces t||s.

paraleias)

€04  DESAFIOS P2.5, P2.6, P2.7, P2.8, P2.9

AYUDA 4

L 3 e +—7 /8
Si MN [| PQ y SS'es una transversal, y £7 = “5~. Halla los va-
lores de todos los angulos.
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Solucién: 27+ £8=180°
(suplementarios)

Ficura 1-54

%3 +/8 = 180° (sustitucién); = === =

=328 = 180°2;
~£8 =3603 = 120°%

Ahora: £7 = _42_3 = % =60°

£LT1=26=060° (opuestos por el vértice)
Z8=/5=120° (opuestos en el vértice)
£6=/2=60° (correspondientes entre paralelas)
£5=4£1=120° (correspondientes entre paralelas)
ZL1=/4=60° (correspondientes entre paralelas)
£8= /3 =120° (correspondientes entre paralelas)

AYUDAS

Si ABII CD, EF Il GHy ZEMB = 60°, halla ZIPD.
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Solucién: £ EMN= /f3 = 60° (alternos internos entre paralelas).

Figura 1-55

£ + ZBNP = 180° (suplementarios};

= 60°+ ZBNP = 180° (sustitucion)

=/BNP = 120°;

—ZBNP = £ZHPD = 120° (correspondientes entre paralelas)

AYUDA 6

¥ Si tres angulos suman 322°, y el mayor es el triple del
menor menos 70°, y el del medio es el doble del menor
menos 10°, jcuanto mide cada dnguio?

Solucién: Angulo menor: x  (x) + (2x — 10} + (3x — 70) = 322
éngulo del medio: 2x—10  6x =322 + 10 + 70—x = 402/6— x = 67
Angulo mayor: 3x-70 2x —10=124; 3x—-70= 131

AYUDA7

Si tres angulos suman 260°, y el mayor mide 3 veces lo
que mide el menor, y ¢l menor es la mitad de lo que mide
el del medio, jcuanto mide cada dngulo?
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Soluciém: Angulo menor: x )+ (2x) + (3x) =260

Angulo del medio: 2x 6x =260 — x=260/6 — x = 43,33
Angulo mayor: 3x 2x = 86.67; 3x = 130
AYUDA 8

Si tres dngulos suman 190°, y el mayor mide el doble del
angulo del medio més 30°, el menor mide el triple del
angulo del medio menos 90°, ;cuanto mide cada angulo?

Solucién: Angulo del medio: x  (3x-90) + (x) + (2x+30) = 190

Angulo menor: 3x—90 6x=190-30+90— x=250/6— x = 41.66
Angulo mayor: 2x + 30 3x—90=35; 2x + 30 =113.33

1.14.2 ReTOS

1. Determina el complemento de 72°.

2. ¢Cuadl es el suplemento de 139°?

3. ¢Cudles el suplemento de (a—12)° ?

4. Determina el complemento del suplemento de 143°,

5. Si36°es el complemento del suplemento de x, jcudntos grados

=N e

10.

1.
12.
[3.

70

mide x?

¢ Cudl es el suplemento del complemento de (a — 10)°?
(Cuantos grados resultan si al complemento de 37° se le suma
el suplemento de 93°7

Determina la diferencia entre el suplemento de (a — 15)° y el
complemento de (a —45)°

Un dngulo y su suplemento estén en razén 7:2. ; Cudnto mide cf
Angulo menor?

Un angulo y su complemento estan en razon 2:1, ;Cudnto mide
el suplemento del angulo mayor?

Determina el angulo que es el triple de su complemento.
Determina el angulo que es la cuarta parte de su suplemento.
Dos 4ngulos son complementarios y el mayor es 5 veces el me-
nor. ;,Cuénto mide el 4ngulo menor?
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14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.

24,

25.

26.

27,

3.3.3 Reros
1. Losangulos &, iy ¢ estanen

A )
A% 494 ~{@

Si x y y son angulos adyacentes y x tiene 27° mds que y, jcuanto
mide x?

Un angulo tiene 35° menos que otro dngulo cuyo complemento
es 12°, ;Cudnto resulta de sumar dichos angulos?

Dos 4ngulos que suman 50° estdn en la razon de 2:3. (En qué
razon estan los complementos respectivos de estos angulos?

El complemento y el suplemento de un dngulo son entre sf como
1:5. ;Cuéanto mide el angulo?

Determina el complemento de 42°18°,

Determina el suplemento de 154°27°42”,

Si el suplemento de un 4ngulo es 113°26°14”, determina dicho
angulo.

Sim=92°35"14"y n=27°47°32”, ;cuanto es m + n?

Un angulo recto se divide en razén 1:2:3. ; Cudl es Ia diferencia
entre el angulo mayor y el dngulo menor de esta division?

Dos angulos opuestos por el vértice miden (20—a)® y (a—74)".
(Cuénto vale a?

El complemento de un dangulo de 47° es (8 - 30)°. ;,Cudnto vale
B?

Si la diferencia entre dos 4ngulos complementarios es 22°, jcudl
es la diferencia entre sus complementos respectivos?

A la cuarta parte de un angulo se le suma su tercera paste resul-
tando 7°. ¢ Cuanto mide el angulo?

El doble de un angulo es la cuarta parte de su complemento.
¢ Cuanto mide el angulo?

razon de 1:2;3. Halla sus valores,

3

Fioura 1-56 ="
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72

Dos dngulos consecutivos suman 100°. ;Qué angulo forman sus

bisecirices?

Si tres angulos suman 220°, y ¢l menor es la tercera parte del

mayor, y el mayor es el doble que el del medio, ;jcuinto mide

cada angulo?

Demuestra que la suma de las medidas de los angulos 21 + 24

esiguala 180°,

Demuestra que la suma de las medidas de los angulos £2 + 25

+ /6 es igual a 180°,

Enla figura: £1 = £2; £2=2/£3, hallael vaion del angulo 7.
b

o B

Figura 1-57

Siun dngulo excede en 20° al triple de otro, y su suma son 140°,
halla sus medidas. .

En tres angulos que forman un 4dngulo 1lano, uno de ellos es
la mitad del segundo y la tercera parte del tercero. Halla sus
medidas. _
Sefiala cudles dngulos son alternos internos entre paralelas,
alternos externos entre paralelas, correspondientes entre parale-
las y suplementarios.
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Figura 1-58

10. Si tres angulos suman 300°, y el mayor es el doble del menor
menos 20°, y el del medio es el triple del menor menos 100°,
jeuanto mide cada angulo?

11. Si tres 4ngulos suman 160°, y el mayor mide 5 veces lo que
mide el menor, y el menor es la mitad de lo que mide el del me-
dio, ;cuanto mide cada angulo?

12. Si tres 4ngulos suman 290°, y el mayor mide el triple del menor
mas 50°, y el del medio mide el doble que el menor, jcuanto
mide cada angulo?

1.15 SECCION TRES
1.15.1 TRIANGULOS

1.15.1,1 LOGROS

Estudiar y recordar los aspectos més basicos de los tridangulos, sus
elementos, clasificacion, puntos y lineas notables, congruencia y se-
mejanza en la solucién de problemas de tipo geométrico y aritmético.

Construir y definir las funciones trigonométricas en circun-
ferencias de radio igual a la unidad, radio distinto de uno y en el
triangulo rectdngulo, para aplicarlas en la solucién de triangulos.
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Enunciar y demostrar la Ley de los Senos y la Ley de los Cose-

nos y aplicarlas en la solucion de problemas que originan tridngulos
oblicuangulos.

1.15.1.2 INDICADORES DE LOGRO

Relaciona y diferencia los elementos que componen tun
tridngulo.

Identifica las lineas notables en un triangulo.

Reconoce e identifica cada tipo de tridngulo segin las longitu-
des de sus lados y las medidas de sus angulos.

Aplica los criterios de congruencia en la solucién de problemas
geométricos,

Aplica los criterios de semejanza en la solucién de problemas
geométricos,

Aplica el teorema de Pitdgoras en la solucién de problemas
geométricos.

Utiliza las razones trigonométricas y los teoremas del seno y
coseno para resolver problemas en contexto.

1.15.1.3 COMPETENCIA

Traducir del lenguaje usual al lenguaje matemdtico, problemas

0 situaciones problema que impliquen el uso de la congruencia, la
semejanza, las razones irigonoméiricas o la ley de los senos y los
cosenos,

1.15.1.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS
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Para estudiar el tema siguiente.

Debes saber. aigunos conceptos bésrcos como por
ejemplo angulo vértlce Iado blsectrizymedlatrlz -
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Para recordar los conceptos previos, contesta a la pregunta de

manera intuitiva y después realiza una consulta en algin texto que
trate del tema.

el

—_—

¢Sabes qué es un dngulo y co6mo representar un dngulo?
(Sabes qué son angulos complementarios?

,Sabes qué son dngulos suplementarios?

¢Sabes qué son dngulos alternos externos, alternos internos y
correspondientes?

.15.1.5 RED DE CONCEPTOS

Triangulo. Concepto.

Elementos (lados, vértices y dngulos).

Rectas notables (altura, mediana, mediatriz, bisectriz), puntos
notables (ortocentro, baricentro, incentro, circuncentro).
Clasificacion de tridngulos (segin las longitudes de sus lados y
las medidas de sus 4ngulos).

Criterios de congruencia de triangulos (ALA ~ LLL — LAL),
Criterios de semejanza de tridngulos (AA — LLL - LAL),
Tridngulo rectangulo, teorema de Pitagoras.

Razones trigonométricas, teorema del seno y del coseno.
Problemas de aplicacion.

1.15.1.6 ESTANDARES

Resolver tridngulos rectingulos y oblicuangulos, mediante la

aplicacion de las funciones trigonométricas y la ley de los senos y
los cosenos.
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1.15.1.7 ESQUEMA TEMATICO

El triangulo
TP aplicacién
/ \ TTb| “elevacion
. resolucién y depresion
se clasifican i
LN
¢ relacién entre -
N lados y anguios Caso Calculo de
" general . dislancias
J inaccesibles

utilizando —
Taarema
Teorema del seno
del coseno
Por sus angulos
l aplcacidn

an
clrcunferencia
clreunscrita

[acuténgu_io] (reclénguro] p resolucion [ Razones Wrigonomélricas J

utiifzando Relaciones frigonomatricas
obtusangulo

1.15.1.8 DEFINICION DE TRIANGULOS B

Angulos de

Dados tres puntos A, B, C no alineados, A

los segmentos AC, AB, y BC determinan

una figura geométrica denominada tridn-

gulo. C

FiGura 1-59
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Cada uno de los puntos no alineados es un vértice del tridngulo.
Cada uno de los segmentos recibe el nombre de lado del triangulo.
Los dngulos ABC, BCA y CAB asociados al tridngulo se denominan
angulos inferiores del tridngulo. El tridngulo de vértices A, B, C se

denota por AABC.

En un fridangulo se distinguen seis elementos principales: tres

lados y tres dngulos.

Clasificacion de los tridngulos segan sus lados

ISOSCELES: Si tiene por lo
menos un par de lados congruentes. Si
AC= CB, entonces se dice que el AABC
es i1sOsceles de base AB; ademaés los an-
gulos adyacentes a la base son iguales
(esto Gltimo habria que demostrarlo)
ZA = ZB.

EQUILATERO: Tiene sus tres
lados iguales. Cada uno de sus tres an-
gulos mide 60° (esto Gltimo habria que
demostrarlo).

AB=BC=AC

ZA= B =/2C=060°

ESCALENO: Tiene sus tres lados y
angulos desiguales.

AB # BC # CA

ZA# B+ C

A_ B

Fioura 1-60

Ficura 1-62
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Clasificacién de los tridangulos segiin sus Angulos

ACUTANGULO: Tiene sus tres
angulos agudos A< 90°, B<90°y
C<90°,

FiGura 1-63

OBTUSANGULO: Tiene un dngulo obtuso, y los otros dos agu-
dos. B<90°, A<90° C>90°

C

Ficura 1-64

RECTANGULO: Tiene un 4ngu-
lo recto, y los otros dos son agudos.
A=90°% C<90° B <90°,

- Figura 1-65

EQUIANGULO: Si tiene los tres angulos congruentes.
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1.15.1.9 LINEAS Y PUNTOS NOTABLES EN EL TRIANGULO

Mediana:
Es el segmento trazado desde un
vértice hasta el punto medio del

lado opuesto.
Todo tridngulo tiene tres medianas.

El punto de corte de éstas se
denomina Baricentro (B). Froura 1-66

) DESAFIO P3.1

Altura:
Es la perpendicular trazada desde un vértice al lado opuesto o su
prolongacion, El punto donde se cortan se llama Ortocentro.

Rectangulo Acutangulo Obtusangulo
(a) b (c)
FiGura 1-67

DESAFiO P3.2.1, P3.2.2

Biseetriz: Es la linea que corta un dngulo interior del triangulo
en dos angulos iguales. El punto donde se cortan las bisectrices se
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llama Incentro, y es ¢l centro de una
circunferencia inscrita en el tridngulo.

DESAFIO P3.3

Mediatriz: Es la perpen-
dicular en el punto medio de
cada lado. El punto donde se
cortan las mediatrices se llama
Circuncentro, y es el centro de
una circunferencia circunscrita
al triangulo.

DESAFIO P3.4

7

Recta de Euler: En un tridngu-
lo, el ortocentro, el baricentro
y el circuncentro son puntos
colineales.

Ficura 1-68

Figura 1-69

Figura 1-70
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DESAFIO P3.5

1.15.1.10 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

HERRAMIENTAS

Congruencia: La palabra congruencia hace referencia a igual
forma y tamafio. Se utiliza = como simbolo para congruencia,

Figuras congruentes: Dos o mas figuras son'congruentes si
tienen el mismo tamafio y forma; para dos figuras se dice que son
congruentes si una es el duplicado de la otra. Las figuras pueden ha-
cerse coincidir de tal forma que sus partes correspondientes ajusten
entre si, _

Triangulos congruentes: Teniendo en cuenta las ideas anterio-
res, dos o mas tridngulos son congruentes cuando tienen la misma
forma y tamaiio.

.Si dos tridngulos son congruentes, sus lados y 4ngulos corres-
pondientes deben ser congruentes,

c

-
=|

(a) (b)

Figura 1-71

Si los dos tridngulos de la figura 1-71 (a) y (b) son congruentes,
escribimos:

AABC = ADEF y se lee: El tuanguio ABC es congruente con
el triangulo DEF,
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Si denotamos por: £ A4 o A como el 4ngulo interno asociado
al vértice A del tridngulo ABC (o también como el 4ngulo interno
asociado al vértice B del tridangulo ABC) y asi similarmente para los
demas vértices,

Para referirnos a las medidas de los angulos respectivos, escri-
bimos: m(A), m(B), m(C) y se leen medida del dngulo A, medida
del d4ngulo B y medida del angulo C.,

Similarmente los lados de los tridngulos son respectivamente a,
by c( para el tridngulo ABC) y d, e y f (para el tridngulo DEF).

Se puede escribir:

m(a) o m (BC) para referirse a la medida de la fongitud del la-
do a o a la medida del segmento BC, que para este caso sc refiere
al mismo elemento del tridngulo ABC, similarmente para los demds
elementos en ambos tridngulos.

Por lo tanto:

SiAABC = ADEF, entonces para las medidas de los angulos:
m(ﬁ) = m(f))
m (E?) = irr(E)
m (Er) = m(ﬁ‘ )} y para las medidas de los lados:
m(AB) = m (DE)
m(BC) =m (EF)
m(AC) = m (DF), equivalente a escribir;
m(c)=m(f)
ma) = m(d)
m{b) = m(e)
Se ve, entonces, que la congruencia entre dos tridngulos depen-
de de las congruencias entre lados y 4ngulos correspondientes,

Entonces surge la siguiente pregunta: ;Cual es el nimero mi-
nimo de partes correspondientes de dos tridngulos, que deben ser
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congruentes, para asegurar que los dos tridngulos lo sean? La res-
puesta a esta pregunta es tres. Pero no tres al azar. Por ejemplo,
si los tres pares de 4ngulos correspondientes de dos tridngulos son
congruentes, no necesariamente son congruentes los dos triangulos.
En un caso particular puede cumplirse. Para resolver este problema,
existen los llamados “Criterios de congruencia entre tridngulos”,
por medio de los cuales podemos saber cudles tres parejas de partes
correspondientes de dos tridngulos deben ser congruentes.

Los elementos correspondientes de dos tridngulos congruentes
se llaman “elementos homdlogos”.

AYUDA 0. Practica en el DVD en el apartado GeoPla-
na. Tridngulos. Tres unidades didacticas de Miguel Garcia
Reyes, Angela Nufiez Castain y el compafiero del grupo
ELIME Hernan Dario Ortiz (24 escenas interactivas).

:04 DESAFIO P3.6

1.15.1.11 CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Criterio de congruencia L-A-L (Lado — Angule - Lado)

Dos tridangulos son congruentes si la medida de dos de sus lados
son respectivamente iguales y la medida del angulo comprendido
entre ellos también es igual (véase figura 1-72).

(a) (b)

Ficura 1-72
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Tal que: m(AB) =m(DE) L
m(£LA)Y =m(£D) A entonces AABC = ADEF{L-A-L)

m (AA—C) EIJJ(BF) L

*O4 DESATFIO P3.7.1, DESAFIO P3.7.2

Criterio de congruencia A-L-A (Angulo - Lado - Angu[o)

Dos tridngulos son congruentes si las medidas de dos de sus
angulos son respectivamente iguales y la medida del lado compren-
dido entre eflos también es ignal (véase figura 1-73),

; ~
Pk}
. 1
o )
sty 5
D./ i E

FiGura 1-73

m{ZB) =m(£Dy A

m(BC) =m(ED) L entonces AABC = ADEF (A-L-A)

m(LC) =m(LF) A

NOTA: Siempre que veamos un critetio L-A-A, también ocu-
wrird A-L-A-A, por lo tanto A-1-A.
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DESAFIO P3.8

Criterio de congruencia L-L-L (Lado — Lado - Lado)

Dos triangulos son congruentes si las medidas de sus tres lados
son respectivamente iguales (véase figura 1-74).

A D

o]

(a) (b)

Figura 1-74

m(ﬁ) Em(ﬁ) L
m{BC) = m(EF) L entonces AABC = AEDF (L-L-L)

m (E) = 1 (ﬁ') L

*O4 DESAFIO P3.9
NOTA: En congruencia de tridngulos se nos pueden presentar
dos tipos de problemas:

1. 81 me dicen que dos tridngulos son congruentes, se puede afir-

. mar que las medidas de sus seis elementos son respectivamente
iguales (sus tres dngulos y sus tres lados).

2. §i me piden o necesito demostrar que dos tridangulos son con-

gruentes, debo aplicar los criterios de congruencia de triangulos.

&5
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Por lo que acabamos de leer, los criterios A-A-A 'y L-L-A no son
ctiterios de congruencia de tridngulos. Miremos por qué:

¢

(a) (b

Ficura 1-75

&t

"
e
L %
. ," —“"'l b
Cplwm”™ h AN
PPt b :',,,'-b I
T i 1
- : \
L= , 8 1
a ]
[l ¥
\ h)
\ )
N S
N
A PR
Figura 1-76

L. Si BD L AC, £1 = £2. De-
muestra que AABD= ACBD,

Demostracion:

ZABD = ZDBC = 90° (definicién
de perpendicularidad).

Ficura 1-77
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BD = BD (lado comin); £1 = £2 (dado) £ AABD= ACBD
(A-L-A).

2. Sea DALAB; CBLAB; y £1 = £2. Teniendo en cuenta la
figura 1-78, demuestra que AABD= AABC

Demostracion: ZDAB = ZCBA = 90° (definicion de L),
AB= AB (lado comun).

Z1=/2(dado) = AABD = AABC (A-L-A). Esto se ilustra
en la figura 1.78.

B B ¢ B

(a) (b) (©)

Ficura 1-78

3. SiAC=ADy £L1=2£2
Demuestraque £ C=2D

Soluecién

AC=AD (dado)

L1=2L2 (dado)

AB =AB {Lado comin)

AABC =z AABD  (L-A-L) Ficura 1-79

—» £C= 4D (ecAs.=5s)
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TEOREMA 2

Si un tridngulo es isésceles, entonces la medida de los angulos
adyacentes al supuesto “lado desigual” son congruentes (véase fi-
gura 1-80).

Hipdtesis: A ABC isosceles; AB=AC

Tesis: £ B =~2C

Ficura 1-80

'THOREMA 3

En todo tridngulo isésceles, la medida de la altura correspon-
diente al supuesto “lado desigual”, serd también mediana, bisectriz
y mediatriz.

Hipétesis: A ABC is6sceles; 4B = AC;
AD Altura

Fesis: AD — mediana, mediatriz, bisectriz

9 DESAFIO P3.10

TrorREMA 4
En cualquier tridgngulo la suma de las medidas de los angulos
interiores es 180°, _
Hipotesis: AABC cualquiera
Tesis: LA+ZB+£C=180°

88
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DEFINICION
En un poligono convexo, un angulo exferior estd formado por
1a prolongacion de un lado y su lado adyacente (véase figura 1-81).

Ll,......... L5 Angulos exteriores
In..... 15 Angulos interiores

Figura 1-81

TEOREMA 5

La suma de las medidas de los
dngulos exteriores en cualquier tridn-
gulo es 360° (véase figura 1-82).

Hipétesis: AABC cualquiera, £ A’,
£B’, £C son 4ngulos exterio-
res adyacentes a LA, £B, £C,
respectivamente,

Tesis: £ A+ 2B+ 2 =360° Fioura 1-82

TEOREMA 6
En cualquier tridngulo, la medida de un angulo exterior es igual
a la suma de las medidas de los dos angulos interiores no adyacentes,

89
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Hipétesis: A ABC cualquiera. £ A’ es dngulo exterior adyacente
a ZA.
Tesis: LA = ZB+ £C

DESAFIO P3.11.1, P3.11.2, P3.11.3, P3.11.4

Para cada una de las siguientes representaciones de tridngulos,
di qué tridngulos son congruentes, indicando el criterio (véase figu-
ra 1-83).

Ficura 1-83
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NOTA: Las medidas de los lados estin expresadas en cenii-

metros,

Solucion

Al = 30° + 40° + 4 = 180° (suma de angulos interiores en un

triangulo).
0 es ¢l otro angulo.

= 0=180°-30°-40°= 0= 110°

e . \
= A= 40° 25 110°
(L-A-L)
AIl = AV .
18 30° 25
(A-L—A)
AIN = AVI
40° 133 110°
(L-A-1I)
AV = AV
13.3 110°17.1
Allzavn  ETEED
133 17.1 25 |
SiAlzAVTI=
ZA=110°=11°
c=25=25
b=133=13.3
ZB=30°=30°
SiAH= AV =

=
Al = AV = AVIl = AlV

Al = ATIT = AVI
{Ley transitiva)

Ficura 1-84
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a+30°+110°=180°
{Suma de las

}medidas de los
dngulos interiores
en un triangulo),

= a=40°,

S,

Fiura 1-85 = AVI=AV]]
(L-5-1)

ZA = 110°= 110°
£ZB =30°=30°

= ATz All = Alll = .. AVIT (Ley transitiva)

AYUDA?3

Hipétesis: MO = PO = PR = NR
Tesis: AMNP es isdsceles

Solucion
PO =PR (hipdtesis)

= Al isosceles

= &, =&,
= Bz = [;'3 (suplementos de #
angulos iguales) )
Ficura 1-86

92

GEOMETRIA INTERACTIVA



MO = RN (hipbtesis); = A2 = A3 (L-A-L) = ZM = £N (Ele-
mentos correspondientes en tridngulos congruentes (e.c. As = 5));
=> A MNP isosceles.

AYUDA 4

Hipétesis: AB = AC; Z4 es trisecado
Tesis: AD = AE

Soluciéon
1=2 (por trisecacion)
AB=AC (hipdtesis)
= A3 isosceles
= &, =4a,
= B1 = [?2 (suplementos de dngulos
iguales).
= Al=z= A2 (A-L-A)
= AD = AE (elementos correspon-
dientes en tridngulos congruentes). (b)

8, =8, =90° (Definicion de altura)

. AD = EC  {Dado)
De acuerdo con la figura, 4 -4, (Opuestos por vértice)

donde AEy CDsonalturas del = Al=A2  (A-AL)

triéngulo ABAC y E — & =% AF =CF (Blemenios correspondientes

d ( :47: h ’ en tridngulos congruentes)
cmuestra que ¢ = 5
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FiGura 1-88

Solucion

DC =EC  (Dado)

En las figuras 1-89 ay b:  £€¢=4€ (Angulo comin)
- _ = I AC=CB (Dado) = Al= A2 (L-A-L) =
AC = BCy 2 € = EC. De- AE =BD (Elementos correspondientes
muestra que AE=DB. en tridngolos congruentes).

Figura 1-89
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Fal Solucién

¢ AYUDA7 &, =@, (Dado)= Al isésceles = DC =CE
c=0C (Angulo comtin}
En la figura 1-90(a),  AC = BC (dado)

= AEC = ACDB (L-A-L

AC = BC y «cpE ~ “MEC=ACDE L-AL) .
D i = AE = DB (Elementos correspondientes
__F:‘mOStl cmos  (que en fridngulos congruentes).
AE= DB,

Ficura 1.90

Hipotesis
AE biseca a BD; DE 1 BD; AB 1 BD.
Tesis: £ E=.4

B

Figura 1,91

Solucion
6, =8,=90° (Definicion de perpendicularidad)

DC=BC (Biseca a)

& =4, (Opuestos por el vértice)
Al = A2 (A-L-A)
A=E (Elementos correspondientes

en tridngulos congruentes).

Figura 1.92
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Selucién

AYUDA9 &, =a, (PQ bisectriz)
& 8 =4, {Perpendicularidad)
Hipdtesis PQ=PQ (Lado comiin)
PQ bisectriz; PO | MN Al=A2 (A-L-A)
Tesis: ZM = ZN ZM = ZN (Elementos correspondiente:

en tridnguios congruentes)

iv!

Figura 1-93

Hipotesis: /1 = /2;
CE biseca BF

Tesis: ZC=/E

Solucién

1=2 (Hipotesis)

= &, = &, (Suplementos de
dngulos iguales)

ﬁ', = ﬁz (Opuestos por el vértice)

BD=DF (CE bisecaa BF) (b)
él = AAZ (A-L-A) ) Figura 1-94
C=FE (Elementos correspondientes

en tridngulos congruentes)

96

GECMETRIA INTERACTIVA



1.15.1.12 SEMEJANZA
Razones y proporciones

HERRAMIENTAS

La razén de una cantidad a otra cantidad es el cociente entre
ellas. Es decir, la razén es un cociente de medidas de cantidades de
la misma clase. Podemos, por ejemplo, hallar la razon de la medida
de un segmento a la medida de un segundo segmento. Si la medida
del primer segmento es 20 cm y la medida del segundo es 30 cm,

la razén sera; 20¢cm _ 2.

30cm 3
Si en vez de tomar la unidad en centimetros, se utiliza metros,
se tiene que la medida del primer segmento es 0,20 m y la del segun-
020am _2 (y gen que no importa la unidad

0,30 cm ~3 .
de longitud que se use para medir los dos segmentos, la razon de sus

do 0,30 m y surazdn es

medidas es el mismo niimero, siempre que se use la misma unidad

para los dos.

En forma equivalente se pueden hallar las razones entre las
medidas de otras clases: angulos, volamenes, areas, efc. Como una
razén es una fraccidn, todas las reglas que gobiernan las fraccio-
nes se aphcan a las razones. Simbolicamente, la razén “x” a *y” se
explesa ¥ x+y,x1y (*este snnbolq se lee “@”). “x” y “y” se
llaman términos de la razon.

Una razon siempre es un mimero abstracto, es decir, no tie-
ne unidades. En general, las razones se expresan en forma maés

simplificada.

(%41

Una proporcién es una expresion de la igualdad de dos
. . 1 4 . .
razones o mas. Por ejemplo, las razones = 3 Y | tiene el mismo valor

y su igualdad forma la proporcidn 3 6 1:3=4:12,

312> °
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En general, si las razones % y % son iguales, entonces % = (%
€s una propoicién, Se lee “a es a b como ¢ es a d”, o también “a 'y
b son proporcionalesacy d”,

Si % = 'f;, se dice que a es el primer término de la proporcién,
b el segundo, ¢ el tercero y d el cuarto. También se utiliza llamar a a
y d los extremos y a & y ¢ los medios de la proporcién.

Semejanza de figuras geométricas

En términos corrientes, dos figuras geoméiricas son semejantes
si tienen exactamente la misma forma, pero no necesariamente el
mismo tamaiio.

HERRAMIENTA

Dos poligonos P, y P, son semejantes, si sus angulos corres-
pondientes son congruentes y los lados correspondientes son
proporcionales. Asi: |

SiLA =ZE,£B =£F, 4ZLC= £G, ZD = ZH y

4B_BC _ CD_ AD
EF ¥G ~ GH EH

Fiaura 1-95
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Entonces P, es semejante a P El simbolo “es semejante a” €s

«, 9
-~

Sus angulos son TIes-
pectivamente iguales,
pero sus lados no son
proporcionales.

(a/b = alb # alc = a/c)

L’: = El cuadrado no es se-
B mejante al rectangulo.

a/b = a/b = a/b = a/b.
Tienen sus lados propor-
cionales, pero sus angu-
Jos no son necesariamente
iguales.

— El cuadrado no es
semejante al rombo.

(b

Los dos poligonos tienen sus angulos
respectivamente iguales, pero sus la-
dos no son proporcionales:

(x/x #xJ(X,1X))

= Los dos poligonos no son
semejantes.

-
99

GNOMON - ELIME



o4 DESAFIO P3.12.1, P3.12.2

(d) Entre dos tridngulos

Ficura 1-96

; - = = g y 4AB_AC _BC
Si LA= 4D, £B= LE, £C = 4T, y ) b

Entonces decimos que los dos tridngulos son semejantes.

O4 DESAFIO P3.13.1, P3.13.2, P3.13.3

Criterios de semejanza de tridngulos

Dos tridngulos son semejantes si cumplen cualquiera de las si-
guientes condiciones o criterios:

i) Sitienen dos pares de angulos respectivamente iguales (A-A).

C C’

B A

Figura 1-97
Si ZA= ZA y £ZB= /B’ :>AABC:“~AA’B’C’(A-A).
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DESAFIO P3.14

ii) Si tienen un dngulo igual comprendido entre lados propor-
cionales (L-A-L).

c

Figura 1-98

. AB _ AC P AN (T A
Si £5=4%y ZA= LA = AABC=ANB'C (L-A-L),

2 DESAFIO P3.15

iif) Si tienen sus tres lados proporcionales (L-L-L).

C

O

B A B’
FiGura 1-99

. AB _ BC _ CA A AR
Si S e~ oop = AABC~ ANBC

GNOMON - ELIME
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4 DESAFIO P3.16.1, P3.16.2

™ Enla figura, AB Il CD. Establece
la proporcionalidad entre los lados
homologos en los dos triangulos de
la figura, y halla el valor de x.

Solucidén

£A=2D | (alterno internos
£LB=£C entre paralelas)

U
AAEB = AECD (A-A)
AB AE BE

= = =
CD ED EC

Figura 1-100

; Se establecié una proporcionalidad
entre sus lados homélogos

3x12

= X= =>X=9

Si CA LAD y AB L CD; demuestra que AABD ~ AACD y
establece la proporcionalidad entre los lados homélogos.

(a) (b) (©)

Figura 1-10}1
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Selucién
L2=Za=90°
(definicién de perpendicularidad)

ZD = ZD (angulo comin)
Entonces AABD = AACD (A-A)
AB_ BD _ 4D

AC  AD CD

=

AYUDA 4

Enla figwra BA L CA, DE 1 BC,

C A
demuestra que 4B _ BC D

ED  CD

Figura 1-102
Solucién
£ C= / C (Angulo comin)
Z CED = £ CAB =90° (Definicién de perpendicularidad)
=ACED = ACAB (A-A) — D _ED _LE
CB AB AC
\ﬂ—J
AB_BC
ED CD
1.15.1.13 TeOREMA DE TALES

HERRAMIENTAS

Ttorema 7 (de Tales)

Si varias paralelas cortan a dos transversales, determinan en
ellas segmentos correspondientes proporcionales.
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at B

az2

a4/ " \ b4

./ s \.. 15

L 9 [ ]
L 2 [ ]
Ficuzra 1-103
b, b, b, b,
a4 _
bl
Figura 1-104
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G _

b b

a a+a,

F] - bi +b2

a, a,+a

b, b,+b, -
Fiaura 1-105

DESAFIO P3.17

1.15.1.14 Teorema DE PITAGORAS

TrorEMA §

..,-l ;

A +

Ficura 1-106
HERRAMIENTAS

Hipotenusa: En un tridngulo rectdngulo la hipotenusa corres-
ponde al lado opuesto del angulo recto o al lado de mayor longitud
del tridngulo rectangulo.

Catetos: En un triangulo rectangulo los catetos corresponden a
los lados que conforman el angulo recto.

TEOREMA
En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Hipoétesis: AABC rectangulo, £ A recto.

Tesis: BC? = AC? + AB?. Demuéstralo.
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AYUDAS

<

Halla los valores pedidos, justificando todos los pasos:
1!

A 3 B D yag E

Ficura 1-107

Figura 1-108

Ficura I-109
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Solucion

1.

x _ 141 3 Estableciendo proporcionalidad entre sus lados

= 5.16 - 282 y homdlogos.
T
516 282 2.82
14l 3 = y=282x3/14l = y=6
82 oy
2.
33
5_9% porque — = —  (estdn enuna mismarazén de 3 a 1)
3 3 i i
G=7=40°=A3=A4 (L-A-L)
3
N RN 7 JuR N Y
5 332 3 5
%(—__J

|
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o +30°=180° (Suplementarios); o =180°-30° o =150¢

1

L
3_4 58 =AS=A6 (LLL)
9 12 1755
o) — —

Obsérvese que se colocaron arriba los lados del triangulo 5 or-
ganizados en forma creciente; por lo tanto, abajo se colocaron los
lados del tridangulo 6 también en orden creciente; y al simplificar
quedan en una misma razén de 1 a 3. También se pudieron haber
organizado en orden creciente de valores, por lo tanto:

=20 vy oc=68=15°
en A6 — g+ @+ 0 =180° (suma de dngulos interiores en un tridngulo)
[

B +20°4+ 150° = 180°° (Sustitucion)
= B=180°-20°-150° porlo tanto S =10°

7Y, AYUDA 6

Halla la altura (h) de un trian-
gulo equilatero, sabiendo que el
lado (L) vale 12 cm.

Figura 1-110
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Solucioén

Como es tridngulo equilatero sus tres lados miden lo mismo, Si
el tridngulo es equilatero, es isdsceles; por lo tanto la altura llega a
la mitad del lado opuesto: = DC =6,

Pitdgoras en Al ~12* =6 +* =144=36+1 108)2 ]
14436 =h* = 108 = => J108 = h Zj i
2°x3*x3=h o |a 108 =27x3"x3
2x3/3=h 3 |3
63 cm= 1 )

Para hallar la altura de un asta de bandera, un muchacho, cuyos
ojos se encuentran a 1.65 metros del suelo, coloca una vara de 3
metros de largo clavada en el piso a 15 metros de distancia del asta.
Entonces retrocediendo 2.55 metros encuentra que donde va la pun-
ta del asta esta alineada con la punta de la vara. ;Cual es la altura
del asta?

Selucion

25m 15m

(@)

1
Y
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F

F
h-1.65m
D .

N £35m 0
B I
m G
165m 155m t55m B 6tpd 62 1o
255m K am
255m i5m
A [ E
(b) ()
Figura 1-111

8 =8, =90 (Perpendicularidad)

p=p (Angulo comiin)

BG FG  15+2. ~1.
o Al=A2 (AA) = D8 TG 15+255 h-165
BK DK 255 135

17.55%1.35

2.55

+1.65=h=1094m=h

AYUDAS

® Un muchacho observa que la sombra de un arbol tiene 15.68
metros de largo cuando su sombra es de 1.95 metros. Si la altura
del muchacho es de 1.73 metros, ;cudl es la altura del 4rbol? (Nota:
supdngase que los rayos del sol son paralelos).

Solucién

B=F= 9¢° (lanto
el arbol como el
muchacho se super-
ponen derechos (for-
man £ recto)

A=D {angulo entre
dos paralelas).

A 15.68m

HO
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= Al= A2 (A-A)=>

h B 15.6
1,73 195
15.6x1.73
> h=——l "
1.95
h=13.84 m o et 95en

1.73m

1.95m

© @

Figura 1-112

Solucién

D
X 8
15 a2 2
9 5
[+
Al E X B
2 (b)
5 -~ A
C A = C = 90° (por perpendicularidad)
(@) & =a, {opuestos por el vértice)
Ficura 1113 = Al=A2 (A-A)
x 5 15%5 25
= — = - = =
9 9 3

H1

GNOMON - ELIME



Solucion

&=B (dado)
A=A (£ comin)= Al = A2 (A-A)
:>£—='—:>!2x16:.r2:>
X 16
x=412x16

porlo tanto: x=8/3

@
ADAC = Al
ABAC = A2

Fiura 1-114

Obsérvese que si dos dngulos son respectivamente iguales en
dos tridngulos, los terceros angulos son igualesy 0 = @ .

oo det 12 x «ladosdel Al
uando decimos x 16 «<ladosdel A2

12 L/ A 7 A A ,-. ~
_—)mdeiiagf y A=A: @=0
X svadeAad

y Lovededadl iR g=p
16 svadeAa B

112
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AYUDA 11

o
&N
]

En las siguientes figuras se
presentan 7 pares de tridngulos.
En cada caso, indica si los {ridn-
gulos son semejantes. Si 1o son,
nombra el criterio en que esto (@
se base.

Figura 1-115
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Solucidn

2 2 2
—~ -~ s
10 8 6
(@) = ~ 4 T 7 sonsemejantes por (L-L-L)
2787 '

1

Obsérvese que en el numerador se pone la medida de los lados
de un triangulo y en el denominador la medida de los lados del otro

triangulo, pero en orden decreciente de valores.
2

'_4._‘
(b) ERETRE no son semejantes.

(c) Gréficoen Al: d+ 60°+ 80°=180° (suma de dngulos interiores
en un tridangulo).

&= 180—60-80

a=40°

a=8=40°

A=A=80° (£ com.l?n)}ﬂm =42 (A-4)

(d) Gréficoen A2:70°+ 2a° = 180° (suma de angulos interiores en
un tridngulo),

_180°-70°
2
= a°=55°= Al= A2 (A-A)

o

4 8

(e) Gréfico 6 12 _, Al=az
& =& (£ comiin) (L-A-L)
a —— b,
(fy Grifico 3a 3b = Al = A2 {L—A—L)

f3 = =60° (£ comiin)
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4

k¢ AYUDA 12

En la figura ZB=z/D y
CD = 4AB, demuestra que
BD = 5BL.

FiGura 1-116

AYUDA 13

(s
r(

Encuentra el valor de x.

oy

Figura 1-117

I, AYUDA 14

* Dada la figura 1-118,
hala el valor de x,

= g = = hay semejanza por L—L ~T..

Solucion

Graficos

&, = &, (opuestos por el vértice)
B =0 (dado)

= Al= A2 (A-A)

X2 = 524)1

dx DL
BD = BL+LD
BD = y+4y
3—5:5)’

Solucion

3

= _;_ (Teorema de Tales)

Selucién

A=A é&ngulo coman

&, = &, angulos correspondientes
entre paralelas

Al=A2 (A= A) => %::%zn':S
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En la figura BA L CA,
DE 1 BC, demuestra que

Ficura 1-119

i AYUDA 16

En la figura dada, ;serd
posible que MN | KL?

Ficura 1.118

~

c=¢ (£ comiin)
§=A=90° por perpendicularidad
Al=A2 (A-A)

Ladosdel Al —» CE = ED = D

AB CB
Lados del A2 - B = 4B
C ED
Al =CED B

A2=CAB

(b)
Sohtcién
i‘,—g :% Se cumple el Teorema de

Tales, por lo tanto, por reciprocidad
MNH KL,

116
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N
SN,

. ) \.
1/ \ N,
i .

L

Solucion

x-3 3x-19
x—4

Como DE// AB =

(Teorema de Tales)

Ficura 1.121

(x—4)x-3)=4(3x-19)

B =Tx+12=12x~76 = x> —Tx—12x+12+76=0
2P —19x+88=0 = (x—1I)x-8)=0
x=flvx=8

_‘ Solucién
U5 AYUDA 18 & =&, (Dado)

Expresa X en tétminos de  © =~9 (Angulo comiin)
awbye Al=A2 (A—A)

lados del Al— ¢
lados del A2 — @ b+c
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_ac
b+ec

Figura {22

1.15.1.15 RESOLUCION DE TRIANGULOS

Razones trigonométricas

HERRAMIENTAS

Desde la geometria, la razén tiene que ver con la operacidn de
la divisién, en este sentido, se trataria del nimero de veces que un
niimero contiene a otro.

Una razdn trigonométrica es una razén entre las longitudes
de dos lados de un tridngulo rectangulo, se pueden establecer seis
razones;

Los griegos, que nos legaron la Trigonometria, nos propor-
cionaron también los nombres con que designamos los lados del
tridngulo rectangulo: la hipotenusa (HYPOTEINUSA, participio del
verbo HYPOTEINO, ‘sujetar fuertemente’, ‘tensat’, a su vez forma-
do por la preposicién HYPO y el verbo TEINO, ‘tender’, ‘estirar’)
y los catetos (KATHETOS, ‘perpendicular’, del verbo KATHIEMAT
‘dejar caer’, derivado de IEMALI, ‘echar’, ‘lanzar’). El cambio en la
acentuacion es debido a que ambas palabras nos han llegado a través
del latin,

Hipotenusa: es la recta que une el punto trigonométrico y el
origen de las coordenadas. Es el lado que se opone al angulo recto
en un triangulo rectangulo.

Cateto opuesto: segmento de recta perpendicular que une el
punto trigonométrico y el eje de las x,

i18
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Cateto adyacente: segmento de recta perpendicular que une ¢l
cateto opuesto y el origen de coordenadas.

Dada una circunferencia de radio r = 1 (circunferencia unitaria),
si tomamos un arco AP, donde A es un punto del semicje positivo
de las x y P(x, y), el punto del extremo, se definen las razones trigo-
nométricas del d4ngulo en la forma:

1 \
Como 1= 1, Send. =i=% ; entonces seng = y
r

X_ X
Ademids Cosg="-= ' x, entonces Cost =X
-

ordenada vy
+ Seno: sengl= ———="

radio 2

abscisa x

o Coseno: costl= —— ==
radio r

ordenada SENO y
» Tangente: tano = — = =2 s x#0
abscisa  coseno x

abscisa  coseno X
+ Cotangente: coto = = == yz0

ordenada  seno y

radio 1 F
+ Secante: seco = — = =—x#(0
abscisa coseno x

1
radio __:L; y#0

+ Cosecante: csCO= ——— =
ordenada 'y y

19
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Pixy)
o ¥
0 X A
Xt y?=]
FiGura 1-123

NOTA: Como en ¢l circulo unitario a cada dngulo le corresponde
uno y solo un punto trigonométrico, se dice también que estas razo-
nes son funciones trigonométricas.

De igual forma, si calculamos las razones trigonométricas entre
los lados de un triangulo rectangulo, pero exterior a la circunferen-
cia, concluimos que:

C
t b AABC, rectinguloen A
ZB y ZC dngulos agudos
@ hipotenusa
b1 cateto, opuesto al ZB y adyacente al ZC
B A ie: cateto, opuesto al ZC vy adyacente al £B
4
FiGura 1-124
Catgte opuasto b Catato opuestp ¢
Sert.Bm_—IJ:— SETI.CZ,—p"”W_=—
Hiporsnusa a : Hipotsnusa a
Cateto qdyacante c Catete adyacents b
C‘osB=m~—A""—=— C‘osC=_—".--~—ﬁ—
Hipotenusa <] Hipotanusa a
Cateto opuesto b Catato epugsto [
Tan B = —0C0PREo 3 Tan € = —— P72 . £
Catsto adyacents [ Catete adyacants b
Catato adyacents c Catato adyacante b
Cotp = 2200002 _ 2 Cot ¢ = 20acyacsnts _ 2
Catoto epussto b Cateto opuesto [4
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Hipotenusa a : Hipptenusa
SecB = PR 2 Sec 0 = ——F27IR
[+

Catste adyacantsa

a -
Cateto adyasants b

Hipotenusa Hipotenusa

a a
= = Cso = —M M ——— = —
b Cateto opussto [4

Csc B =

Cateto opussto

' i’ AYUDA 1

. . 3
Si @ es un angulo agudo y cosa = S » encuentra los valores de
todas los funciones trigonométricas de c.

Solucién

Pitdgoras — 4% =32+ C," = C, =16 -9 =47

cgsa:'—A':i—)SQﬂazwg
h 4
cota=i=i[z; secor:'&;
J17 3
ci=3
7 4 AT
tang = T, Cscamﬁ“‘T Figura 1-125

Teorema del seno y teorema del coseno

Un triangulo oblicudangulo es aquel gque no contiene un dngulo
recto. Teniendo ciertos datos de un triangulo, se pueden hallar los
otros datos faltantes por medio de las leyes de seno y coseno.

Teorema del seno

En todo triangulo se cumple que las longitudes de los lados son
proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

GNOMON - ELIME



Hipétesis: Sea ABC un tridngulo oblicudngulo:

e b c

Tesis: Sana Lann B San €

DEMOSTRACION

Figura 1-126

send =send =§ ~h=b.send (1)

senB :g ~ h= a.senB (2)

Igualando la ecuacion uno con la dos se obtiene:
@ b
San a Lan B G)

Si se traza la altura desde el vértice C, se obtiene la altura BE,
de donde se obticne que:
b ¢
Lan B San £ )

Igualando la ecuacion niimero tres y cuatro se obtiene que:

a b _ ¢
Sena SenB Sen C
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La ley de los senos se aplica cuando los datos que se conocen
son;

1. Dos angulos y un lado (A-L-A)

Se halla la medida de tercer angulo aplicando el teorema de la
suma de los dngulos internos de un triangulo y los datos que
faltan aplicando la ley de los senos. '

2. Dos Iadps y el dngulo opuesto a uno de ellos (L-L-A).

Se utiliza la ley de senos para encontrar uno de los dos dngulos
que faltan y determinar si tiene una, dos o ninguna solucidn.

DESAF{OS: P3.18, P3.19, P3.20, P3.21

Angulo de elevacién y dngulo de depresion

Se debe tener en cuenta que cuando se habla de un dngulo de
elevacion, se refiere a la abertura que se forma entre la linea ima-
ginaria horizontal y la linea visual y en el sentido contrario a la
rotacion de las manecillas del reloj; mientras gue el 4ngulo de de-
presién es un angulo con respecto a la horizontal y en el mismo
sentido de rotacién de las manecillas del reloj.

9 Angulo de depresion

Angulo de elevacién

(b}

Ficura 1-127
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En la navegacion se utiliza muchas veces las direcciones con
respecto al Norte o con respecto al Sur,

Noro {N) Se leen:

N B°W: Norte B grados
Oeste
N u°E: Norte o grados Este
S 6°E: Surd grﬁdos Este
S A° W: Sur A° grados

1 Oeste
Sur {8}

Oasta ) == - Este (€}

Froura 1-128

Resuelve el tridngulo ABC con Z4 = 75° ZB=33%b=103cm.

Solucion ZC= 1800 —33° _ 750 =790
c a b ¢
senA  senB senC
a 10.3 c

sen75°  sen33°  sen72°
e 103sen75" 103sen72°

sen33z sen33”

FiGura 1-129 a=183; c=18
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AYUDA3

Resuelve el tridngulo ABC con Z4 =20°%, a =14 cm y
b=18 cm.

Solucién

Se ve claramente que hay dos posibilidades.

senB  sen20° _ senB _ sen2(’ -

= =
b a 18 i4
senB = 18sen20 =0.44
14

ZB =sen”{0.44) = ZB =26y 134°

Fioura 1-130

Figura 1-131

£ C =180°-20°-26°=134°= ZC = 180°-20°-154°= 6°= LC

14 o
C _ N _ Hsen6 —43
sen6® sen20° sen2{P

c 14 g i1Bseni3d —29.4

= =>C
sen 134°  sen 20° sen20®

Resuelve el triangulo ABC, con ¢ =7 em, a=4cmy b=5cm.
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Solucion

a?‘ =b2 +02 —2bccos A =

42 =52 472 _2x5xTxcos A

—95_
16_5£=cos‘41:> A

=70 t=7 ¢m B
0.829 =cos A = LA =34°
Figura 1-132
senB _ senA  senB _ sen3d onB = Ssen34 —07= /B =443

b a 3
ZC =180°-34°-44.3°= 101 .7°= 2C

€0, Avupas

Resuelva el tridngulo ABC, si a = 2 en, y b=3T7cmy
ZC = 100°,

Solucion 8
c

) 5 o a=2cm}.100°
¢ =a®“+b" -2abcosC =

C p=37cm A

=422 +3.77 ~223.7 cos 100° = 4,50°
Figura 1-133

senB sen1 00° 3.7 senlQ0°
= e =

= pane
b=37 c=450 4,50
B =54,06° A = 180°—54,06° — 100° = A = 25,04°

— e
B C

= sen B =0,8097 =
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Cuando el angulo de elevacion del
Sol es de 64°, un poste telefénico que
estd inclinado un dngulo de 9°, segiin
la figura, hace una sombra de 21 pies
de longitud sobre el piso. Determina la
longitud del poste.

L=?

Solucion Figura 1-134

A

& =90°-9°=81; [ =180°-64°-81°=35°;

L 21
sen6d”  sen3s’
21sen6d”
= L= Lm =329 = L=329 pies
sen3s’®

" Un punto P, al nivel del piso, se encuentra 3 km al norte de un
punto Q. Un corredor se dirige en la direccidén N25°F de Q hacia un
punto R y de ahi a P en la direccion S70°H. Aproxima la distancia
recorrida. .

Solucion

P+tg=7?
& =70° (correspondientes entre paralelas)
& + 6 = 180° (suplementarios)
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6 =180°~c =180° - 70°=110°
§=110°
Q+6+ f = 180° (suma de dngulos interioresen el tridinguio)

= 25°+1 10°+ 3 = 180°=> j = 450
q _ 513 q
= - =

senQ  senff  sem25"  send5®

4 =PQ:> P _ 3 = p=399Km
sen@ senfl  senlld sendS .

P+g=399+179 =578Km = .p+q

=qg=179Km

Q
FiGura 1-135
y
Dada la siguiente figura, halla los /’ \
. . . -3
valores de las seis funciones trigono-

métricas del angulo.

Solucion

H = (-3 +(-4F =9+16=25 Ficura 1-136
(Teorema de Pitdgoras);

—4
H =425 = H =45, senar=-_- seca=%
- 4 3
COSOY == — tan¥ =— coty =— 3
5 3 4 csca’:—4
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¢ AYUDA9

&

Resuelve el triangulo ABC, de la figura:

¢ o,
Solucidon

10 § ZA=90° - 67.5°=22.5°
; send = a = 5en22.5 = Q
B A H H
Fioura 1-137 =10
Sen 22,5°
H= 10 =26.13; cosA:£:>c0322.5° __b
0.3826 H 26,13

= b=126,13xc0822,5°=24,14

Desde su torre de observacion de  Solucion

225 pies (1 pie = 30.48 cm.) sobre Los dos angulos son
el suelo, un guardabosques divisa  iguales por alternos inter-
un incendio. Si el 4ngulo de depre-  nos entre paralelas:

sidn con que se observa el fuego es

de 10°, ;a qué distancia de la base . 225 225
de la torre estd localizado el fuego? tanl0 =-—=x= :
g0 X tan10

. 2 '
© . E xX= 225 = x=1276 pies

0,176

225 plas

Figura 1-138
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AYUDA 11

(s
(s
13
\

Dos retenes sobre una carretera estan separados por 10 km. En
uno de los retenes se recibe aviso de un accidente en la direccion
S86°L del retén; y en el otro retén se reporta en ta direccién Sur,

Notte Noite

1 A

Reten 1 10 Km Ratan 2

Oeste ] O ESe
o3 =1

Accldents

* Sur

'Sur

Figura §-139

1. ¢ A qué distancia del primer retén se produjo el accidente?

2. ;A qué distancia del segundo retén se produjo el accidente?

NOTA: Los dos retenes estan separados 10 km en la direccién
Este.

Solucion

<0 =90° - 86° =4°

tana=%:> y=10tand" = y=0.7 km
cosa=&:>Zx 10 = Z=10km
cos4’
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1.15.2 RETOS

1.

10.

Encuenira la medida del tercer angulo interior de un triangulo,
si la medida de los otros dos son:

2 67°y47°  b) 220y 135° ¢) a° y 2a°

Determina ¢! valor de x si los angulos interiores de un triangulo
son x, 2xy 3x.

En un triangulo isésceles, el angulo exterior del vértice mide
70°, ;Cuénto miden los angulos interiores de la base?

El 4ngulo CAB de un triangulo ABC cualquiera mide 52°. Siel
angulo ABC es tres veces mayor que €l angulo ACB, jcuanto
mide el angulo ACB?

En un triangulo rectangulo los angulos agudos estan en la razon
de 5:4. ;Cuénto miden estos angulos?

Fn un triangulo isosceles, un angulo basal tiene 1 8,5° mas que el
angulo del vértice. Calcula los angulos interiores del triangulo.

Los 4ngulos interiores de un triangulo estan en Ia razon 3:4:5.
;Cuanto miden estos angulos?

En un triangulo ABC cualquicra, el angulo CAB tiene 15° mas
que el angulo CBAy éste 12° mas que el angulo ACB. Determi-
na el valor de los angulos exteriores de este triangulo.

En un trigngulo isosceles, la suma de uno de los angulos ex-
teriores de la base con ¢l angulo exterior del vértice es 243
Calcula 1a medida del angulo interior del vértice.

En un triangulo, un dngulo mide 47° y el segundo tiene 17° més
que ¢l tercero. Calcula la medida de los angulos interiores del
triangulo.
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1.

~4ngulo ACB?
12.

13.

14.

15

El 4ngulo ABC de un trigngulo ABC cualquiera mide 56°. Sj los
dngulos CAB y ACB esian en la razén 3:2, jcudl es el valor del

En un triangulo rectdngulo, uno de los dngulos agudos tiene 20°
mas que el otro. ;Cudnto miden los angulos agudos?

En un trigngulo cualquiera, un dngulo interior tiene 20° mas que
otro, pero 35° menos que el tercero, (Cuanto miden los angulos
interiores de este tridngulo?

En un tridngulo cualquiera, los 4ngulos exteriores estan en razén
de 2:3:4. ;Cuénto miden los angulos interiores de este tridngulo?

. En un triangulo, wno de los angulos es el 50% de uno de los

otros dos y el 33 1/3 % del tercero. Determina la medida del
angulo menor de este tridngulo.

1.15.3 ReTos

Resuelve utilizando los teoremas def ¢

I al 6 y justificando todos los pasos:

L.

2,

(81 b=20cm; ¢=10 cmy d=7?
Si =70% g=1;

¢Si f=13cm; d=20 cmy q=7

Si ZACB=40° =19
St d=2¢; p=9
A
Si o=20 A=2?
SiA=2p =40 ocm; d=7 Ficura 1-140
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1.15.4 ReTOS

1. El tanque en forma de cono invertido de la figura tiene agua
hasta una altura de 10 m, Halla el radio del cono de agua.

Observa:

H16n

Ficura 1-141

2. Halla el valor de x en las dos figuras siguientes, justificando
todos los pasos.

TFicura §-142
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3. Halla el valor de f justificando todos los pasos, sid =3, ¢ = 1,
c=12yb=4,

z

Ficura 1-143

1.15.5 ReTO

Demuestra la ley de los cosenos, a partir de la utilizacién del
teorema de Pitagoras,

a® =b* +¢% —2bccos A Recuerda que esta ley se apli-
b =a? +¢% —2accos B ca cuando los datos conocidos
¢ =a® +b% —2abcosC son.

1. Dos lados y el 4ngulo entre ellos (L-A-L)
2. Lostres lados (L-L-L)

1.15.6 Retos

1. Un funicular lleva pasajeros del punto A, que se encuentraa 1,2
millas del pie de una montafia, al Pico del Mirador, en el punto
P, como se muestra en la figura. El angulo de elevacion de P
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desde A es de 21°, mieniras que el angulo de elevacion desde B,
al pie de la montaiia, es de 65°.

12 mitlas

Ficura {-144

a. (Qué distancia recorre el funicular entre Ay P?

b. ¢(Cual es la altura de P con respecto al nivel de A?

2. Los dngulos de elevacion de un globo desde los puntos Ay B
a nivel del suelo son 24°10' y 47°4(', respectivamente. Segiin
la figura, los puntos A y B estan a 8.4 millas entre si y el globo
se encuentra entre ambos puntos, en el mismo plano vertical.
Calcula la altura del globo sobre el suelo.

)

'x “;*EQ T - ‘ &

A 24°10" 8.4 millas 4740’

Figura 1-145

3. La caja rectangular de la figura tiene dimensiones 8" x 6" x 4",
Calcula el dngulo 8 formado por una diagonal de la base y una
diagonal del lado de 6" x 4".
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| 4 Pulgadas

6 Pulaadas

—
8 Pulyadas ..

FIGura 1-146

Dos automoviles salen de una ciudad al mismo tiempo y circu-
lan en carreteras rectas que difieren 84° en direccion, Si viajan
a 60 y 45 millas/hora respectivamente, ;a qué distancia aproxi-
mada se hallaran al cabo de 20 minutos?

Un automovilista viaja en una carretera horizontal a 60 km./h,
directamente hacia una montafia distante. Observa que entre la
1:00 p. m. y 1a 1:10 p. m. el dngulo de elevacion a la cima de ta
montafia cambia de 10 a 70 grados. Calcula la altura aproxima-
da de la cumbre. S ' '

La altura de una colina es de 990 m sobre el nivel de un plano
horizontal. Desde un punto A de dicho plano, la elevacién an-
gular a la cima de la colina es de 60°. Un globo se eleva desde
el punto A y asciende verticalmente con velocidad uniforme;
después de 5 minutos, la elevacion angular a la cima, para un
observador que esta en el globo, es de 30°. Halla la velocidad de
ascension del globo en kilémetros/hora,

Kl

60" [

Racuerda: v=dit

Fioura 1-147
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7. Desde la caspide de un monumento de 30 m de altura, los 4n-
gulos de depresion de dos objetos que estén sobre ¢l terreno en
la direccién Oeste del monumento, son de 45° y 30°, Halla la
distancia que los separa.

30°  45°

/\./

) - X=? - z *

Ficura 1-148

8. Un carpiniero quiere construir un marco simétrico de madera
de la forma ilustrada en la figura. ;,Cudl debe ser la longitud
exterior de AB?

B l 21

K.

Figura 1-149

9. Dos barcos salen de un puerto al mismo tiempo y viajan a la
misma velocidad. El primer barco toma direccion Norte; el
rumbo del segundo barco es NS0°F. ; A qué distancia estdn los
dos barcos uno del otro luego de haber recorrido 18 km cada
uno?
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1.16 SECCION CUATRO

1.16.1 PoLicoNos

1.16.1.1 Logro

Identificar y clasificar los poligonos, sus partes, y deducir sus
propiedades fundamentales.

1.16.1.2 INDICADORES DE LOGRO

* Relaciona y diferencia los eclementos que constituyen un
poligono.
* Clasifica y relaciona las clases de poligonos.

1.16.1.3 COMPETENCIA

Aplicar las propiedades de los poligonos, sean regulares o irre-
gulares, en la solucion de problemas, a partir de relaciones métricas
y geométricas.

1.16.1.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Debes saber: Algunos conceptos basicos, figuras con-
gruentes, tipos de triangulos y angulos. '

1.16.1.5 ESTANDARES

Clasificar los poligonos en regulares o irregulares para resolver
problemas de aplicacion conforme a la figura de anélisis dada.

1.16.1.6 RESENA HISTORICA

Tomado de: http://simetria.dim.uchile.cl/matematico/nodo614.
html. 6 de mayo de 2009. Ampliar informacion.
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PITAGORAS Y SU “AUREA”

Foto Tomada de: hip:/www.portalplanetasedna.com.ar/matematico2. him

Pitagoras (c. 582-c. 500 a. C.), filésofo y matematico griego,
nacido en la isla de Samos.

Fue instruido en las ensefianzas de los primeros filosofos jonios
por Tales de Mileto, Anaximandro y Anaximenes. Se dice que Pita-
goras habia sido condenado al exilio de Samos por su aversion a la
tirania de Policrates. Hacia el 530 a. C. se instalé en Crotona, una colo-
nia griega al sur de Italia, donde fundd un movimiento con propésitos
religiosos, politicos y filos6ficos, conocido como pitagorismo. La filo-
sofia de Pitagoras se conoce sélo a través de la obra de sus discipulos.

Los pitagéricos asumieron ciertos misterios, similares en mu-
chos puntos a los enigmas del orfismo. Aconsejaban la obediencia y
el silencto, la abstinencia de consumir alimentos, la sencillez en el
vestir y en las posesiones, y el habito del autoanalisis. Los pitagori-
cos crefan en la inmortalidad y en la trasmigracion del alma. Se dice
que el propio Pitagoras proclamaba que €l habia sido Euphorbus, y
combatido durante la guerra de Troya, y que le habia sido permitido
traer a su vida terrenal la memoria de todas sus existencias previas.

Entre las amplias investigaciones matemdticas realizadas por
los pitagéricos se encuentran sus estudios de los niimeros pares e
impares, de los nimeros primos y de los cnadrados, esenciales en
la teorfa de los nimeros. Desde este punto de vista aritmético, culti-
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varon ¢l concepto de niimero, que llegd a ser para ellos el principio
crucial de toda proporcion, orden y armonia en el universo. A través
de estos estudios, establecicron una base cientifica para las mate-
méticas. En geometria el gran descubrimiento de la escuela fue el
teorema de la hipotenusa, conocido como teorema de Pitagoras, que
establece que el cuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectingu-
lo es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Una revuelia provocada en Crotona, por una asociacion de ideas
contrarias a las pitagoricas, terminé con el incendio de la sede. Se
cree que Pitagoras se vio obligado a huir de Crotona y murié en
Metaponto. La persecucién de los pitagdricos provoco el éxodo a la
Grecia Continental, dando lugar a la difusion de las ideas pitagoricas.

La estrella pentagonal o pentdgono
estrellado era, segin la tradicion, el
simbolo de los seguidores de Pitdgo-
ras. Los pitagdricos pensaban que el
mundo estaba configurado segin un
orden mumérico, donde sélo tenian
cabida lps ntimeros fraccionarios. La
casualidad, sin embargo, hizo que en
su propio simbolo se encontrara un
niimero particularmente no fraccio-
nario: el niimero de oro. FiGura 1-150

En efecto, la relacion entre la dia-
gonal del pentagono vy su lado es el
nmimero de oro.

AC_1+45 _

AB 2 '
Figura 1-151
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También se puede comprobar que
los segmentos QN, NP y QP estan
en proporcion durea.

Figura 1-152

HERRAMIENTAS

Al dibujar vatios segmentos consecutivos obtendremos una linea
poligonal. Un poligono es la region interior de una linea poligonal
cerrada y no cruzada. Sus elementos son: los lados, los véitices y fas
diagonales. A la linea que lo rodea se la ltama conforno del poligo-
no. Las figuras pueden dividirse en dos grandes grupos: concavas y
convexas.

1.16.1.7 CLASIFIZACION DE LOS POLIGONOS DE ACUERDO CON SU FORMA

Poligono convexo: Las medidas
de sus angulos interiores son me-
nores de 180°.

(a)
Poligono concave: La medida de
uno o mas de sus dngulos interio-
res €s concavo,

(b)

GNOMONM - E{SME
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T

Poligono equilitero: Sus la- \\ \:\

dos son congruentes. © '
c

Ficura 1-153

Poligono equidngulo: Las medi-
das de sus angulos interiores son
congruentes.

Poligono regular: Es equildtero
y a su vez equiangulo,

Poligono irregular: Por lo me-
nos dos de sus lados tienen va-
tores diferentes.

Ficura 1-154
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1.16.1.8 CLASIFICACION DE LOS POLIGONOS DE ACUERDO CON EL NUMERC DE
SUS LADOS

Triangulo (3 lados), cuadrilatero (4 lados), pentagono (5 la-
dos), hexdgono (6 lados), heptdgono (7 lados), octdgono (8 lados),
eneagono (9 lados), decagono (10 lados), endecagono (11 lados),
dodecagono (12 lados), pentadecagono (15 lados), icosadgono (20
lados). En términos generales para los demés poligonos se nombra
mencionando el mimero de lados asf: poligono de 13 lados, poligo-
no de 14 lados, poligono de 16 lados, entre otros.

AYUDAQO. Practica en el DVD en el apartado GeoPlana.
« Poligonos. Tres unidades didacticas de Fernando Arias
Fernandez-Pérez, Rita Jiménez Igea y Eduardo Barbero Corral (33

escenas interactivas).

1.16.1.9 APLICACIONES EN POLIGONOS CONVEXOS

Elementos de un poligono convexo

]

r' lada

Diagonal

]
[
|
]
[
i
1
1

]
| Angula interior
|

Anguio exterior

Mo Bk e mI RS W B e e m

Ficura 1-155
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i) Sea ABCDEFG un poli-
gono de “n” lados. Se tra-
zan desde A todas las posi-
bles diagonales, formando-
se (n-2) triangulos. La suma
de las medidas de los dngu-
los interiores de estos (n-2)
tridngulos es igual a la suma
de los angulos interiores del
poligono. De tal forma que la
suma de medidas de los angu-
los interiores de un poligono
convexo de “n” lados es:

Ficura 1-156

S;=(n—2) 180°

ii) Se frazan los angulos ex-
terivt » 2 un poligono con-
vexo, prolongando los lados
en un mismo sentido, Sea Sé
= suma de las medidas de los
angulos exteriores de un po-
ligono convexo de “n” lados.

En cada vértice la medida de
un angulo interior mas la me-
dida del exterior adyacente es

€653

180°. Como hay “n” vértices:

Ficura 1-157
i, +e, = 180° (suplem.)
1, +e, = 180° (suplen.)
i.t e.= 180° (suplem.)
i, +e, = 180° (suplem.)
44
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iEfL e, = .180" (suplem.)

fA+i31-ic+iD+iE+..;+feA +egte.te, e +..=180n

]

5 e

lso(u-zf/ + sé .M

= l%—BGO-}Sé:I n > | Se=360°

iii) Si desde un vértice de un poli-
gono convexo se trazan todas las dia-
gonales posibles, siempre habréan tres
vértices a los cuales no se puede tra-
zar diagonal: el vértice desde el cual
se trazan, y los dos vértices contiguos.
Por lo tanto, el niimero de diagonales
que se pueden trazar desde un vérti-
ce de un poligono convexo es: ieura 1-158

d=n-3

iv) Desde un vértice de un poligono
convexo pueden {razarse “n—3” dia-
gonales, Como hay “n” vértices, el -
nimero de diagonales seria n(n-3);
pero como cada diagonal une dos vér-
tices, de esta manera se han contado
doble nimero de diagonales. Enton-
ces seria la mitad de diagonales. Por
lo tanto, el ntimero total de diagonales
que se pueden trazar desde todos los Ficura 1-150
vértices de un poligono convexo es:

B n(n—3)
)

=7

D
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1.16.1.10 POLIGONO REGULAR

Poligono regular es el que tiene
todos sus lados iguales, angulos
interiores iguales y dngulos exte-
riores iguales.

COROLARIO

Un éngulo interior de un poligono regular es

Ficura 1-160

a
{i=

sio180(n2)
H N ]

si:suma de los dngulos interiores de un poligono.

é:dngulo exterior de un poligono.

Ss:sum de los angulos exteriores de un poligono.

n:niumero de lados del poligono.

COROLARIO

Un angulo exterior de un poligono regular es

Halla la suma de los angulos interiores de un cuadrado.

Solucién: si=(n-2)180° = (4 -2)180° =360°
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;Cudl es el poligono cuya suma de angulos interiores vale
1260°7

Solucion
si=(n-—2)180°

! o
1260° = (n—2)180° = 1260
180°

+72 =n=>n=9:=n = cnedgono

AYUDA3

Halla el valor de un angulo interior de un hexdgono regular.

Solucién: T: ﬂ = 01“2)180 — (6—221 80 - 1200 =1
h n

60°.

Solucién: 1 = (n—2)180%
it |
go= DI 60n = 180n—360 = 360 = 120n
n

Trifngulo equilitero & 3 =n

" ; )
85 AYUDAS

Halla la suma de los angulos exteriores de un heptagono.

Solucion: sé = 360° = 360°

GNOMON - ELIME



Halla el valor de un éngulo exterior de un octagono regular,

e 360°  360°
Solucién: & = 9};“" = = = 45°

8 8

¢Cudl es el poligono regular cuyo angulo exterior vale 120°?

Solucidn: &= 360
n
v 360
[20=-—= n="— =3 = tridngulo eqmlatem
n 120
AYUDASS

Calcula el nimero de dlagonales que se pueden trazar desde un
vértice de un pentagono.

Solucion: d=n -3
d=5-3
d =2 diagonales

AYUDA Y

¢Cudl es el poligono en el que se pueden trazar tres diagonales
desde un vértice?

Solucién: d=n -3
d

3=n-3=6=n= hexdgono
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AYUDA 10

Calcula el nimero total de diagonales que se pueden trazar en
un octagono.

n(n-3) _ 8(8-3)
2

Soluciéon: d=

= 20 diagonales

. Cudl es el poligono en el cual se pueden trazar 14 diagonales
en total?

AYUDA 11

(2
2
7
d
)
I
O

Solucion:
d= a(n—3)
2
4= 2023 e 2 3n = 0=n-3n-28

0=(n-7)(n+4)
d

n =7 = heptagono

1.16.1.11 CUADRILATEROS

El cuadrilatero es un poligono de cuatro lados.

En la siguiente figura se ilustra un cuadro que presenta una
divisién de los cuadrilateros.
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(i) Rectanaulo: E (i) Cuadrado; Tiene sus o
Tienzn sus angulos reclosy L
e

PARALELOGRAMOS dngulos rectos fados fguales :
{Tienen sus fados
opuastos paralstos) (I} Rombo: (V) Rombolde:
Tene sus Es el fegitimo Z:j
fados iguales paralelogramo
r/ .

TRAPECIOS () Rectangulo {ill) Escateno
{Salo tenan

Cuadrlliteros| un par s lados ' m
oplsstos (nnséscelesQ e
d paralelos)

e
TRAPEZGIDES
(1o exista @ Slmatico {il) Asimatrico
paralelisme
atgune) L.

L

1.16.2 RETO0s

1. En un trapecio rectangular la medida de uno de sus dngulos in-
teriores es 58°. ;Cudnto miden los otros dngulos interiores?

2. En un romboide la medida de uno de sus angulos exteriores es
137°. Determina la medida de todos los angulos interiores de
ese romboide,

3. ¢Cudl es la medida del lado del cuadrado cuya diagonal mide 12
cm?

4. Determina la medida de la diagonal del rectangulo cuyos lados
miden 5cmy 12 cm.

5. Determina la suma de las medidas de las diagonales del cuadra-
do cuyo lado mide 8§ cm.

6. Seilala ¢l tipo de triangulo que se determina al trazar las diago-
nales de un cuadrado.
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7. En un rombo, la medida de una diagonal es el doble de fa otra.
Determina el perimetro del rombo sabiendo que la medida de la
diagonal menor mide 6 cm.

8 Dos cuadrados de 80 cm de perimetro se unen de manera que
forman un rectingulo. Determina la medida de la diagonal del
rectangulo formado.

9, Halla los valores pedidos.

Fiaura 1-161

Ficura 1-162

(c)
m{AC) = 36
m{DB} = 24

Ficura 1-163 - Figura 1-164
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X=?

FiGura 1-165 FiGura 1-166

1.17 SECCION CINCO
1.17.1 CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

1.17.1.1 LoaGro

Identificar y clasificar la circunferencia y ¢l circulo, sus partes
y deducir sus propiedades fundamentales,
1.17.1.2 INDICADORES DE LOGRO
*  Relaciona y diferencia los elementos de una circunferencia,
*  Diferencia circulo y circunferencia,

*  Describe las relaciones entre circunferencias y eatre una circun-
ferencia y una recta.

*  Diferencia y construye poligonos regulares inscritos en una cir-
cunferencia y circunscritos a una circunferencia,
1.17.1.3 COMPETENCIA

Aplicar las propiedades de la circunferencia y el circulo en la so-
lucién de problemas, a partir de relaciones métricas y geométricas.
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1.17.1.4 CONCEPTOS PREVIOS

Debes saber. Algunos conceptos basicos, como por
“ejemplo: ‘angulo, vérice, lado, bisectriz, mediatriz, rectas
paralelas y perpendiculares.

HERRAMIENTAS

Circunferencia: Es el
conjunto de todos los e,
puntos que equidistan de S

otro lla_ma_do centro. 8]
Circulo: Es el conjunto

de todos los puntos de la _

circunferencia y de los Fiaura 1-167

interiores a la misma,

1.17.1.5 ELEMENTOS BASICOS DE UNA CIRCUNFERENCIA

Arco: Porcion de circunferencia: PJ

Cuerda: Segmento determinado por
dos puntos de circunferencia. PJ

Radio(R): Distancia de un punto sobre
la circunferencia al centro. R=FEA

Diametro: Una cuerda que pasa por el
centro de la circunferencia,

Ficura 1-168 D=NF=2R
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Secante: Un segmento que cotta la circunferencia en dos pun-
tos. GG,

Tangente: Una recta o segmento que toca la circunferencia,
MC,

Exterior: Recta o segmento que no tiene ningin punto comtin
con la circunferencia. KL

NOTA: La tangente a una circunferencia
es perpendicular al radio en el punto de
contacto.

FiGura 1-169

1.17.1.6 POSICIONES RELATIVAS ENTRE CIRCUNFERENCIAS

] . i o R .
Circunferencias exteriores: @
Cuando los puntos de cada una
son exteriores a la otra. :
(@

Circunferencias fangenfes exte-
riores: Cuando las circunferencias
tienen un punto comin, siendo los
demds puntos de cada una exterio-
tes ala otra.

(b)
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Circunferencias  secantes:
Cuando ticnen dos puntos en
comuin,

Circunferencias tangentes in-
teriores: Cuando tienen un punto
en comun, siendo los demads pun-
tos de una de ellas interiores a la
otra.

Clircunferencias  interiores:
Cuando todos los puntos de una
de ellas son interiores a la otra.

Circunferencia concéntricas.
Cuando tienen el mismo
centro.

Ficura 1-170
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1.17.1.7 FiGURAS EN EL CIRCULO

Segmento circular - Sector circular

@) o)

Corona circular Trapecio circular

(©) (d)

Figura 1-171

NOTA: en las figuras la parte sombreada hace referencia al nom-
bre dado,

1.17.1.8 ANGULOS EN UNA CIRCUNFERENCIA

HERRAMIENTAS

La medida de un arce completo de una circunferencia es
360°.

(GEOMETRIA INTERACTIVA



AYUDAJ

Practica en el DVD en el apartado GeoPlana, Circun-

ferencia. Dos unidades didacticas de José Luis Alonso Borrego y
Miguel Garcia Reyes (21 escenas interactivas).

Angulo central: Es el que tiene su
vértice en el centro de la circunferencia
y sus lados son radios.

- La medida de un dngulo central es
igual al arco que subtiende.

<AOB =<C =AB

Angulo inserito: Es el que tiene su
vértice sobre la circunferencia y sus lados
son dos cuerdas. La medida de un dngulo
inscito es igual a la mitad del arco que
subtiende.

ZAEB:<i=@2

Angulo semi-inscrito: Es el que tie-
ne su vértice sobre la circunferencia y sus
lados son una tangente y una cuerda.

La medida de un 4ngulo semi-inscrito
es igual a la mitad del arco que subtiende.

Zf.!]i'}B’:“5S:é’gf2

EA Tangente,
EB Cuerda

(b)

GNOMON - ELIME
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Angulo interior: Es el que tiene su vér-
tice en un punto interior a la circunferencia.
La medida de un 4ngulo interior es iguai
a la semisuma de los arcos que subtiende.
AB + (D
2

I=

Angulo exterior: Es el que tiene su vér-
tice en un punto exterior a la circunferencia,

La medida de un dngulo interior es igual a
la semidiferencia de los arcos que subtiende.

AB-CD
e:
2

Figura 1-172

4 DESAFIO P5.1

Db AYUDA 1

En la figura se tiene que el arco BC es
igual al arco DE. Demostrar que el ZBAD
= £ CAE. '

Solucién: Arco BC es igual al arco DE
(dado); por lo tanto Zal = Zu2 (son 4n-
gulos centrales;, Zal + Z0= Za2+ £0
(adicién); £ BAD = £ CAE,

(d)

Figura 1-173
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AYUDA 2

En la figura siguiente, halla los valores
de los angulos Xy Yy del arco Z.

Solucion
28°= 8 8;2 (Angulo exterior) =>Z=32°
580 Ficura 1-174
X = 4o = X (Angulo z‘nscre’to)
88°+7 _ 88° 432
sy="0 2 S+ =60° (Angulo interior)

2 2

Halla los valores de los angulos X y Y.

Solucidn

£LX = A;D = 16;00 =9r [Angulo inscriro)
AB+AD

125°= (Angulo inscrifo)

_BC+CD

LY Angulo inscrim)

AB+AD+BC+CD _ 36(°
2
(Suma de arcos en una circunferencia)

LY =180°—25°=55°= LY

125°+ £Y = =180° Ficura 1-175
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Halla los valores del angulo X
y del arco Z.

Solucién

37+ 27 4+ 72+ 27+ 16 = 360°

(Circunferencia completa) = Z = 43°

£X = AP7EC {Angulo exterior)
Froura §-176
LX“3Z_Z—22—2—43°
=——=5=1I=

AYUDAS

Halla el valor del 4ngulo X.
Selucién
LA = 522 (Angulo inscrito)
. ) D . .
=70 mTiBD= 140
_BAD—BD 220" - 140°

= > > Fioura 1-177
=2 = 40° (4ngulo exterior)
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1.17.2 Retos

1. Halla los valores desco- 2. Halla los valores descono-
nocidos justificando la cidos justificando la res-
respuesta. puesta.

A{=?

Figura 1-178 Ficura 1-179

1.18 SECCION SEIS
1.18.1 AREAS Y PERIMETROS

1.18.1.1 LoGRO

Resolver problemas que involucren los conceptos de 4rea y
perimetro,
1.18.1.2 INDICADORES DE LOGRO

+ Calcula perimetros y areas a través de composicion y descom-
posicion de figuras en el plano (dreas sombreadas) en problemas
de contexto.

+  Calcula 4reas relacionadas con poligonos inseritos en una cit-
cunferencia y circunseritos a una circunferencia.

1.18.1.3 CONCEPTOS PREVIOS

Para estudiar el tema siguiente.

6l
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Debes saber: Algunos conceptos basicos, como pbr
_ejemplo:. poligono, circunferencia, circulo, teoremas de .
Pitagoras. :

HERRAMIENTAS

MEDIDAS

En 4dreas como ocurre en otros casos, la “unidad de area” se
escoge arbitrariamente. Es usual y corriente escoger una unidad que
esté relacionada con la unidad de distancia. Si la distancia est4 en
centimetros, el drea se medira en centimetros cuadrados, y asi para
cualquier unidad de distancia que se elija se medird el drea en la
correspondiente unidad cuadrada.

b cC
La unidad de 4rea es entonces la 8 o L.
region formada por un cuadrado de lon- ' A.rea unﬁéria
gitud unitaria y su interior. deiem. .
Por ejemplo, en la figura, ABCD es cuadrado
un cuadrado que tiene un centimetro de ] S B
largo; la medida de la regidn encerrada A B
se llama centimetro cuadrado = cn’, Figura 1-180

Otras medidas de areas comunes son: n?, pies’, pulgadas?, kn?,

ete.
1.18.1.4 ALGUNAS AREAS Y PERIMETROS II.
PRINCIPALES o ___L,
Cuadrado L _
] '” []
- T2
A=1L L
Ficura 1-181
162 -
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Rectangulo B H ' B
£ o L h
A=bxh
b
Ficura 1-182
Romboide H
A=bxh a
P=2b+2a
Fiaura 1-183
Rombo
L
A dl xd? a2
2
d1
Ficura 1-184
Triangulo
Exh_pp_ PP
A= 7 = 2(2 a)(2 b)(2 c)
P=a+b+c
(Férmuia de Herén)

Figura 1-185
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Triangulo equilitero

1
1

Ficura 1-186

3 2
= _3{(2 n* _\/ﬂ (1)3 gx’——::)A_%ﬁ

2 2 2 8
P=3L
Trapecio
Ac (b-+B)h
2

P=a+b+c+B

Figura 1-187
Circunferencia
Longitud—
L =2nRk
Figura 1-188
164

GREOMETRIA INTERACTIVA



DESAFIOS P6.1.1, P6.1.2, P6.1.3, P6.1.4, P6.1.5, P6.1.6,
P6.1.7

AYUDA O :
L Practica en ¢l DVD en el apartado GeoPlana. Areas
sombreadas. Unidad didactica de Juan Guillermo Rivera Berrio (25
escenas interactivas).

Areas y polinomios. Unidad didactica de Juan Guillermo
Rivera Bettio, José R. Galo Sanchez y José Luis Alcon Camas
(15 escenas interactivas). '

1.18.1.5 RELACIONES METRICAS EN LOS POLIGONOS REGULARES

«  Una apotema et un poligono regular es una linea perpendicit-
Jar travada desde el centro al punto medio de uno de sus lados.

«  Area de un poligono regular.

El 4rea de un poligono regular puede ser calculada de la si-
guiente forma:

Suponiendo qu2:

A= Area

n = nimero de lados

L, = longitud de uno de los lados
a = apofema

Figura 1-189

Se cumplen las siguientes relaciones:

En todo poligono regular de “n” lados se forman “n” triangulos
is6sceles iguales.
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EO  DESAFIOS P6.2.1, P 6.2.2, P6.2.3

El drea de un tridngulo es la longitud de la base multiplicada por
la longitud de la altura y luego se divide entre dos:

A bxh &
2 HJ/Zi
Pero se sabe que la base “b” es g :
un lado “L” y que la altura “h” es Ia R
apotema “a”; por lo tanto, el area va O
quedando asi: L2
R SR
- bxh — LXa Fiaura 1190

A
2 2

Pero ademds sabemos que hay “n” tridngulos isésceles iguales;
por lo tanto, el 4rea de todo el poligono regular de “n” lados seria:

bxh Lxa nxl.xa Pxa
A, =nx—"-=px = =0T 0 —
: 2 2 2 2

ya que el perfmetro es la suma de todos los ladds, es decir:
P=nxL. ' '

Al coger uno de de los “n” tridngulos isésceles iguales de todo
poligono regular de “n” lados y trazar su apotema, se forma un trian-
gulo rectangulo, en el cual se pueden sacar las siguientes relaciones
trigonoméiricas:

L/2 _
sen(y /2) = R Se estén relacionando Ly R
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12y="2
cos(y /2) = R Se estan relacionando ay R

tan(y/2) = L2 Se estan relacionando Ly a
a

Obsérvese que el dngulo /2 siempre se podrd conocer ya que
€4,

hay “n” dngulos “y” iguales, los cuales forman una circunferencia
completa; por lo tanto:

360°
n

nxXy =360" = =

Véase, entonces, que si en un poligono regular se conoce uno de
los siguientes datos: apotema, radio o lado, se pueden conocer los
otros dos, y por lo tanto su 4rea.

Resumiendo: Poligono regular:

a = apotema
L = valor del lado

_n><L><a _PXa
-2 T2

P=nxL

Un rectangulo tiene 60 m” de area y 32 m de perimetro, Halla
sus dimensiones.
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Soluciéon

A=bxh=60(1) L 1
P=2b+2h=32 =32=b+h=16 |1 H— []
b=16-h (2) Fioura [-192

Qyen() > U6—h=60= 16h—h? =60

0=h*=16h+60=0=(h-10)(h-6) = h, =10 y h, =6
hy=10en(2) - b;=6
hy=6en (1) — b,= 10

oA
s AYUDA 2

La base de un rectangulo es el triple de su altura y su 4rea es
27 n’. Halla sus dimensiones.

Solucion .
3 1] ”
b=3h(1) - . I_ h
A:bxh:27 (2) Lo o] ; | :._.:.na
(1) en(2)—3=27=h=3m 1 e []
h=3m(1)—b=9m b=3h
b=3h Figura 1-193
AYUDA 3 L
-
El area de un cuadrado es 81 c¢m?.
Halla su perimetro, L =L
Solucién 1 ':I:
A=L?*=8l =2 L=9¢m P=4L=4x mele o4
9=36cm="P -
168
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AYUDA 4 A

Dado el trapecio ABCD; BC // AD; 4 451'{
B=45°, BC=3a; AB=A4D=a.

Halla ef area de ABCD. FlGura 1-195
Solucion

sends = E = h=asend5=0."707a
a

Aren (b+Bh

(a+30)070%a 1\ o £

Figura 1-196

" Ala base b de un rectangulo se le afiaden 5 m. ;Cudnto debe

aftadirse a la altura para que el rectangulo resultante tenga un area
doble del primero?

Solucién Af h
A, =2A, ’

(b+5) (h +x) = 2bh @

bh + bx + 5h + 5x = 2bh

=5 bx + 5x=bh— 5h = e
x(b15)=h(b-5) —

x=h (b—5) (b+5)m. (b)

' Figura 1-197
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ke AYUDASG

Calcula las dlmensmnes de un trapecio de drea 864 m?, sabien-

do que la base es 5 de la mayor y que la altura es iguoal al tercio de
la suma de las bases.

Solucion

If 3 ) 8
H_ﬁ(“'g J_"{E (315)x

3 8

(b+Bh (;‘“”)15"‘ ;

A= T g =) J1D h.
2 2

=> X =45 m - base mayor X
% x= 27 m — base menor Figura 1-198

§= 24 m — altura
15

AYUDA7

Halla el drea de un tridngulo isésceles, sabiendo que su base

mide 12 cm y que la altura es igual a la mitad de uno de los lados
congruentes.

Solucion
h= x/2

2
Pitdgoras: x* = (%] + 6%

L2
:%+36:>x:4«/§

12 cm
4\/5 Ficura 1-199
Area = bxh = 2= 12\/5 em®= Area
2 2
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GEOMETRIA INTERACTIVA



El perimetro de un rombo es 2P cms y la suma de sus diagonales
es m cms, Halla, en funcién de Py m, el drea del rombo.

Solucion
e K e
Area = lﬁ; 4. =2P = L= L
2 2

2 2
Pitdgoras: L’ = [;J +(y)
:(2) [ J ( ] =P =x"+y (1)

Perom=x+y => m’ =x"+y>+2xy (2)

2 p2
(Den (@) = m* =P 2y = =Xy =
, 2 _ 2 .
Area = %= i 2 P = Area Figura 1-200

Halla el 4rea de un decdgono regular de 10 cm de radio.

Seolucién

6/2=22 5°
0-220-30_35,%-18

n i0 2
10
° L/z L °
senif =——=2=— [ =20x%xsenl8 =6.18 a
10 20

Cos18 = 1—1 —a =10 X cos18" = 9.51

L/2
nL € 1OX618X951—293.86cm2

2 2 Figura 1-201
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€0, AYUDA 10

Halla el drea de un pentdgono regular de 15 cm de apotema.

Solueiéon

8/2=36°

p=20_30_ 7y 8 _34
n 5 4
a=15 oMy 1 _ _
. tan36 = ==n" L=30Xtan36 =218
A= % _ szzz.sns = 1.64 cm?
L /2
Figura 1_-202
AYUDA 11

Halla el area de un octdgono regular de 12 ¢cm de lado.

8/2=02.5°

Solucién
360 _ 360 _ 45 L8 955
T 8 2
tan225 =25 q="C__ 1449
ancs.o = @ a= tanz2s

A = LG _ BX12X1449
-2 T 2

= 695,52 cm? -
L /2=6
Ficura 1-203
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{hy AYUDA 12

Halla el 4rea entre un octigono regular y una circunferencia
de radio 10 ¢m circunserita a dicho octdgono.

Solucién

6/2=22.5°

10 360 360 g
0= —=—=45 5 —-=225
n . 8 2 :

225 = =
R T oee— —3
cos 10

L2 a=10xCos 22.5
(a) = 9,24 entonces: A octigono
_nlLa 8X 7.65 X 9.24

2 2
= 282.74 cm?

Figura 1-204

Entonces: A cfrenlo =2 =n102=314.16 cm?

Area entre circulo y octagono = 314.16 — 282.74 = 31.42 cm’
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1.18.2 Retos

I. Se mide un terreno en-
tre dos personas con una
lienza y estacas. Cuél es el
area del terreno si las lon-
gitudes encontradas fue-
ron;

B0 M

Fraura 1-205

2. ¢Cuadles son las dimensiones de un campo rectangular, sabiendo
que la diagonal mide 200 m y que vendido a $210 el m2, ha pro-
ducido $3.760.0507

3. Sise prolonga el radio de un circulo en 4 cm, el 4rea queda au-
mentada en 80 cm? Calcula el lado del cuadrado inscrito en el
circulo primitivo,

4. Halla el perimetro del rectingulo |
mostrado en la figura, sabiendo que b=4x
su area son 9.600 m cuadrados.

a=6x
Figura 1-206

5. Halla el area del rectangulo mos-
trado en la figura, sabiendo que su

perimetro son 160 m. [
a=5x

Ficura 1-207

bh=3x

6. Determina el drea de un pentdgono regular con S cm de radio.

7. Halla el 4rea de un octagono regular con 15 ¢cm de apotema,

174

GEOMETRIA INTERACTIVA



10.

i1

12.

13.

14.

15.

16.

Encuentra el 4rea de un decégono regular con 13 cm de lado.

Halla la diagonal de un rectangulo si sus lados estan en ﬁna ra-
z6n de 2:3 y su drea es 2.400 m?,

¢, Cuanto miden los dngulos interiores de un trapecio isdsceles,
si sus bases miden 20 cm y 14 ¢m, y su altma 4 cm, ¢Cuanto
miden sus lados iguales?

. El area de cada rueda de una bicicleta son 7.500 cm2. Para Hegar

a la cindad que esta a 2 km, jcuantas vueltas gnan sus 1uedas‘?

Hai]a el Area entre un cnculo yun pentagono 1egula1 inscrito en
dicha circunferencia, si su apotema mide 7 cm.

Un joyero tiene un pedazo.de oro de forma cilindrica de 5 m de
longitud ¥ 1 ¢cm de didmetro. ;Cuantos aros con radio interior
de 2 cm puede fabricar?

Encuentra el drea de una cancha de fitbol en em?, si sus dimen-
siones son de 80 m por 1.100 dm, ;Cudntas cuadras mide la
cancha si una cuadra mide 80 m x 80 m. Si una hectarea mide
100 m x 100 m, jcudntas canchas de ftbol se necesitarfa para
cubrir 15 hectareas?

Con un galén de cierta pintura se pueden pintar 100 m?, El galén
cuesta $50.000. ;Cuanto cuesta pintar un salén, las paredes y
techo, si las dimensiones son 10 m x 15 m, y la altura son 4 m,
y el salén tiene 2 puertas de 3 m x 2 m que no se pintan?

Una pagina de un libro mide 30 cm x 40 cm. Sila margen supe-
rior e inferior son 5 cm y 4 cm, y la margen derecha e izquierda
son 3 cm y 2 cm, ;cudl es el drea de la porcion impresa en la
pagina?
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17.

cmde ancho y el drea de toda la ventana es

18.

19.

176

Una ventana Normanda se forma por una

region semicircular colocada arriba de una /\
region 1ectangulal como se muestra en la_
figura. Si la porcién rectangular mide 300

(6+91/4) m?, ;cudl es la altura de toda la . -
ventana? _ FiGura 1-208

Si una pizza circular de 20 em de didmetro es una racion para
una persona, jcudntas pizzas circulares de 15 cm de radio son
necesarias para 15 persona? Suponga que el grosor de todas las
pizzas es el mismo.

Una manguera para jardin estd enrollada en circulos que miden
40 cm de didgmetro. Si hay 12 vueltas completas, jeuanto mide
de largo la manguera?
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DESARROLLO DE PENSAMIENTOG:
METRICO, GEOMETRICO Y ESPACIAL






2, EJE TEMATICO: GEOESPACIO

2.1 LOGRO

Desarrollar habilidades para construir y apropiarse de estrate-
gias que conlleven a la formulacion ¥ 1a solucién de situaciones
problema utilizando propiedades méiricas y geométricas de los s6-
lidos, aplicando la comprension y organizacion de los conceptos
matematicos, en forma gradual que le permita el desatrollo de un
pensamiento espacial de manera coherente.

2.2 INDICADORES DE LOGRO

+ TRelacionay diferencia los elementos queé constituyen un polie-
dro y algunos solidos de revolucion.

. Diferencia un poliedro de un sélido de revolucion.

+ Identificay diferencia prismas y piramides.

. Clasifica prismas ¥ pitamides en regulares 0 irregulares, obli-
cuos o rectos.

. Diferencia las dimensiones involucradas en s6lido: Jongitud,
4rea y volumen.

. Calcula la longitud de las aristas y ¢l perimetro de las caras en
un prisma y en una piramide.

« Calculael area lateral y el area total de un poliedro y de un s6-
lido de revolucion. ‘

. (alcula el volumen de algunos solidos ¥ los relaciona con Su
capacidad.
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2.3 COMPETENCIA

Reconocer las formas geométricas sélidas en fos objetos coti-
dianos, utilizando sus propiedades en la modelacign ¥y solucién de
situaciones problema,

2.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para estudiar el tema siguiente.

Debes saber: Aigunos conceptos basicos de la geome-

“ria plana como por efemplo: punto, :rét_':'_t:éfi)'la‘h’o_, anguioy '
sus refaciones; Teorema'de ‘Pithgoras; Poligono: regular

e irregular; Circun_fe_rer_i_ ia 'y circuio: "Ar_eas-y‘P:e'r_imelros .

Para recordar los conceptos previos, contesta a Ia pregunta de
manera intuitiva y despudés realiza una consulta en algin texto que
trate del tema (puede ser |z guia anterior -GEOPLANA - u otros
fextos).

1. ¢Sabes qué tipo de objetos estudia la geometria plana? ;Qué
relaciones podrias establecer enire unos y otros objetos?

2. ¢ Qué significa calcular ] perimetro de una figura cerrada?

3. ¢Qué significa calcular el drea de una figura cerrada?

{Sabes qué es?

* un punto

* unatecia

* unplano

* un poligono

* una circunferencia
* un circulo
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2.5 ESTANDARES

Hacer conjecturas y verificar propiedades de congruencias y
semejanzas entre figuras bidimensionales y entre objetos tridimen-
sionales en la solucion de problemas,

Usar argumentos geométricos para resolver y formular proble-
mas en contextos matematicos y en otras ciencias,

2.6 RED DE CONCEPTOS

SOLIDOS GEOMETRICQS

CUERPOS

POLIEDROS
REDONDOS

SOLIDOS DE

PRISMAS REVOLUCION

B
ELEMENTOS BASICOS
DEFINICION
PROPIEDADES
TIPOS
DIMENSIONES
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2.7 RESENA HISTORICA

Tomado de: http:/dialnet.unirioja.es/serviet/fichero_articulo?c
odigo=1349682&orden=060589, abril 30 de 2009. '

L.OS POLIEDROS DESDE LA HISTORIA

Buclides en el libro XI (geometria de sdlidos y métodos de ex-
hauscién) inicia el tratamiento de los voltimenes o sélidos.

En el papiro de thind se obtuvo informacion de las reglas em-
pleadas por los egipcios para el calculo de volfimenes del cubo,
paralelepipedo, cilindro y figuras sencillas, en algunos casos estos
métodos conducen a aproximaciones pero en ottos los célculos son
correctos,

Los pitagdricos pensaban que era muy importante la observa-
cién de que habfa sélo cinco poliedros regulares. Se cree que fue
Empédocles quien primero asocio6 el cubo, ¢l tetraedro, el icosaedro
y octaedro con la tierra, el fuego, el agua y el aire, respectivamente.
Estas sustancias eran los cuatro elementos de los griegos antiguos,
Luego “Platén asocié el dodecaedro con el universo pensando que,
dado que era tan distinto de los restantes, debia de ser la sustancia
de la cual estaban hechos los planetas y las estrellas.

Etimolégicamente la palabra poliedro (IToAvedpoo) deriva de
los términos griegos IToAvs(mucho) y edpa (plano).

Los vestigios encontrados en algunas zonas de Escocia nos hace
pensar que ya algunos pueblos neoliticos conocian la existencia de
ciertos poliedros. Estos restos, actualmente localizados en el Ash-
molen Museum de Oxford, son piedras esculpidas que recuerdan a
algunos poliedros (cubo, icosaedro, dodecaedro) y que se sospecha
pudieron ser usados como dados, elementos de juego o decorativos
(véase figura 2-1).
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Figura 2-1, Restos neoliticos (2000 a. C.)

‘Algunas civilizaciones, como la egipcia y la babilénica, tenian
conocimiento mds explicitos de algunos de estos poliedros (cubo,
tetraedro, octaedro, piramide, etc.). Una evidencia de ello la encon-
tramos en las famosas pirdmides egipcias, santuarios de eternidad
de los faraones, en donde ya comienza a ponerse de manifiesto la
conexidn entre los poliedros y ciertos aspectos religiosos y misticos,

Estos conocimientos pudieron
haberse propagado desde Egipto y
Babilonia a Grecia a través de los
viajes de Tales y Pitdgoras. Se sospe-
cha que el interés de Pitdgoras por los
poliedros regulares viene de la obser-
vacion de estas formas geométricas
en los minerales, ya que su padre era
grabador de piedras preciosas.

Los pitagéricos estaban fascinados por los poliedros conocidos,
pero sobre todo, por el dodecaedro y por su relaciéon con el cosmos.
Relata Jamblico cémo la divinidad elimina al delator de uno de sus
grandes secretos: “la divinidad se disgusto con el que divilgé las
doctrinas de Pitdgoras, de tal forma que perecié en el mar, por el
sacrilegio cometido, el que revel6 como se inscribia en una esfera
la constitucion del dodecaedro”.
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La razén de esta fascinacién se debe a su relacion con el pen-
tagrama mlst;co (pentalfa) o estrella de 5 puntas (véase ﬁgma 2-3),
emblema de la salud y simbolo de 1dent1ﬁcacmn de los pitagdricos.
Esta estlella se obtiene al trazar en un pentdgono regular las dlago-
nales 0 pmlongar sus lados. Una de las bellas plopledades que tiene
el pentagrama es que los cortes entre las diagonales determinan seg-
mentos que estan en proporcion durea (divina proporcion), siendo
el segmento mayor igual al lado del pentagono. Recordamos que un
punto C entre el segmento AB determina la seccién durea si AC/BC
=BC/AB. La seccidn durea, en forma de recténgulo dureo (los lados
del rectangulo estan en proporcion durea), aparece en muchas obras
arquitectonicas emblematicas a lo largo de la historia; el Partendn,
la gran muralla China, ¢l castillo de Windsor, la Plaza de la Concor-
dia en Paris y otros.

FiGura 2-3, Pentalfa

El pentagrama ya era conocido en Egipto. En el templo de Kur-
na (1700 a, C.) fue encontrado un tablero con este simbolo en el que
s¢ practicaba un juego (pentalfa), que fodavia subsiste en algunos
lugares de Creta.

Aunque Proclo atribuye a Pitdgoras la consiruccion de las fi-
guras *césmicas” que relacionan los 4 elementos primarios (fuego,
tierra, aire y agua) con el tetraedro, el cubo, €l octaedro y el ico-
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saedro, respectivamente, parece que esto es poco probable, ya que
Empédocles de Agrigento fue el primero que distinguié los cuatro
elementos primarios. Al parecer los pitagoricos sélo conocian el
tetraedro, el cubo y el dodecaedro. El icosaedro y el octaedro se
atribuyen a un amigo de Platon, Teeteto, a quien se debe el estudio
sistematico de los cinco poliedros regulares. Los poliedros regulares
(el tetracdro, el cubo, el icosaedro, el octaedio y el dodecaedro) se
ttaman sdlidos platénicos por el papel que tiene en ¢l didlogo de
Platon (Timeo) en donde se pone de manifiesto la relacion entre
los cuatro primeros sélidos platénicos y los 4 elementos prima-
rios, Del quinto poliedro regular, ¢l dodecaedro, dice: “Quedaba
an una sola y iinica combinacion; el Dios se sirvié de ella para
el Todo cuando esbozo su disposicion final”. Para Platon la belleza
de los poliedros regulares no reside en su apariencia {isica, sino en
el 4mbito del pensamiento matemético: “cada uno de los 5 sélidos
participa en la idea de solido regular e inversamente esta idea se
plasma en 5 casos particulares” (La Republica).

Euclides mejoré los trabajos de Teeteto en relacién con los
sélidos platonicos, probando que los dnicos poliedros convexos
regulares (con caras y figuras vértices iguales) eran los solidos pla-
tonicos. De hecho, este resultado es importante en Ia historia de las
Matematicas, ya que constituyen el primer ejemplo de teorema fun-
damenta! de clasificacién: “Ninguna ofra figura, ademds de estos
cinco (los sdlidos platonicos) se pueden construir con poligonos
equilateros y equidngulos”.

Los poliedros platénicos pueden ser considerados como polie-
dros en el limite de la perfeccion. Algunas evidencias a este respecto
son las siguientes:

Los sélidos platénicos son poliedros convexos cuyas caras y fi-
guras ‘vértices son poligonos regulares. Las figuras vértice también
son poligonos regulares. Esta Gltima condicion es equivalente a que
los vértices del poliedro estén en una esfera o que los angulos diedra-
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les (4ngulos que determinan las caras adyacentes del poliedro) sean
iguales.

Las figuras vértice de los sélidos platonicos generan nuevos
poliedros

Kepleren 1619 se d:o cuenta de que existian dos maneras dife-
rentes de pegar 12 pentagramas a lo largo de sus aristas para obtener
un sélido regular, Si 5 de ellos se unen en un solo vértice, obtene-
mos el pequefio dodecaedro estrellado (véase figura 2-4). Si son 3
pentagramas los que sc encuentran en cada vértice, tenemos el gran
dodecaedro estrellado (véase figura 2-5).

Pequefio dodecaedro estrellado Gran dodecaedro estreflado
" FIGURA 2-4 FIGura 2-5

Posteriormente, en 1809 Louis Poinsot descubrié los otros dos
poliedros no-convexos regulares, el pequefio icosaedro (véase fi-
gura 2-6) y el gran dodecaedro (véase figura 2-7). Las 12 caras del
gran dodecaedro son pentdgonos, pero que, a diferencia del dode-
caedro, s¢ intersecan unas a otras. Si observas detenidamente el gran
dodecaedro parece que contiene varias estrellas que conforman su
estructura, pero sOlo se puede ver una, El gran icosaedro se obtiene
con 20 tridngulos, intersecandose entre si, Los solidos de Poinsot
son de hecho los duales de los sélidos de Kepler.
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FiGura 2-6. Pequefto icosaedro Frgura 2-7. Gran dodecaedro

2.8 SITUACIONES PROBLEMA

. Un contratista tiene que determinar el volumen de aire acon-
dicionado de un espacio como el que muestra la figura de piso
rectangular el depdsito cuyas dimensiones son: 20 m de largo, 13 m
de ancho, y tal que los aleros estan situados a ambos lados del au-
ditorio a 3.5 m de altura y el punto més alto del techo estd a 5 m del
piso. Ayudale al constructor a determinar el volumen del auditorio.

FIGURA 2-8
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2. Construye un pluvidmetro manual {(guia anexa), ubicalo en un
lugar donde puedas realizar mediciones continuas de voltime-
nes. (de agua ]l'u'via) durante tres meses a la misma hora de la
mafiana, efectia los registros construye climogramas (graficas
de Huvia vs tiempo de cada mes), efectia los andlisis, saca con-
clusiones y plantea una situacién probleina donde apliques:

a) Las acciones del enunciado anterior enfatizando el concepto
de volumen.

b) Los conceptos sobre el cilindro que utilizaste como pluvi-
mefro.

3. Encuentra el volumen de un objeto irregular (una piedra,
por ejemplo) aplicando los principios de impenetrabilidad y
Arquimedes,

2.9 SECCION UNO
2.9.1 CONCEPTOS BASICOS
2.9.1.1 SéLupos

Un vistazo a nuestro entorno nos permite comprobar que en su
mayoria los objetos que nos rodean tienen formas de tridngulos, cua-
drados, circulos, paralelogramos etc. Tales formas las reconocemos
de manera intuitiva como formas planas o bidimensionales, es de-
cir, formas que se extienden en dos direcciones: derecha-izquierda,
arriba-abajo o adelante-atras, Por ejemplo, el frente de un edificio
puede ser un rectdngulo, o un rectingulo con un triangulo encima,
o un cuadrado con media circunferencia e_ncima,' en ﬁn,' podria ser
en general una combinacién de un cierto nimero de figuras que re-
conocemos como planas. Si nos desplazamos alrededor del edificio
observamos otras figuras planas, que no estan en el mismo plano,
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tales figuras junto con el techo y el piso encierran lo que recono-
cemos como el interior del edificio. Esta percepcion nos permite
aumentar una dimensién mds a las formas dispuestas a nuestros
0jos. Llamaremos a éstas, formas sélidas o tridimensionales,

Entenderemos, entonces, como sélide geométrico, una region
cerrada del espacio limitada por ciertas superficies que pueden ser
planas o curvas.

o {f _
o -, S
.7\‘\ Tt ‘\? B t;f_ :
'y |
) e ] -
: N
: ..-_;I._ o 3 -
(b) (c)

(e)

FiGura 2-9

En un sélido se reconocen entonces {res dimensione las cuales
conforman ¢l volumen.
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Intuitivamente, volumen es la cantidad de espacio que ocupa
un cuerpo tridimensional, La unidad de medida de volumen en el
Sistema Métrico Decimal es el metro ctibico, aunque el SI, también
acepla (temporalmente) que el litro y el mililitro son unidades que
fueron creadas para medir el volumen que ocupan los liquidos den-
{ro de un recipiente.

DESAFIO S1.1

También se usan medidas de volumen de aridos, llamadas tradi-
cionalmente medidas de eapacidad. Estas medidas fueron creadas
para calcular el volumen de las cosechas (legumbres, tubérculos,
forrajes y frutas) almacenadas en graneros y silos. Estas medidas
fueron creadas porque hace muchos afios no existia un método ade-
cuado para pesar todas las cosechas en un tiempo breve, y era mas
préactico hacerlo usando voltimenes 4ridos. Actualmente, estas uni-
dades son poco utilizadas, porque ya existe tecnologia para pesar fa
cosecha en tiempo breve.

El calculo del volumen de cuerpos sélidos es importante en la
solucion de muchos problemas practicos, algunos de elfos son:

+ Eldisefio de un tanque de almacenamientio de volumen méximo
para el cual se cuenta con una cantidad limitada de material.

« Lacantidad de pintura necesaria para cubrir la superficie lateral
de una edificacién con una cierta forma.

* La cantidad de material necesario para construir una losa en la
construccidén con una forma determinada.

Presentamos a continuacion algunas formas geométricas séli-
das bdsicas.
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2.9.1.2 POLIEDROS

Poliedro. Es un cuerpo geomeélrico cuya superficie se
compone de una cantidad finita de poligonos planos que
encierran un volumen finito y no nulo.

En un poliedro cualquiera se puede distinguir los siguientes tres
elementos notables principales:

Caras: Son las porciones del plano en forma de poligonos que

limitan el poliedro.
Aristas: Son los segmentos en los que se intersecan dos caras,

Vértices: Son los puntos del poliedro en los que se encuentran

tres o mas aristas,

Arista

Vértices

Caras, vértices, aristas
Figura 2-10

‘También se puede hablar de:
Diagonales: Son los segmentos que unen vértices que no estan
en el mismo plano.

Angulo diedro: Es la porcion del espacio limitada por dos pla-
nos que se cortan en una recta comun. En un poliedro, wn angulo
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diedro se identifica como el dngulo formado por dos caras que se

cortan en una arista. Véase figura,

arista w—____

Angulo diedro
Figura 2-11

#O% DESAFiO S2.1
Angulo poliedro: Es la porcidn del espacio limitada por varios

planos que concurren en un punto. El punto comin se llama vértice
, vertice

y ¢s el mismo que definimos como un vértice del poliedro.

vértice

]
1
1
]

5 i

Angulo triedro Angulo poliedro
FiGura 2-12 Fisura 2-13

Los poliedros se pueden clasificar en regulares si sus caras, sus

dngulos diedros y sus dngulos poliedros son congruentes, e irregu-

lares en otro caso.
GEOMETRI}\ INTERACTIVA
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kO4 DESAFIO POLIEDROS

A

Consulta de las siguientes direcciones de internet, los diferentes
tipos de poliedros, en ellos observa el nimero de caras, de anstas,
de vértices. Y menciona algunas aplicaciones. i

(ht_tp.//www.km thalsaltes.com/es/mdex.htmi,www.b_bo.al'l'akis.és/
- geom/prisl.html, mayo 3 de 2009

www,sectormatematica.cl/ppt/poliedros.ppt, mayo 3 de 2009,

‘A continuacidn se estudiardn dos tlpos particulales de poliedros
llamados: p: ismas y pirdmides.

2.9.1.3 Prisma -

- Prisma:: es un-poliedro: con.dos :de sus caras congruentes ,yzr'g :
paralelas; eéstas. se llaman. bases del prisma. Las demas caras ' :
son paralelogramos y hay tantos como lados tengan los poligo- -
nos de la base y son llamadas caras laterales del prisma.

La altura de un prisma es el segmento perpendzcular a !as ba-
ses, comprendido entre ellas. S e

Vistze

LEIETY

Prisma triangular Prisma hexagonal
Figura 2-14 Fiaura 2-15
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Un prisma se llama triangular cuadrangular, pentagonal, si sus
bases son trie’tngulos, cuadrildteros, pentdgono, etcétera, respecti-
vamente,

Se llama prisma recto cuando sus caras laterales forman un
angulo recto con las bases; en este caso las caras laterales son rec-
tangulos y la arista lateral coincide con la altura del prisma (figura
2-14).Y se llama prisma oblicuo cuando las caras laterales son obli-
cuas a las bases, en este caso las caras laterales son paralelogramos
(figura 2-15). | |

. (Qué objetos reales te sugicren la idea de prisma? jIncluirias
los prismas regulares entre los poliedros regulares? Algunos pris-
mas especiales son los paralelepipedos en los cuales las bases
son paralelogramos. Tienen, en total, seis caras. En un paralelepi-
pedo podemos considerar que las bases son cualquier par de caras
opuestas, y las demds caras son las caras laterales. Asi, algunos pa-
ralelepipedos pueden, a Ia vez, ser rectos u oblicuos seglin las caras
que se con31de1en como bases

Paralelepipedo recto Paralelepfpedo oblicuo
FIGura 2-16 Figura 2-17

Un paralelepipedo se llama recto si sus aristas laterales son per-
pendiculares a las bases.
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Si las bases de un paralelepipedo recto son rectangulos, se [lama
paralelepipedo recto rectangular o también ortoedro.

Las seis caras de un ortoedro son rectangulos y aqueilos
ortoedros de caras cuadradas ignales se lfaman cubos

HERRAMIENTAS

TeorEMA :
““En todo ortoedro, el cuadrado de la diagonal es igual a la suma
de los cuadrados de las tres aristas que concurren en un mismo
vértice™.

H o HIPOTESIS

ABCDEFGH es un ortoedro;
CD, BC y CF son aristas concu-
rrentes en un vértice, AF es una
diagonal.

Tesis
(AF)? =(ABy*+ (BC)? + (CF)?

Fioura 2-18

En el tridangulo rectangulo ACF, tenemos:

(AFY = (ACY + (CFy (1)

Enel ridngulo ABC, también rectangulo: } Teorema de Pildgoras

(ACY = (ABY + (BCY )

Sustituyendo (2) en (1), y sabiendo que (AB) = (CD):

(AF)? = (AB)? + (BC)*+ (CF)* como queriamos demostrar.
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AYUDA 0

L Practica en ¢l DVD en el apartado GeoEspacial
Intioduccmn Unidad didéctica de Javier de la Escosura Caballero
(38 escenas interactivas).

Poliedros. Dos unidades didacticas de Javier Abia Llera y
Eduardo Barbero Corral (79 escenas interactivas).

Calcula volimenes, Unidad didactica de Josep M® Navarro
Canut y otra desarrollada en trabajo conjunto de los profesores Juan
Guillermo Rivera Berrio, José R. Galo Sanchez y José Luis Alcén
Camas (32 escenas interactivas).

AYUDA 1A

En un salon de forma ortoédrica que tiene tres lados que concu-
Iren a una misma esquina (vértice) cuyas dimensiones son 5, 6 y 4
m, se desea colocar una bandera que esté adherida a una cuerda que
hace las veces de diagonal del salén. Calcula la longitud de la cuerda.

Solucion

Como se sabe, por el teorema anterior: “En todo ortoedro, el
cuadrado de la diagonal es igual a la suma de los cuadrados de las
tres aristas que concurren en un mismo vértice”.

Podemos afirmar que:

Diagonal® = lado? + lado 2 + lado?, por lo tanto:
diagonall = 52 + 62 + 42

diagonal’ =25+ 36 + 16

diagonal’ = 77

Ndiagonal? = 77

Vdiagonal’ = \77, para facilitar los célculos se han omitido las
magnitudes de [os lados y la respuesta.
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Algunas relaciones de contenencia del cubo se observan en el
siguiente diagrama:

Cubo

Ortoedro

_ Paralelepipedo
Prisma

Poliedro

Dimensiones en un prisma

Tienen dimensién de longitud en un prisma: las aristas en la
base, las aristas laterales, la altura del prisma, entre otras.

Mot - Carnilolaral

Vorlce

Prisma pentagonal
Figura 2-19
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Tienen dimension de superficie en un prisma: los poligonos de
las bases y los paralelogramos de las caras laterales.

AYUDA 1B
& Practica en el DVD en el apar tado Geo]:spac:al
Aptitud espacial. Unidad dldactlca de Juan Guillermo Rwela Berrio
(12 escenas interactivas). . e
Sélidos de 1evoluc1(5n Escenas interactivas de Juan Gu111e1m0
Rivera Berrio (4).

La siguiente actmdad fe ayudara a recordar cémo calculm el
area de algunas figuras planas

Area Iateral de un prisma

Se denomina drea lateral de un prisma a la suma de las 4reas
de las caras laterales y drea total a la suma del area lateral con el
area de los poligonos de las bases. Debes recordar que cada cara
lateral en el caso del prisma es un paralelogramo. Luego, si se desea
calcular el 4rea lateral, se debe calcular la suma de Jas 4 areas de cada
palaleloglamo Es decu

Area later al = (Suma de darea de caras lateales)

Desarrollo plano de un prisma pentagonal
Ficura 2-20
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Yolumen de un prisma

El volumen de un prisma se calcula como el producto del area
de la base por la altura. Su férmula matematica es:

Volumen del prisma = (Area de Ia base) » (Altura)

En donde el drea de la base es el drea de una figura plana (de las
que consultaste en la actividad anterior). Esto es, puede ser un trian-
gulo, un cuadrado, un poligonos regular o irregular o un circulo.

BO4 DESAFIOS $3.8.

En GeoGebra se construye un prisma del que se conocen las
longitudes. Se calculan 4reas y voliimenes.

DESAFIO 83.1, 83.2, $3.3, $3.4, 83.5, 3.6, $3.7, $3.9,
© 83.10, S3.11, §3.12, §3.13, S3.14.

4 DESAFIO $3.15

2.9.1.4 PiRAMIDE

Piramide: es un poliedro que tiene por base un'pblfgonoz-‘l--
y cuyas caras lateraies son triangulos que se retnen en
un mismo punto llamado vértice de la piramide.

. La altura de la. piramide es el segmento perpend[cular
a la base comprendldo entre el vértice de la plrémlde ¥
la base. La altura lateral se define como Ia aitura" e_!os:
tﬂangulos de Ias caras Iaierales :
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{ Anta

Piramide recta Pirdmide oblicua
Ficura 2-21 Froura 2-22

Puedes notar que en general la altura lateral no es igual para
cada lateral. Explica est4 afirmacion,

Dependiendo del mimero de lados del poligono de la base se
clasifican en pirdmides triangulares, cuadrangulares, etc.

Se llama piramide recta cuando las caras laterales son tridngu-
los isdsceles, de lo contrario se llama pird4mide oblicua.

Se llama pirdmide regular si la base es un poligono regular y
la altura cae en el centro de este poligono.

Piramide triangular: [a base
es un triangulo y las caras laterales
son tridngulos. Se conoce como
tetraedro cuando sus caras son
congruentes, en este ¢caso sus ca-
ras son triangulos equilateros.

FiGura 2-23

200

GEOMETRIA INTERACTIVA



Piramide cuadrangular:
la base es un cuadrildtero y las
caras laterales son triangulos.
Si la base es un cuadrado es
regular, y si ademas las caras la-
terales son triangulos isésceles,
es también recta.

Ficura 2-24

DESAFIO S 4.1.

En GeoGebra se visualiza una piramide en el que cambia
¢l poligono de la base y la altura. Lo mismo con pirdmides
obhcuas Manipula los comandos indicados para ver qué tipo de
poligonos resultan. Justifica.

Dimensiones en una pirdmide

Tienen dimension de longitud en una pirdmide: las aristas en la
base, las aristas laterales, la altura lateral y la altura de la pirdmide,
entre otras. "

- Tienen dimension de superficie en una pirdmide: el poligono de
la base y los triangulos de las caras laterales.

Se denomina érea lateral de una pirdmide a la suma de las dreas
de las caras laterales y 4rea total a la suma del 4rea lateral con el
drea de la base. Debes recordar que cada cara lateral en el caso de la
piramide es un tridngulo. Luego si se desea calcular ¢l 4rea lateral,
se debe calcular la suma de las areas laterales.
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Es decir;

Area lateral = (Suma de drea de caras laterales)

Ficura 2-25

El volumen de una pirdmide se calcula como la tercera parte del
producto del drea de la base por la altura. Es decir:

Volumen de la piramide = 5 (Area de la base) * (Altura)

De nuevo debes tener en cuenta que la base de una pirdmide es
una figura plana como un tridngulo, cuadrado, un poligono, ete.

DESAFIO 4.2. -
- En GeoGebra se construye una piramide de la que se cono-
cen las longitudes, Se calculan 4reas y volumenes.

DESAFIO $4.3, $4.4, $4.5, $4.6, $4.7, S4.8, §4.9, $4.10,
S4.11, S4.12

DESAFIO 84.13

DE INTERES: ;Conocen las abejas las propiedades de los
poliedros?
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Los poliedros son configuraciones ligadas a la naturaleza (la
naturaleza busca la forma de obtener el mejor rendimiento con el
minimo esfuerzo). Un ejemplo de esa situacion es el que pasamos a
describir a continuacion. o

Cuando las abejas se ponen a construir las colmenas donde al-
macenan la miel, buscan la forma de obtener la mayor rentabilidad:
mayor superficie y capacidad de la celda usando la minima cantidad
de cera en la construccion de la mi_snia. Es por ello que sus paneles
estan formados por celdas que determinan un mosaico homogéneo
sin huecos desaprovechados. Esto se puede conseguir con celdas
triangulares, cuadradas o hexagonales. De estas tres formas, si supo-
nemos que el perimetro es el mismo, la que tiene mayor superficie es
el hexdgono. Por eso las celdas de las colmenas tiene forma hexago-
nal. Sin embargo, las celdas no son prismas hexagonales. Para cerrar
la celdilla usan la estrategia de almacenar la misma cantidad de miel
que una celda e'n_'__for_m'a de prisma hexagonal, pero usando la minima
cantidad de cera. Por ello cierran la celda por uno de los extremos
con tres rombos de tal forma que el volumen que encierra la celdilla
es el del prisma hexagonal, pero el drea total de la celda es la me-
nor posible. El 4ngulo de inclinacién de los rombos es exactamente
(70° 31° 43.606”) con el que se consigue minimizar el area del po-
liedro (un rombododecaedro) que presentamos en la siguiente figura,

Figura 2-26
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2,9.1.5 SOLIDOS DE REVOLUCION

El cuerpo geométrico que se obtiene mediante la rotacion de
una superficie plana llamada figura generatriz, alrededor de una
recta (eje de rotacion) que se halla en el mismo plano y no corta la
figura, se llama sélido de revolucién.

Un gjemplo, no muy comin, es el toro o arganeo sélido ob-
tenido haciendo girar un circulo en torno de un eje contenido en el
mismo plano del circulo y sin cortar el eje.

R

Eja de redacion

£
il

Figura 2-27

Donde:  r = radio del circulo
b = distancia del centro del circulo de revolucién
Area de la superficie = 4n°b

Volumen = 21°r’h

Estudiaremos algunos de los sélidos de revolucién més repre-
sentativos,
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CILINDRO

Sdolido generado al girar un rectangulo alrededor de uno
de sus lados. En general el cilindro obtenido se llama
cilindro circular recto.

Ei cilindro consta de dos bases circulares paralelas y
congruentes y una superficie lateral que, al “desenro-
llarse” da lugar a un rectanguio.

La distancia entre ias bases es la altura del CIllndl'O

El cilindro puede ser visto también como una figura limite
del prisma, cuando el nlimero de lados del pohgono dela
base del prisma.crece indefinidamente. :

Ficura 2-28

Dimensiones en un cilindro recto

Tienen dimensién de longitud en un cilindro recto: el radio de
las bases, la longitud de la circunferencia de las bases y la altura.

Tienen dimensién de superficie en un cilindro recto: el circulo
de las bases y la superficie lateral. Se denomina drea lateral de un
cilindro recto al drea de la superficie lateral y drea total a la suma del
area de la superficic lateral con el drea de los circulos de las bases.
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Area de las bases = 2zr | Area lateral = 2zv. h
FiGura 2-29

El volumen de un cilindro recto se calcula como el producto del
&rea de la base por la altura.

Cilindro oblicuo: es el que resulta de cortar un cilindro recto
por dos planos paralelos que seccionan oblicuamente la figura gene-
ratriz. No es un sélido de revolucion.

() W

Fiaura 2-30

DESAFIO 85.1, 85.2, $5.3, 85.4

DESAFIO 85.5
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-Cono: Es un solido generado ai .girar.un triangulo rectan- .
gulo alrededor de uno de sus catetos. En generaf el cono
abtenido se llama cono circular recto. . '

El cono se compone de una base circular generada por

el otro cateto al girar alrededor del eje y una superficie

lateral generada por Ia hipotenusa del tridngulo; ésta al

“desenrollarse” da lugar a un sector circular. El vértice es

el punto donde se encuentran la hipotenusa y el cateto

que sirve de eje para generar e} cono. La longitud del ca-
.teto que sirve de eje es Ia altura del cono.

El cono puede ser visto también como una figura limite de la
pirdmide, cuando el ntimero de lados del poligono de la base de la
pirdmide crece indefinidamente.

Cono recto Cono oblicuo
FiGura 2-32 Figura 2-32

Dimensiones en un cono recto

Tienen dimension de longitud en un cono recto: el radio de la
base, la longitud de la circunferencia de la base, la altura lateral y la
altura del cono.
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Tienen dimension de superficie en un cono recto: el circulo de
la base y la superficie lateral. Se denomina drea lateral de un cono
recto al area de la superficie lateral y drea total a la suma del 4rea
de la superficie lateral con el drea del circulo de la base.

L Allura Lateral

' \ Area de 1a base = m?

Area lateral = arl.

Volumen = % mith

Figura 2-33

El volumen de un cono recto se calcula como la tercera parte
del producto del area de 1a base por 1a altura.

Un deposito en forma de
cono recto tiene de radio 5 me-
tros en la base y altura igual a tres
veces ¢l didmetro de la circun-
ferencia de la base. Si se quiere
forrar €l exterior del cono con un
papel impermeabilizante, jcuanta
cantidad de papel se necesita si
también se forra la tapa?

Figura 2-34
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Solucidén

Como se sabe para poder determinar la cantidad superficial de

papel, se debe calcular el drea total del cono; recordemos que estd
dada por la formula;

Area total = 2nr. h, + m?
= 215+ h, + z(5)?
107 - hL + 251

I

En la formula anterior necesitamos conseguir /, (altura lateral
del cono); para calcular h, tenemos la siguiente 1ela010n

h? =17+ 7

Como H = 3 - didmetro = 3(2r) =6+ 5 =30 m,
entonces, la ecuacion anterior queda

77 =30"+ 5 =900 + 25 = 925
Luego h, =V925 m=30.41 m
Finalmente, con el valor de h, se

puede calcular el drea total del cono;
esto es:

Figura 2-35

]

Area total 10 . hL + 257
107 . 3041 + 257

= 329 imm?

Y con eso se puede responder que se necesitan 329.1 m? de
papel para forrar el cono,
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Si desea calcular el volumen del cono, se puede usar la expresion:

Volumen= = nr’ H

W — W=

w5 m)? (30 m)

150
=3 wm
Un cono oblicuo es el solido que resulta de cortar un cono rec-
to mediante un plano oblicuo a su eje de rotacidén y que corte la
superficie generatriz. En el cono oblicuo del grafico (figura 2-32),
se nota que el segmento que va desde el centro de la base al vértice
es oblicuo a la base. No es un sélido de revolucion.

DESAFIO S6.1, $6.2, $6.3, S6.4, S6.5

DESATIO 86.6

ESFERA

Esfera es un sélido formado por a revotucnén de un
clrculo alrededor de uno de sus diametros. ' '

La esfera tiene la caracteristica de que cada punto sobre
ella equidista de un punto llamado centro. A tal distan-
cia constante se le lama radio y al dobie del radtc: se Ie‘
llama diametro.
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Area de superficie = § = 4zR?

Volumen=V = % ok’

Figura 2-36

Dimensiones de una esfers

Tienen dimensién de longitud en una esfera: el radio y el
didmetro.

Tiene dimension de superficie en una esfera: la superficie de
la esfera, la cual podemos entender como la cascara que recubre la
esfera.

~ El volumen de una esfera se calcula como los cuatro tercios
del p10duct0 de pi por el radio al cubo, -

DESAFIO S6.7

L, AYUDA3A

Un tanque semiesférico tiene de radio 7 m. Calcula la capa-
cidad de la semiesfera y el area superficial interior y exterior de ella,

Figura 2-37
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Solueion

Ya conocemos una expresion que nos permite hallar el 4rea total
de la esfera. La capacidad de la semiesfera es entonces la mitad de
la capacidad de la esfera.

I

- 1 {4
A ' - 12 3
Volumen = 5 |3 aR )
_ 1372 3
= =g mm
Para calcular el area superficial de la semiesfera interior y
exterior, se usa la formula dada para calcular el area total de la es-

fera, suponiendo que el drea interior sea igual a la exterior, con €so

Area de superficie = 4R’
B = 4r (7 m)’
= 1967 m?

La esfera es la figura geométrica que presenta la menor super-
ficie externa que encierra un volumen dado. Esta propiedad es la
causa de su omnipresencia en el mundo fisico: en la superficie de
una gota de un liquido inmerso en un ambiente gaseoso o también
liquido.

De interés: coordenadas geograficas

La Tierra es aproximadamente una esfera que gira alrededor de
un ¢je que pasa por dos puntos fijos: el Polo Norte y el Polo Sur,
Para situar los puntos sobre la superficie terrestre se definen unas
lineas especiales que son las siguientes:

Meridianos: son los circulos maximos que pasan por los polos.

Paralelos: son las intersecciones de la esfera terrestre con pla-
nos perpendiculares al eje de giro.
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PARALELO 77

MERIDIANG
GREENWICH

NS L
Fs

Froura 2-38

En un sistema geografico

La latitud de un punto es el angulo en que se encuentra el para-
lelo que pasa por el punto respecto al Ecuador (es su linea de base).
Latitud Norte o Suz, segin corresponda. La latitud del Ecuador es
por tanfo 0°,

La longitud de un punto es el angulo que forma el meridiano
que pasa por €] con un meridiano que arbitrariamente se ha tomado
como referencia. La longitud es Este u Oeste, segun se encuen-
tre el punto con respecto al meridiano referencia (el que pasa por
Greenwich, el cual es su linea de base).

{é@ AYUDA 3B |
& Practica en el DVD en el apartado GeoEspacial.
Plat6nicos. Unidad did4ctica de Javier Abiq Llera (19 escenas
interactivas). o A
Proyecciones. Unidad did4ctica de Juan Guillermo Rivera
Berrio (13 escenas interactivas).
Video.
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2.9.2 Re10s

I. Clasifica los poliedros de la figura 2-39 en irregulares y
regulares.

FiGura 2-39

2. Observa los poliedros de la figura 2-40. Si los sitdas en un
plano, mira que hay dos que no se pueden apoyar sobre todas
sus caras. /Cudles son? '

Figura 2-40
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Poliedros céncavos o no convexos son aquellos en el que en alglin
pat de puntos interiores no los une un segmento de recta intetior
al poliedro, y a los demés convexos. Acd se trabajard siempre,
salvo que se indique lo contrario, con poliedios convexos.

3. En la figura 2-41 tienes un desarrollo plano de cada poliedro
regular o sélido platonico, Partiendo de ellos, dibtjalos en una
cartulina, recdrtalos y constriyelos. jAh! iNo te olvides de las
pestafias pera poder pegar bien las aristas!, con estos completa
la tabla y comprueba la relacién de Leonard Euler.

—

ICcosaedro Dodecaedro

Sélidos platénicos o poliedros regulares

Ficura 2-41
No. DE No. DE No. DE No.DE
NOMBRE CARAS_ ARISTAS | VERTICES | C+V-A= ANGULOS
()] (A) V) DIEDROS

TETRAEDRO i
HEXAEDDRO
OCTAEDRQ
DODECAEDRO
ICOSAEDRO
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2.9.3 Rero

Consulta en un libro de geometria las formulas para calcular el

4rea de las figuras planas més representativas (tridngulo, cuadra-
do, poligonos regulares e irregulares y circulos) y realiza una tabla
cuyo contenido sean estas férmulas; si el poligono es irregular ins-
pecciona como calcular el area haciendo una particion adecuada de
poligonos mds conocidos (tridngulos, cuadrados, paralelogramos).

2.9.4 Retos

1.

216

;Cuénto papel necesitaré para construir un cubo cuya diagonal
mida 9 cm?

En el parque de una ciudad se ha construido un tetraedro regular
de altura 4 m. ;Cual es su area lateral?

He encargado hacer un dodecaedro regular hueco de 3 cm de
arista, de un material que pesa 20 kg/m?, con el fin de usarlo
como pisapapeles. ;Cual serd su peso total? ;Y si el pisapapeles
fuera un cubo?

Halla la diagonal de un octaedro regular de éarea lateral
18\/§ e,

Halla el area de un icosaedro regular de arista 12 cm.

;. Qué relacién hay entre la arista de un cubo y su diagonal? /Y
entre la arista y la diagonal de una cara? ;,Cudnto valdra la arista
de un cubo cuya diagonal vale 3 m?

Una piscina tiene una longitud de 18 m, una anchura de 8 my
una profundidad de 2 m. Se llena mediante 4 grifos que tienen
un caudal de 120 litros por minuto cada uno. ;Cudnto tiempo
tardard en llenarse la piscina?

La longitud de la diagonal de una caja clbica, que contiene un

par de zapatos es de 16v/3 cm. Si se desea forrarla para un ob-
sequio, scual sera el drea del papel necesario?
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2.9.5 Retos

L.

6.

Un tubo cilindrico de 7 ¢m de radio y 42 em de altura tiene en su
interior tres pelotas bien encajadas. Calcula el volumen de aire
que hay en su interior,

La cupula del observatorio del ITM tiene 6.5 m de radio la cual
es de forma semiesférica. Calcula su drea superficial.

Dentro de una caja cubica cuyo volumen es 64 ¢cm?, se coloca
una pelota que toca a cada una de las caras en su punto medio.
Calcula el volumen de la pelota.

Se quiere construir un envase cilindrico cuyo volumen es 125
cm?, Halla la ecuacion del 4rea total.

Halla el 4rea total de un prisma recto de 15 em de altin'a. cuya
base son rombos de diagonales 16 cm y 12 cm.

FiGURrA 2-42

La base de una piramide regular es un cuadrado de 6 dm de lado
y su altura es de 4 dm. Halla su 4rea total.
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Ficura 2-43

7. La base de esta pirdmide regular es un hexagono de 10 cm de
lado. Su altura que es de 24 ¢cm se corta por un plano que pasa a
18 cm_de la base. Halla el ére_a total del ironco de_pir_émid_e que
resulta.

18 ¢m

Figura 2-44

8. Averigua cuanto cuesta la reparacion de esta casa, sabiendo que
hay que: '

+ Blanquear las cuatro paredes, por dentro y por fuera, a
$6.500 el m?,

2 1 8 GEOMETRIA INTERACTIVA



» Reparar el tejado, a $12.500 el m?
« Embaldosar el suelo, a $15.000 el m?

]n

ﬂd”tzm;h

Ficura 2-45

9. Encuentra el drea lateral total y el volumen de un tanque de
agua que tiene de radio de la base 80 cm y altura 120 cm,

10. Un prisma dodecagonal regular tiene de lado de la base 4 cmy
de altura 10 cm si el prisma se inscribe a un cilindro, Compara
el volumen del cilindro y del prisma.

1. El radio terrestre es aproximadamente de 6.400 km. Encuentra
el area, el volumen de la tierra y la fongitud del ecuador.

12. Encuentra el 4rea lateral, total y volumen del cono, si el didme-
tro de la base es de 6 cm y su altura es de 4 cm.

13. Halla el 4rea total de un octaedro en el que la distancia entre los
vértices no consecutivos es de 20 cm.

Ficura 2-46
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Por tltimo, utilizando el embudo, agrega la pintura reflectiva
sobre el pegador con el fin de que forme una capa impermeable y a
la vez de alta reflectividad, con el fin que el recipiente no se caliente
bajo la accion de la reaccion solar, y no se produzca evaporacion en
el agua recogida en nuestro pluviémetro.

- 'Una vez tengas el pluviémetro listo, lo debes colocar en un so-
porte que te permita fijarlo al suelo, para evitar que se vuelque o sea
arrastrado por un viento fuerte y se riegue el agua que se ha recogi-
do. El pluviémetro debe estar ubicado en un area despejada (lejos
de arboles o edificaciones que desvien o retengan el agua luvia).

Figura 2-47
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2.9.6 ANEXO
PLUVIOMETRO

La precipitacion o cantidad de lluvia que cae como parte activa
del ciclo hidrolégico determina la presencia continua del agua en
la tierra. Los multiples beneficios que nos trae y lo que podemos
aprovechar son objeto de estudio, y es por ello que necesitamos
cuantificar la cantidad de agua Huvia que cae.

Deseripeién del pluviémetro

Es un aparato empleado para medir la cantidad de agua que cae
sobre la superficie del suelo; con él medimos el nivel o altura de la
columna de agua que ha caido sobre una region. La unidad de medi-
da utilizada para cuantificar la precipitacion es-el (mm) milimetro.

Un (1 mm) de precipitacion nos indica la altura de la capa de
agua que se obtiehe al derramar un volumen de un 1 litro de agua
sobre una SllpelﬁCle de un me’uo cuadrado (1 m’), -

1 litro/m*= l(Pcma/(l()2 cm)2 = 10%cm®/1¢! om? = 0. 1 om=1mm
ACTIVIDAD: Construc_c;:lén_ del pluviémetro

Ahora construyamos un pluviémetro sencillo. Toma una botella
de plastico (1 litro, 2 litros o hasta litro y medio), corta la punta de
la botella de forma que te quede una especie de embudo, y de forma
tal que la boca de ese embudo coincida con el didmetro de la bote-
Ita. Debes tener cuidado con dejar una altura suficiente para que se
forme una columna de agua que puedas medir facilmente. Segui-
damente, toma otro recipiente para realizar la mezcla de pegacor y
agua, luego toma un embudo y vacia la mezcla a la botella de plas-
tico que cortaste hasta donde comienza el area cilindrica, ayuda a
asentar la mezcla dandole unos pequefios golpes al recipiente sobre
un superficie plana, deja secar la mezcla por varias horas.
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3.1

3. EJETEMATICO: GEOANAL[TICA

LOGROS

Hallar fa direcci6n, la pendiente y los interceptos de una linea
recta.

Identificar distintas formas de la ecuacién de una linea recta.

Determinar analiticamente cuando dos rectas son paralelas o
perpendiculares.

Hallar las ecuaciones basica y general de una recta y resolver
problemas de aplicacién.

Hallar las ecuaciones basica y general de una circunferencia.

Resolver problemas de aplicacién y analizar los posibles casos
de interseccion entre una circunferencia y una linea recta.

Establecer diferencias y semejanzas entre las diferentes seccio-
nes conicas.

Hallar los elementos bésicos de una parabola y de una hipérbola
cuya ecuacion esta escrita en forma basica o general y dibuja su
grafica y resuelve problemas de aplicacion.

INDICADORES DE LOGRO

Interpreta claramente el concepto de linea recta.

Ubica claramente las coordenadas en el plano cartesiano.
Identifica el tipo de grafica que representa una ecuacion lineal
Interpreta claramente el concepto de conicas.
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* Identifica el tipo de grafica que representa una ecuacion cua-
drética.

*  Aprovecha los modelos del algebra definidos para la ecuacién
cuadrética en la solucién.

* Identifica y modifica modelos matematicos para el célculo de
elementos de las figuras cénicas.

* Aplica creativamente un algoritmo para solucionar problemas
referidos a la ecuacion cuadratica.

*+ Distingue la ecuacién cuadratica que representa una figura
cdnica,

3.3 COMPETENCIA

Aplicar el analisis matematico y el algebra para modelar figu-
ras geométricas planas utilizando instrumentos geométricos y las
tecnologias de informacion, como herramientas facilitadoras en la
modelacién de las curvas en estudio, permitiendo describirlas en
situaciones fisicas reales.

3.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para estudiar el tema siguiente,

> Debes saber: geometria plana (angulos y. triangulos), .

‘.._':geometna analitica (piano cartesiano y. rectas) razones,

“ trigonométricas Y soluc:én tnangular aphcando teoremas '
del seno y del coseno. = :

Para recordar los conceptos previos, contesta a la pregunta de
manera intuitiva y después realiza una consulta en algin texto que
trate del tema (pueden ser las guias anteriores u otros textos),
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¢Sabes qué es una recta?

. Sabes qué es un plano?

¢Sabes qué es un angulo?

{Sabes qué es un tridngulo?

{Sabes como se expresa matematica las funciones trigono-
métricas?

(Para qué sirve el teorema del seno y el del coseno?

3.5 ESTANDARES

Reconocer los elementos basicos de la geometria analitica y su
aplicacién en la solucion de problemas, '

3.6 RESENA HISTORICA

Folo tomada de: hitp:/www.webdianoia.convmoderna/descartes/dese_bio.htm
Tomado de: hitp://www.educared.pe/docentes/articulo/846/biografia-de-rene-descartes/
16 de mayo de 2009. Ampliar informacién,

Descartes fue un filésofo y matematico francés que nacié en La
Haya, cerca de Tours, el 31 de marzo de 1596. Fallecié en Estocol-
mo, Suecia, el 11 de febrero de 1650,

Descartes usd su nombre latinizado: Renatus Cartesius. Hay
que considerar que el latin era el lenguaje erudito y esta costumbre
era muy comin. Esta es la causa de que su sistema filos6fico se
llame “cartesiano” y que el sistema mds corriente sobre el gue se
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trazan las curvas que representan ecuaciones, sistema que Descartes
invento, es el de las “coordenadas cartesianas”. Sin embargo, Des-
cartes escribi6 en francés mds que en latin, sefial de la decadencia de
esta lengua universal entre los eruditos en Europa.

La madre de Descartes murié cuando éste solo contaba con un
afio de edad y parece ser que heredé sumala salud. Tuvo problemas
con una tos cronica y cuando fue al colegio se le permitié quedarse
en cama cuando lo desease. El hecho de que fuera un estudiante
brillante contribuy6 quizds a su favoritismo. Mantuvo durante toda
su vida la costumbre de trabajar en la cama.

Desde los dias de su educacién con los jesuitas, Descartes fue
siempre muy devoto. Cuando en 1633 tuvo noticia de la condena de
Galileo por herejia, abandoné por el momento el libro que estaba
escribiendo sobre el universo en el que aceptaba la teorfa de Copér-
nico, lo que nos demuestra su espiritu devoto,

Pasé algunos afios en el ejéreito francés, durante los cuales no
participé en la guerra acti_'va jamas, encontrandose con tiempo de
sobra para trabajar en su filosofia. Descartes se establecié en la Ho-
landa protestante. Alli permaneci6 casi toda su vida, hasta que un
dia aciago de septiembre del afio 1649 aceptd una invitacién de la
corte sueca. El gobernante en Suecia en aquel momento era la reina
Cristina, ansiosa de conseguir un buen filésofo para glorificar su
Corte.

La reina Cristina era una de las personas més excéntricas que
Jjamas ocupd un trono y para sacar fruto de Descartes lo hacia levan-
tarse a las cinco de la mafiana para que le diera clases de filosofia.
Los delicados pulmones de Descartes no pudieron aguantar el in-
vierno sueco, sobre todo a las cinco de la mafiana, y sus visitas al
castillo produjeron su muerte antes de que el invierno acabase. Su
cuerpo, a excepeion de la cabeza, fue regresado a Francia, En 1809
su craneo paso a manos de Berzelius, que se fo mand6 a Cuvier; de
esta manera, el cuerpo de Descartes pudo estar completo en su pafs.
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Descartes fue un mecanicista. Empezd a dudar de todo, pero
esta duda parecid ser lo que él buscaba como hecho incontrover-
tible. La existencia de una duda implicaba la existencia de alguien
que dudaba, y de ahi dedujo la existencia de si mismo. Expresé esto
en la frase latina Cogito ergo sum (“Pienso, luego existo™), La doc-
trina que hizo a partir de este punto le vali6 el titulo que a veces se
le ha concedido de padre de la filosofia moderna,

Aplicé su doctrina mecanicista incluso al cuerpo humano. Ba-
sando sus conclusiones en la obra de Besalia y Harvey, tratd de
presentar los mecanismos puramente anormales del cuerpo como
un sistema de artificio mecénico, El entendimiento estaba fuera del
cuerpo ¢ independiente de é1, aunque comunicandose por un “me-
dio”, que era la glandula pineal, pequeiio érgano pegado al cerebro.

Escogio la glandula pineal porque crey6 que era el tinico 6rgano
ne comin entre animales y humanos, v éstos al carecer de ella care-
cian de alma y entendimiento, con lo que se convertian en simples
mdquinas vivientes. (En esto se equivocd Descartes, ya que Stenon
descubrié unas décadas mas tarde que dicha glandula existia en ani-
males inferiores, y ahora incluso sabemos que un reptil primitivo
tiene la glandula atn mas desarrollada que el hombre.)

Descartes contribuyé principalmente a la ciencia con sus ma-
temadticas. Se interesé especialmente en esta materia cuando estuvo
en ¢l gjéreito, ya que la inactividad de que gozé le dio mucho tiem-
po para pensar. Su gran descubrimiento o hizo en la cama, segtin
se cuenta, al observar el vuelo de una mosca. Se le ocutrié que la
posicion de la mosca podia darse en cada momento de su vuelo al
localizar los tres planos perpendiculares que se cortan en el punto
que ésta ocupa en ¢l espacio. Es una superficie bidimensional, como
puede ser una hoja de papel, cada punto se podia localizar por las
dos rectas que se cortaban perpendicularmente en dicho punto.

Esto no era totalmente original. Todos los puntos del globo te-
rraqueo se podian localizar por medio de una longitud y una latitud,
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que son en una superficie esférica, andlogas a lo que representan las
coordenadas cartesianas en una superficie plana.

Lo que de verdad conmovié al mundo fue el hecho fue que Des-
cartes por medio de su sistema de coordenadas podia representar
cada punto del plano por un sistema original de dos niimeros, Para
los puntos del espacio se requerian tres nimeros, el tercero de los
cuales representaba las unidades de arriba o abajo. :

Descartes publicéd este concepto en un apéndice de unas cien
hojas que incluyo en su libro, publicado en 1637, que trataba de
vértices y de la estructura del sistema solar. No es la primera vez en
la historia de la ciencia que un apéndice fuera mucho més valioso en
su contenido que el libro al que estaba sujeto.

El gran mérito del concepto de Descartes fue el de combinar
dlgebra y geometria para el enriquecimiento de ambas, pudiendo de
esta manera resolver problemas con mas facilidad que si se hubieran
de hacer con las de las dos por separado. Esta combinacién abri6 ca-
mino al caleulo que Newlon desarrolld, que consiste esencialmente
en la aplicacion del algebra a fendmenos de variacién lenta (como
el movimiento acelerado) que pudieron asi representarse geométri-
camente por distintos tipos de curvas.

Como fuera “andlisis” el sindnimo de algebra que se utilizé des-
de los dias de Vieta, se llamé geometria analitica a la funcién que
Descartes hizo con las dos ramas de las matematicas.

3.7 SITUACION PROBLEMA

Las directivas del 1TM han tomado la iniciativa de reformar la
plazoleta central de Campus Fraternidad, para construir el sistema
solar en el rectdngulo actual (superficie). Como la Gltima 6rbita se
corresponde con Pluton, se desea determinar cudl es la elipse de
menor excenfricidad contenida en esta area, Recordemos que cuan-
to mas se separa la érbita de un cuerpo celeste de la circunferencia
para adquirir la forma ovalada, mayor es su excentricidad.
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3.8 SECCION UNO
3.8.1 LA LINEA RECTA

Antes de dar inicio al estudio de la LINEA RECTA, recuerda:

3.8.1.1 SISTEMA DE COORDEMNADAS RECTANGULARES

Divide el plano cartesiano en cuatro cuadrantes por medio de
dos rectas perpendiculares que se cortan en el punto (0, 0) que es el
origen, asi:

A la recta horizontal se le llama eje “x”, y a la recta vertical

se le Hlama eje “y”.
Los puntos que se

dibujan en este sistema 4

se llaman coordena- cusdanton Cuadrante

das rectangulares de 2

la forma (x, y), donde .

“x” recibe el nombre o %
. . -5 5 -4 -3 -2 -f 1] 1 2 3 4 & ]

de abscisa (variable 4

independiente) y se Cuadrantell Cuadrante IV

ubica en ¢l eje “x™. La 5

“y” recibe el nombre P

de ordenada (variable
dependiente) y se ubi-

ca en el gje “y”, Figugra 3-1

Enel eje x, todos los valores a la derecha del origen son positivos
y a su izquierda son negativos. En el eje 3 todos los valores que se
ubican del origen hacia atriba son positivos y hacia abajo, negativos.

< Conceptos basicos. Unidades didacticas de los profesores espa-
fioles José Antcnio Salgueiro Gonzdalez y Juan Luis Tomé Marqués
(19 escenas interactivas).
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Ubica en el plano cartesiano las siguientes coordenadas
rectangulares:

A. (-2, 5): ubico en el eje x a—2 y subo 5 unidades
B. (4, 0): ubico en ¢l ¢je x 2 4 y no subo nada.

C. (0,-3): ubico en el eje x a 0 y bajo hasta —3.

D. (-2,-7): ubico en el eje x a—2 y bajo hasta 7.
E. (5,-1): ubico en el eje x a 5 y bajo hasta —1.

7
y
€
o 5
4
3
2]
1
T 9 r * x I
3 -2 4 g 1 2 3 4 5
.1 .
-2
-3
-4
-5
-6.
o 7
A
Figura 3-2

HERRAMIENTA

La recta es una sucesion infinita de puntos, Cuando se traza en
el plano cartesiano, se genera a partir de la grafica de una funcién li-
neal, la cual relaciona a dos variables, una llamada independiente “x”

“%_ .33

y la otra llamada dependiente “y”. Se llama dependiente a ia variable

(1)}

y”, porque su existencia depende del valor que tome 1a variable “x”.
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{4 AYUDA2
& Grafica la funcidén y = 3x — 2.

Sohieion

Se debe escoger algunos niimeros que representan a la variable
“x”, para obtener ol valor de la variable y respectivamente, asi;

2 1-11011
S8 |-571-211
2y
El proceso: .
Parax=-2 T . 5] 1 2 'ax‘

y=3(-2)-2=-6~-2=-8 4

Parax=-1
yv=3(-1)-2=—-3-2=-5

Parax=20
}-’=3(0)—-2=0—2=—2

Parax=1
y=3(1)-2=1

FiGUra 3-3

Lo que genera las siguientes coordenadas:

(-2, -8), (1, -5), (0, -2) y (1, 1). Luego se ubican en el plano
cartesiano.

NOTA: Es importante que tengas en cuenta que para graficar
una linea recta basta con obtener dos puntos de ella y luego con una
regla prolongarlos hasta el infinito.
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AYUDA 3
Grafica fa funcion ¥ = —%x +1

Solueion

Se deben escoger dos
nimeros que representen a

la variable “x”, para obte- :
ner dos valores de ¥y”, asi: - 7 5 5 ; \
x {0} 2 +
y| 1
Ficura 3-4
El proceso:
Para x=0

y==(0+1=0+1=1

Parax=2
y=2(@41=-1+1=0

Asi se obtiene las coordenadas (0, 1), (2, 0)

3.8,1.2 DiSTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

1] ,5

Al trazar por el punto A una paralela al ¢je “x” y por B una pa-
ralela al eje “y”, éstas se interceptan en el punto C, deterininando el
triangulo AACB y en el cual se reconoce: AB como la hipotenusa
AC y BC como los catetos. A

Caleulando las medidas de los catetos del triangulo rectangular
en funcion de las coordenadas 1ectaugula1es de los punfos A, B, y

C, se tiene que:

3

E=x2—x1 y E=Y2—}"1
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Vo dher e st onstrs o Bixy¥,)

Yo'¥y

Ay

L7 S— p Clgyed

12'1‘

Xy *2

FIGura 3-5

Utilizando el teorema de Pitagoras en el triangulo A, C y B, se
obtiene:

[4B|* = |BC|? + |AC)?
Al reemplazar las medidas de los catetos se tiene:

4Bl = \/’(}’2 =¥ )P+ (v~ x)?

NOTAS:

1. La distancia entre dos puntos siempre es positiva,

2. El orden en el cual se restan las coordenadas de los puntos A
y B no afecta el valor de las distancias (todo niimero negativo
elevado a una potencia par da positivo).

AYUDA 4
Calcula la distancia entre los puntos A(2,3) y B(-2,-3).

Solucion

Se ubican los puntos en el plano cartesiano, Se asocian los pun-
tos, es decir, A{x,,y,) y B(x,,»,), con X =2y =~2,x,=-2
¥, =—3, finalmente se reemplaza en la formula de distancia entre
dos puntos:

IE! = \/(."2 =y )7+ (v, = xy)?
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Queda

IAB| = /(~3-3)2+ (-2 -2)?
|AB] =364+ 16 = /52

|45} = 7.21 Distancia entre los dos puntos

3] A={(2,3)

B=(2,-3)
-4

FIGURA 3-6

3.8.1.3 PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
Hipétesis

Se consideran dos puntos del plano:
Alxy,y) y B(x,v,).

Tesis

Se define ¢l punto medio de un segmento como

Agthxy Mot
p (Fadta 2t
2 2
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¥
5
° Blx,¥,)
4
1
3
2
Afxpyy)
.
0 X
] 1 ofo 1 2 3 4 13 [ 7 8 g
-1
Ficura 3-7

Halla las coordenadas del punto medio dado por (-2, 3) y
(4> “2)

Solucidn

Se nombran los puntos A(-2, 3} y B4, -2), lucgo
xy=-=2;y =3;x,=4; y, =—2 vy luego se reemplaza en

Ml Ftxe X+,
2 72

(—2+‘1 3 +(—2)) 1
M{——, = M(l,—)
2 2 2

Donde el punto del medio del segmento formado por AF es
M (ig), se puede comprobar que AM = MB, analizando:

= (o= - 5 e o
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— _ z = _ fas43e
AM = ;() +9 = /T*"* j2atae
mzﬁlzw

ra |t

Ahora
- 1 2 - . = J(i_j_ 2')2 + (3)2
ME = [(2-2)) + (-4 2

\t
s 14437 25 {25438 61
M3=J(2 +9 = T+9*J5 N
MB =YL=39

Se concluye que son iguales las distancias, por lo tanto, M si es
el punto medio.

3.8.1.4 DIRECCION Y PENDIENTE DE UN SEGMENTO

B{x,,¥,)

Yoy

Xy L2

FIGURA 3-8
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En la figura, 0 representa la direccion o inclinacién de la recta
respecto al eje de las “x”, La razén entre la longitud |BC|y |AC] se
conoce como pendiente de una recta y se simboliza con la letra m.

desplazamiento dirigido vertical Ay

m = = — donde Ax #+ 0
desplazamiento dirigido horizontal Ax

[BC| _y,— ¥
C] = '\_2 f\_i,con Xo=x;#0
Ao B 1

m =

También se debe establecer una relacién entre la pendiente m y
las razones trigonométricas para tridngulo rectanguio:

¥ =¥y cateto opuesto

;\.2 _ .'1-1

Tané

m=

—_— }, —
"

cateto adyacente
luego m =Tanf . Tan Y(m) = @

» Si mes positivo la recta es creciente a medida que “x” se hace
mas grande.

[ 139 1]

* Si m es negativo la recta es decreciente a medida que “x> se
hace mas pequefia.

HERRAMIENTA

*  Siuna recta es horizontal, entonces y, =y, y su pendiente es 0.

+ Si una recta es vertical, entonces x, =x, y su pendiente es
indefinida.

* Siel dngulo de direccion de la recta es un angulo agudo, su
pendiente es positiva,

+ Si el dngulo a direccién de la recta es un angulo obtuso, su
pendiente es negativa,
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HERRAMIENTA

3.8.1.5 ANGULO DE DIRECCION

Si una recta corta al eje x, se le llama dngulo a direccién (o
de inclinacién) de la recta al angulo € que cumple las siguientes
condiciones:

« & estd formado por la recta y la parte del eje x ubicado a la
derecha del punto donde la recta corta a este eje.

« O es un angulo positivo (medido en sentido contrario del
movimiento de las agujas del reloj) menor de 180°.

AYUDA 6

Halla la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que une
los puntos A(-5, 3) y B(2, -3).

N
<0
&.
<
Fah 4

B=(2,-3) . ...

FiGurA 3-9
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Solucion

Se reemplaza en la formula de la pendiente y se tiene que
A(Xl,)’l) y B(xz, yz), enfonces: :
Yo =y _ -3-3 —6

m= =—=-0.85 .. n=-085
X=X 245 7

I3 - .y v Foo— V
Ahora, para calcular el 4ngulo de direccidn se tiene Tanar =22 2L
Xy X

Tano = —g Luego ¢ =Tan™ (— g) , entonces & = —40.6°

Este angulo sc desplaza en direccion negativa porque rota en el
mismo sentido de las manecillas del reloj. Por lo tanto, para hallar
el dngulo de direccion 8 (obtuso), entonces, su respectivo valor en
forma positiva es:

6=180°-cx 0=180°-40.6°=139.39° .. @=1394°

3.8.1.6 ECUACION DE LA RECTA PUNTO - PENDIENTE

ES

Y

TFiGura 3-10
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Se conoce un punto A(xy,y,) y la pendiente de la recta; se debe
encontrar para cualquier punto B (x, ¥) cual es la relacion matema-
tica existente,

L F
Se debe utilizar la formula pendiente m = =N

X=X
Organizando esta ecuacion de otra forma, se tiene que:
Y=y = m(x— xl)

La cual es la formula de la ecuaci6n de la recta, conocido un
punto de ella y su pendiente.

FY0N '
i4r AYUDA7

Halla la ecuacion de la recta que pasa por (=3, 4) y su
pendiente es 2.

Solucion

El punto conocido (x, »,) = (-3, 4) y la pendiente m = 2,
entonces, sustituyendo en la ecuacion se tiene:

y—4=2x - (-3))
y—4=2x+6
y=2x+6+4
y=2x+10

3.8.1.7 ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

En este caso se conocen dos puntos, mas no se conoce la
pendiente de la recta, entonces se calcula, utilizando la formula

2. — 1 .
m= Ya=h _ k . Se supone que dio un valor de “k”, luego sc escoge
x2 - xt
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Bx,.y,)

. A(X.I,Y.‘} .
1
4] . Xy
2 1 0 1 2 3 a 5 6 7 8 9’
-1
Figura 3-11

cualquiera de los puntos conocidos A o B y la sustituimos en la
ecuaciéon y —y; = m{x — x,), escogiendo el punto A nos queda
v —» = k(x—x;)y aqui tendremos la funcién de Ia recta que
pasa por dos puntos.

AYUDA 8
Halla la ecuacién de la recta que pasa por (-1, 3) y (2, 0).

Soluciéon

Sea 4(-13) y B(2,0)

. 3
Se calcula ta pendiente m = ( 1) ~—~=-1. Luego se escoge

2-
cualquier punto, por cjemplo: A(—1,3)= ( ¥, ), entonces reempla-

zando en la ecuacion de la recta
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(y=r)=mx-x)
(y=3)=-1ly~(-1)
y=—-x-143
y=-x+2

3.8.1.8 ECUACION GENERAL DE UNA RECTA

En cualquiera de las formas que se desarrolle la linea recta, se
puede observar que todas corresponden a una ecuacién de primer
grado en “x” y “y” de la forma general

Ax+By+C=0

De donde se puede deducir la pendiente relacionando los coefi-
. ) A . . C
cientes asi: m = —-—, y suintercepto con ¢l origen b = T ; luego

se puede escribir:

A C
=——x——=> y=mx+b
TR B

AYUDAY

" Dadala ecuacion 5x + 8y — 10 = 0, calcula la pendiente (1) y
la ordenada del intercepto con el eje y (b).

Solucion

Se reconocen los coeficientes 4=5; B=8; C=-10

___19=‘1_0.25; b=_,5_.

mm—é; b=
8 8 8 4 4

Luego se puede escribir y = —g.x + 1
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3.8.1.9 RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

My =y
* Dos rectas son
paralelas si sus
pendientes son .
iguales m, = m, m,
My
Rectas paralelas
FiGura 3-12

>

¥
my

* Dos rectas son
perpendiculares
si el producto de
sus pendientes es ——t —
iguala—1, esde- my « my = -1
cir, m, . m,= 1.

Rectas perpendicutares
Fiaura 3-13

Halla Ia ecuacién de la recta que pasa por (—2,-3) y es
paralela alarecta y=-2x+1.
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Solucidon

La recta dada es y =-2x+1, entonces la pendiente m, =-2
por el criterio de paralelismo m, = ~2.

Se utiliza el punto (-2, —-3) y lo sustituimos en la ecuacién

b]

yY—n =m(x_x1)

y=(=3)=-2(x~(-2))

y+3=-2(x+4)
y=-2x-4-3
y=-2x-17

" %
i AYUDA 11A

Halla la ecuacion de la recta que pasa por (— 2,~3) y es perpen-
diculara y=-2x+1.

Solucidn

La recta dada es y =-2x+1, entonces la pendiente m, =-2,
por el criterio de perpendicular m, = >

Se utiliza el punto (-2, —3) ¥ se sustituye en la ecuacion
y=y =mlx-x)

y=3)=26-(-2)

i 1 1

p+3=—x+2)=—x+=2
) 2( ) S5+

f
p=—x+4+1-3
=3

i
p=—x—2
r73
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Seccion GEOMETRIA ANALITICA en LINEA RECTA,
con aplicaciones en GeoGebra

O3 DESAFIOS ALl

3.8.2 Retos

Verifica la formula M
siguiente construccion: _

Traza un trapecio rectdngulo en un plano cartesiano, de tal
forma que uno de sus lados quede sobre el eje semieje positivo de
las x y verifica una propiedad de la Geometria que dice que: “la
medida de la base media de un trapecio es igual a la semisuma de las
medidas de las bases”. g

X, Yty
2 72

) del punto medio, con la

3.8.3 Retos

1. Se tiene un par de puntos:

Graficalos en un plano de coordenadas.
Determina la distancia entre ellos.
Obtén el punto medio del segmento que los une,

a. (2,1)y4,-3)
b, (6,-2)y(-1,3)
(15 _6) y (_15 _3)
d G,4y(E3,4)

. (5,0 ¥(0,6)

e

e

2. Halla la distancia entre los puntos A(1, 4) y B(6, —8)

RECUERDA QUE: BP, = \/ (=) 2+ (- 1)
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3. Calcula la distancia de los siguientes pares ordenados:
P,(-3,0)y P,(5,0)
P (1,8)yP,(2,0
P (-5,2)yP,(5,4)

4. ¢(Cudl es el valor de x si la distancia entre P(8, -1} y Q(x, 3) es

4107

5. '[.)ibuja y halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos
P(=2,~1)y Q(3, 5). Seffala el angulo de direccién o que se forma
entre ¢l eje positivo de las x y la recta, y resuelve las siguientes
preguntas; |

- a. La pendiente es positiva, negativa, no existe o es cero. ;Por
qué? '
b. ¢Cudl es la ecuacién de la recta?
¢. ;Cudl es el intercepto con el eje 37
d. ;Cuél es el valor del angulo a?

RECUERDA QUE;
Yoo
m= L siempre que Xy # Xi; Y—¥, = m(x—x,)
v\‘2 - ,\'i
}J
m=Tan ¢&¢==

X
6. Calcula la amplitud del dngulo o que forma la recta r con la
direccion positiva del eje x si sabes que pasa por los puntos:
A4, 3),B(-1,4)
C(2.5,2), D(1.5, vV3)
E(/5,2.6), F(vZ, 1.3)
G(3, 8), H(-3.4, 24/2)
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10.

.

12.

13.

14.

15.

16.

Demuestra que el cuadrilatero con vértices P(1, 2), Q4, 4),
R(5, 9) y S(2, 7) es un paralelogramo y que su diagonales se
bisecan entre si.

Traza el rectangulo con vértices A(1, 3), B(5, 3), C(3, 6) vy
D(7, 6) en un plano de coordenadas. Determina el area del
mismo. ' '

Grafica el paralelogramo de vértices A(1, 2), B(5, 2), C(3, 6)
y D(7, 6) en un plano de coordenadas. Determina el area del
mismo.

Grafica los puntos A(0, 1), B(5,0), C(4,3) y D(2,' 3) enun plano
de coordenadas. Traza los segmentos AB, BC, CD Y DA. ;Qué
clase de cuadrilatero es ABCD y cudl es su drea?

Grafica los puntos P(5, 1), Q(0, 6) y R(-5, 1) en un plano de
coordenadas. ;Dénde debe estar el punto S a fin de que el cua-
drilatero PQRS sea un cuadrado? Determina el 4rea de éste.

Demuestra que el tridngulo de vértices A{0, 2), B(-3, -1} v
C(-4, 3) es isdsceles,

Determina el drea del tridngulo de vértices A(-2, 1), B4, Dy
C(7, 4).

Demuestra que el tridngulo de vértices C(-3, -3), D3, D) ¥
E(2, 2) es rectangulo, utilizando el reciproco del teorema de
Pitagoras.

Grafica el paraleldgramo de vértices A(-2, —-1), B4, 2),

C(7, 7) y D(1, 4), obtén los puntos medios de sus diagonales y
concluye que éstas se intersecan en su punto medio.

Halla €l centro y el radio de la circunferencia que pasa por los
puntos D(0, 0), E(1, 7) y F(7, —1). Utiliza sélo el concepto de
distancia entre dos puntos, OD = OF = OF y origen O(x, y).
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7. Prueba que los tridngulos de vértices G(3, 5), H(1, 1), I(~1, 2),

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

25

0

y J(0, 1), K(2, 3), L(4, 2) son rectangulos y congruentes.

Halla la ecuacién candnica y geileral de la recta que pasa por el
punto (-4, 3) y tiene pendiente .

Halla la pendiente m y el intercepto con el eje y de la recta cuya
ecuacion es 2y — 3x = 6.

Demuestra que los puntos (3, 6), (5, 4), (-4, 1) y (-2, -3) son
vértices de un rectangulo. Calcula luego su perimetro, su 4rea y
la longitud de cada una de sus distancias.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, 3) y cum-
ple la condicidn siguiente:

a. Es paralcla a la recta 2x + 37 — 5=0

b. Es perpendicular a la recta 4x + 5y — 20 =0
Halla la distancia d desde:

La recta 8x + 15y — 24 = ¢ al punto (-2, -3)
Larecta 6x — 8y + 5 =0 al punto (-1, 7)

Dado el tridngulo de vértices A(-2, 1), B(5, 4) y C(2, -3), halla
la longitud de la altura correspondiente al vértice Ay el drea del
mismo.

Halla la distancia d del punto de interseccién de las rectas
X+3y—-4=0, 5x-y+6=0alarectadx -y-3=0.

Los puntos A(1, 1), B(5, 3), C(3, 7) y D(-1, 5), tomados en ese
orden, son los vértices de un cuadrado:

a. Halla su area,
b. Halla el centro y el radio de la circunferencia circunserita.
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26.

Dado el triangulo, cuyos vértices son D(-5, -5), E(1,7) y F(5,1):

a. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan p01 sus véitices
'y son paralelas al lado opuesto.
b. Halla las coordenadas del ortocentro.

* ¢. Halla las coordenadas del circuncentro.

27.

28.

29,

30.

Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son; 3x —y — 7 =0,
Xx+y—-5=0y2x—y-—7= 0. Halla las coordenadas de sus
vértices.

Dado el tridngulo de vértices A(-2, 1), B(5,4) y C(E —3), halla
la longitud de la altura correspondiente al vértice A y el area del
mismo.

20+/58

Respuesta: y 20

;Cudl es la ecuacion de la recta perpendicular a la recta
2x — 3y + 7 =0, que pasa por ¢l punto medio del segmento de
ésta comprendido entre los ejes coordenados?

Respuesta: 36x + 24y + 35=0.
Los puntos A(1,—1), B(5,1) y C(1,5) son vértices de un riangulo.

a. Clasifica dicho tridngulo segiin {a longitud de sus lados.

b. Calcula su drea, perimetro y dngulos interiores.

¢. Calcula las coordenadas del circuncentro, del ortocentro y
del baricentro.

d. Halla la ecuacion de la recta de Euler.

Respuestas:

Escaleno

Area=12 u?

Angulos interiores: 45°, 71.6° y 63.4°

Circuncentro: (2,2), ortocentro: (3,1) y baricentro: (—Z—,g)
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3.9 SECCION DOS

, AYUDA 11B. Practica en el DVD en el apartado GeoAnalitica.
" Secciones conicas. Unidad didactica disefiada Eduardo Bar-
belo Corral (8 escenas interactivas).

Curvas conicas. Unidades didacticas de Manuel Sada y Miguel
Angel Cabezon (33 escenas interactivas). Video.

HERRAMIENTAS
Secciones ¢cinicas

Se llama cdnica al conjunto de puntos que forman la interseccidn
de un plano con un cono de revolucién de dos mantos.

La ecuacion representativa de las cdnicas en una de sus formas es:

Ax*+Cy?+Dx+Ey+F=0

En donde los coeficientes A, C, D, E, y F son niimeros reales que de-
terminan el tipo de curva correspondiente que, si existen, tendremos
lalinearecta, la circunferencia, la pardbola, la elipse o una hipérbola.

También es muy comun llamarlas cénicas, porque resultan de un
cono de revolucion al ser cortado por un plano, ya sea oblicuamente
a la base, perpendicularmente a ella o paralelamente a la generatriz.

“ En otros casos, la curva puede presentarse como una recta o un
par de rectas, también puede ser un punto o el conjunto vacio. (Cur-
vas degeneradas).

Si los coeficientes A y C son iguales a cero, es decir: A=C =0,
la grafica es una recta.

Si los coeficientes A y C son diferenfes a cero, es decir A#0 y
C#0.Y se cumple que: A= C # 0. La grafica ser una circunferen-
cia, un punto o el conjunto vacio.

También puede presentarse que uno de los coeficientes de las varia-
bles al cuadrado sea igual a cero, por lo que la grfica de la curva serd
una pardbola, una linea recta, dos lineas rectas o un conjunto vacio.

Si se cumple que el producto de los coeficientes Ay C es un re-
sultado mayor que cero, la grafica representard una elipse, un punto
0 un conjunito vacio. Es decir que: (A) (C) >0.
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Cuando el producto de los coeficientes A y C es un resultado
menor que cero, la grafica es una hipérbola o dos lineas rectas que
se infersecan.

Si se considera el término Bxy, su forma general seria:

AX* +Bxy +Cy* +Dx +Ey +F=0

El término Bxy aparece solamente cuando la curva tiene sus
ejes inclinados con respecto a los ¢jes cartesianos.

3.9.17 LA CIRCUNFERENCIA

De las cuatro curvas conicas, la circunferencia es la mas simple
y geométricamente se describe como la interseccién de un cono rec-
to circular y un plano paralelo a la base del cono. También se puede
describir como la seccién perpendicular al eje de simetria, de una
superficie conica o cilindrica.

HERRAMIENTA

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos de
un plano que equidistan (estdn a igual distancia) de un punto fijo lla-
mado centro. Esta distancia se denomina radio. Sé6lo posee longitud.

3.9.1.1 ECUACION DE UNA CIRCUNFERENCIA DE CENTRO {0, 0)

La ecuacién de una circunferencia de centro (0, 0) es:
x4 yi=p7

3.9.1.2 ECUACION GENERALIZADA DE UNA CIRCUNFERENCIA DE CENTRO (h, k)

Para deducir la ecuaciéon de esta curva, cuyas caracteristicas
geométricas son bien conocidas, se supone que el centro es el punto
C(h, k) y que el radio (r) es una constante a, como se muestra en la
figura siguiente:
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M{x,y)

Ficura 3-14

Sea M(x, y) un punto cualquiera de la circunferencia con centro
en C(h, k) y radio igual a r. Por definicidn, el radio (r) es una cons-
tante, por lo que la condicion de movimicnto de M es:

MC = constante = r

Aplicando la fornla de la distancia entre dos puntos, tenemos:

MC = (x—h) +(y—kY

Como MC =r setiene: r= \/(Jl ~hY +{y-k)

- Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, nos
queda:

(x=h)’+(y=-kY=r*

Esta es la ecuacién generalizada de la circunferencia, cotres-
pondiente a una ecuacién cartesiana, cuyos parametros, ademéas del
radio r son la abscisa h y la ordenada k del centro, cuyas coordena-
das deben tomarse siempre con signo contrario al que tenga en
la ecuacion,
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AYUDA 12

En el caso de la circunferencia (x—3)° + (y + 2)° = 36, se tiene
que h=3,k=-2y r? =36, Por lo tanto, su centro es: C 3,-2)y
Radio = 6.

{3+ AYUDA 13

Encuentra la ecuacion de la circunferencia con centro en (5, 2)
y radio igual a 4.

Solucién

De acuerdo con los datos: h=5, k=2 y r=4,.
Sustituyendo en la ecuacion (1) estos valores, se tiene
(x=5)* +(y~2)" = 36, que es la ecuacién canénica o basica,

Encuentra la ecuacién de la circunferencia con centro en (-3,
4) y radio igual a 5.

Solucion

De acuerdo con el enunciado: h=-3, k=4y r=35,

Segin la ecuacion (1), sustituyendo estos valores tenemos
(x+3) +(y—4) =25,

‘La posicidn y tamaifio de la circunferencia depende de las tres
constantes arbitrarias h, k y r.

3.9.1.3 ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA

En muchos casos se presenta la ecuacion general de la circun-
ferencia, en cuyo caso interesa identificarla y poder determinar su
centro y su radio,
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(x—h)Y +(y—Kk)* =
Efectuando los productos notables en la ecuacion candnica (1),
se concluye que: '

X2+ By —2ky 4k -1t =0

Dado que:—24,-2k v (h* +k* —r?)son constanies, se puede
escribir fa ecuacién como:

X+y+Dx+Ey+F=0 (@)
Endonde: D=-2h E==2k F=+k* =2

Entonces, conociendo los valores de D, £y F, se pueden en-
contrar las coordenadas del centro y la longitud del radio de una
circunferencia.

Andlisis de la ecuacion

Las observaciones que se pueden hacer son las siguientes:

1. Una ecuacion con dos variables de segundo grado representa
uha circunferencia, si los coeficientes de x* y y? son iguales y
del mismo signo. También se puede presentar una degeneracion
de ella.

2. Sila ecuacidn contiene términos de primer grado, el cenfro esta
fuera del origen. Si a la ecuacion le falta uno de los términos de
primer grado, el centro esta sobre el e¢je del sistema de nombre
distinto al término faltante. Si le falta el término en x, el centro
esta sobre el eje y o viceversa.

3. Silaecuacion no tiene término independiente, la crrcszerencza
pasa por ¢l origen.
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4. Laecuacion no presenta términos en x, y; toda la circunferencia
tiene una ecuacién de la forma x” + y*+ Dx + Ey + F'=0; sin
embargo, no toda circunferencia de esta forma representa una
circunferencia.

Si trata de determinar el cenfro y el radio a partir de la ecuacion,
se debe transformar en su forma candnica, en la que intervienen
binomios al cuadrado y a la que se llega completando trinomios
cuadrados perfectos en x y y, como se muestia en las ayudas
siguientes:

DESAFIOS A2.1,A2.2

Encuentra el ceniro y el radio de la circunferencia cuya ecua-
cion es: 9x2 + 9y 2 — 12x + 36y — 104 = 0. Traza la circunferencia.

Solueién

Se ordena y se completan los trinomios cuadrados perfectos en
X'y y, obteniendo:

Ox? —12X)+ 9y +36y)-104=0

Ox> —120)+ (9% +36y)—104 =0
9(3-2 —19%3)4—9()'2 +4y)-104=0

9(x2 —%x) +9(y2 +4y)-104=0

9[):2 —5}1--+g)+9(y2 +4y+4)-4-36-104=0
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'
A L2 T N -1 N

N

01, 2 3 4\ 5 & 7 B
A

Figura 3-15

9(,1- _ %) +9(y12) =144
9{(%) s 2)2} 144
(_x--%)ﬂ(yu)z 16

. . 2
Comparando con la ecuacién (1), sc tiene que: /i = 3 k=-2

y r=4; por lo tanto el centro de la circunferencia y el radio estan
dados por C @ ,—2); r=4.

Encuentra el centro y el radio de la circunferencia dados por la
ecuacion: 4x? +4y? +4x+4y -2 =1,
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Solucidn

Ordenando y completando trinomios cuadrados perfectos en
Xy ), setiene:

20257+ 297 + 2x+ 2y 1)=0
Cx?+2X)+ 2y 429y~ 1 =0
2x?x)r 26 +3)-1=0

x|z y"'+y+£ B S
4 4 2 2

b

b

-

+
00 |
p—

+

b
e
e

+
ho |y
S

1l

b

Por o tanto, el centro y el radio de la circunferencia son
respectivamente: '

* Encuentra el centro y el radio de la circunferencia representada
por la ecuacidén: x*+y?— 16x+ 2y + 65 =0,
Solucion
Ordenando y completando trinomios cuadrados perfectos en
Xy y, se obtiene:
(22 —16x) +(y* +2y)+65=0
(x? =163 +64)+(y2 +2y +1)~ 64~ 1465=0
(,\'—8)2 +(y+1Y =0
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Por lo tanto, el centro y el radio de la circunferencia son res-
pectivamente:

C8,~1%r=0

Como el radio es cero, la circunferencia se reduce a un punfo
del plano cartesiano que representa el mismo centro.,

Determina la ecuacion de una circunferencia que pasa por
P(1, 0), sabiendo que es concéntrica a la representada por la ecua-
cion: x> +y* —2x -8y + 13 =0,

Solucion

La ecuacion debe tener la forma de la ecuacion dada por la for-
mula (1), debiendo ser las coordenadas h y k de centro, las mismas
de la circunferencia dada, para lo cual debes hallar su ecuacion
cartesiana.

Ordenando y completando trinomios cuadrados perfectos en
Xy p, setiene

(2 — 2y’ —8y)+13=0

(¥ —2x+ 1)+ (3? 8y +16)-1-16+13=0

(x=1) +(y~4) =4

De la expresion anferior se deduce que el centro es C(1, 4),
esdeci, h=1y k=4y r=2.

El radio r de la circunferencia buscada se calcula como la
distancia del punto P al centro C.

r=PC=(1-17 +(0-4) =4
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Por lo tanto, r> = 16. Sustituyendo este valor y los de A, &
en la formula (1), se encuentra Ia ecuacién de la circunferencia
(x—1)° +{y—4) = 16.

AYUDA 19

El didmetro de una circunferencia es el segmento de la recta
definida por los puntos: D(-8, —2) y E(4, 6). Obtén la ecuacién de
dicha circunferencia,

Solucion

La forma de la ecuacion es la de la formula (1). El centro es el
punto medio del didmetro, cuyas coordenadas se obtienen aplicando
las férmulas para el punto medio de un segmento, en este caso DE:

_ Xty :—8+4:

h =2
2 2 '

k:y‘ +7, :—2+6=2
2 2

Por lo tanto, el centro es C(-2, 2). El radio es la distancia del
centro C a cualquiera de los extremos del didmetro, es decir:

r=yJ(~2-4F +(2-6) =\36416 =52 - 2= 52

La ccuacién de la circunferencia pedida es

(x+2) +(y-2) =52.

AYUDA 20A

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
A(2,-2), B(8,4) y C(6, 0). Encuentra las coordenadas del centro y
el radio.
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Sohucidon

PostuLabpo

Por tres puntos no alineados pasa siempre una circunferencia.

Autor: L. Bolyai,

Recuerda que: Dados tres puntos de una circunferencia, tam-
bién es posible encontrar la ecuacioén acudiendo a la forma general
x*+y?+ Dx + Ey + F = 0, sustituyendo “x” y “y” en cada caso, para
establecer un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones con tres va-

riables D, Ey F.

Su ecuacion es la forma x* +y? + Dx+ Ey + F=0
HallaD,EyF _

¢+ ComoA(2,-2)e C,setiene8+2D-2E+F=0. (1)
+ ComoB(8,4)eC,entonces 80+ 8D +4E+F=0 (2)
¢+ Como C(9,3)eC, luego 36 +6D +F =0 3

El sistema de ecuaciones (1), (2), (3) se puede escribir asf:

2D-2E+F=-8
8D +4E+F=-80
6D + F=-36

Luego la ecuacion de seria: (x — 1) +(y — 5)? = 50.

Asi que la circunferencia C circunscrita al tridngulo ABC tiene

centro en (1, 5) y radio v/50.

3.9.2 ReT0s

1.

a. C(0,0),r =1 b.CO00,r=v2 ¢ C(0.0)r=,
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2. Halla la ecuacidn de cada una de las circunferencias que satisfa-
ce las condiciones dadas:

a.
b.

C.

C(-3,-4),r=5
3 1

C(I’ — 5), r=7

C(v2,3),r=4

3. Determina el centro y el radio de la circunferencia que satisface
la ecuacion dada:

e T

x2+y?=25
xX*+y’+6x=0
x2+y?—4x + 6y =0
X2 +y? - 10x+22=0

4. Resuelve los siguientes problemas:

a.

Determina si el punto P(1, —2) pertenece a la circunferencia
cuya ecuacién es (x — 1> + (y +2)? =9,

Halla la ecuacién de la circunferencia con su centro en
C(3, 1} y es tangente al eje x.

Sefiala la ecuacion de la circunferencia con centro en (-1, 2),
que es tangente al eje y..

. Halla la ecuacién de la circunferencia tangente a ambos ejes,

cuyo cenfro esta en el primer cuadrante y su radio es 2,

Encuentra la ecuacion de la circunferencia, que tiene como
puntos extremos de un diametro P (2, -2) y P,(2, 2).

Halla la ecuacion para la circunferencia que pasa por los
puntos:

a. P(0,0), Q(3,6), y R(7,0)
b. M4, —4), N(0,-7), L(-2,-3)
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5. “Toda recta tangente a una circunferencia es perpendicu-
lar al radio trazado al punto de tangencia”. PROPIEDAD DE
LA CIRCUNFERENCIA. Si el centro de una circunferencia es
(0, =2) y es tangente a la recta 5x - 12y + 2 = 0, jcudl es su
ecuacion general?

RECUERDA QUE:

Di 2 d d |A,\',+By,+C|
istancia de un punto aunareciad = ———————
P \[ A2 1 B!

6. Halla la ccuacién del diametro de la circunferencia x? + y2 +
4x — 6y — 17 =0, que es perpendicular a la recta Sx + 2y — 13 =0,

7. Determina Ja relacién de posicién entre la circunferencia y la
recta dada (recta tangente, secante o exterior a la circunferen-
cia): (x — 1)+ (y — 1)>=1; y =2x+4. Construye la grafica.

8. Halla la ecuacién de la circunferencia en forma candnica.
Encuentra el centro y el radio:

Xty o2 — 6y —6=10
X*—6x +4dy + 9+ y2=0
4524+ 4y?—8x + 24y + 32 =0
Py +dx+ 8y +11=0

a0 o=

o

2x2+gy2 =16
3 3

9. Determinasi la gréfica de cada una de las ecuaciones siguientes
es una circunferencia, un punto o el conjunto vacfo:

X2+ y +4x+4=0

a.
b, X*+y’+4x+4y+9=0
c. X2+y+2x-2y—-39=0
d. x*+y’+6x—-4y+18=0
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10. Halla la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo
cuyos vértices son A(-4,-3), B(--1, -7) y C(0, 0),

RECUERDA QUE:

El centro de una circunferencia circunscrita en un tridngulo es
el punto de corte de las mediatrices de los lados de un tridngulo.

Dados tres puntos de una circunferencia, también es posible
encontrar la ecuacion acudiendo a la forma general x?+ y2+ Dx +
Ey +F=0, sustituyendo x y y en cada caso, para establecer un sis-
tema de ecuaciones de tres ecuaciones con tres variables D, E y F,

11. Halla la ecuacion de la circunferencia circunscrita al trianguio
cuyos lados estan representados por las ecuaciones lincales:

a xty=38
b. 2x+y=14
Ce Ixty=22

12. Los puntos A(0, 2), B(3, 0), C(5, 3) y D(2, 5) son los vértices de
un cuadrado. Escribe la ecuacion de la circunferencia inscrita
en dicho cuadrado.

13. Encuenira el punto de 111telseccmn de las siguientes ecuacmnes,

si existe, y construye su respectiva grafica:

a. xX’+y’—-4y-14=0; x+y-8=0
b. x—-3P+(y-2?=9; x—-y+2=0
c. X’+y?—8x—-4y-38=0;7x+3y-34=0

3.10 SECCIONTRES

(R
@ AYUDA 20B
" Practica en el DVD en el apar tado GeoAnalltlca

Problemas de la elipse. Unidad didactica de Javier de la
Escosura Caballero (12 escenas interactivas).
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3.10.1 LA ELIPSE

Ficura 3-16

Una ELIPSE es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que la suma de las distancias a dos puntos fijos de ese plano llama-
dos focos es constante, y mayor que la distancia entre ellos.

Sean /', y F, dos puntos del plano y sea d una constante
mayor que la distancia F, F,. Un punto “p” pertenece a la elipse
de focos I, y F,, entonces: F,p + F,p=d=2a, donde “a” es ¢l
semieje mayor de la elipse.

3.10.1.1 ELEMENTOS DE LA ELIPSE
Los elementos bdsicos de una elipse son los siguientes:

1. FOCOS: Son los puntos fijos F¥, y F,

2. EIE FOCAL: Es la recta que pasa por los focos de la elipse,
|F, F)| =

3. VERTICES: Son los puntos ¥, y ¥, donde la elipse corta al ¢je
focal.
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Yy Eje mayor L Vs

Elo focat TE .

Eje menor

Ficura 3-17

EJE MAYOR: Es el segmento cuyos extremos son V, y V,. De

acuerdo con la definicién de elipse se cumple que |V, V| = 2a.

CENTRO: Es el punto medio del segmento V, V, y tambien pun-
to medio del segmento ¥, F,. Lo denotamos por c.

EJE MENOR: Es el segmento B, B, = 2b perpendicular al eje ma-
yor y que pasa por el centro.

DISTANCIA FOCAL: Es la distancia entre los dos focos y se deno-

ta por 2¢, es decir, [F,F,] = 2c.

Pix,y)

. K - V2 |
& >

FIGURA 3-18

-
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3.10.1.2 ECUACION DE LA ELIPSE

Para deducir la ecuacion de la elipse se traza un sistema de co-

ordenadas en el plano de la curva de tal modo que el origen coincida

con

el centro y el eje focal coincida con uno de los eje coordenados

(por ejemplo, en el eje x como en la figura anterior).

DEDUCCION

Si P(x, y) es un punto cualquiera de la elipse y se aplica la defi-

nicién nos queda |PF| + |PF,] = 2a.

En donde o es una constante positiva mayor que c.

Pero: IPR] =G+ y  IPRl= V&= +y?
Luego: V(& +)2+y? +/(x — c)? ¥y =2a

Por lo tanto: V(X +¢)?+y? = 2a = —f(x - )* + ¥?: elevando

al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, se obtiene:

(c+ )2+ y? —4aJ(x F 02 + ¥2 + 4a® = (x — ¢)? +y2 enfonces

desarrollando y cancelando y? se obtiene:

por

¥ 4+ 2cx+ 2 —daf(x +0)? +y?2 + 40 = x% — 2cx + ¢2;
lo tanto, cancelando x? y ¢? y agrupando 2¢x: dex + 4a? =

4a./(x +c)? + y?

Dividiendo por 4 y elevando al cuadrado:

(cx +a*)? = (af(x + )2 +y?)?

Zx? + 2a’cx + @t = a?(c? + 2cx + x? +y?)
' +2d%ex+at =a’ct 4 2atcx+a’ s +aty?
at —~a*c? = a?x? — ¢%x? + a?y?
a2(a? — ¢?) = x2(a? — ¢2) + a?y”
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Dividiendo ambos miembros de la ultima ecuacion por &’(a’—c?),

se obtiene:

2 2

Xy ¥y
a? (a2 -c?)

1=
Ademds, en la siguiente figura puede observarse que:

i

By

B A
] Va x
& >

Figura 3-19

b’ +c?=a® o b* =a® —c?; asi queda finalmente: —2+;—2= 1.
a

TrOREMA

La ecuacién de una ELIPSE cuyos focos son I)(~c, 0) y F, (¢ 0),
y en la cual 2a es ia suma de las distancias de un punto cuaiqmela
P de la elipse a los focos es:

2
el
a b
Donde b es un niimero positivo, tal que: 5 = a’ - ¢,
JATENCION!

En forma similar se puede demostrar que si los focos de la elip-
se son los puntos F,(0, —¢) y F,(0, ¢), es decir, ¢l eje focal coincide
con el eje y, entonces la ecuacion es:
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2 2 -
X
_2+12...:1, donde b es
b* a
- unt numero positivo, tal que:

R L L T Pt

P =a-c

Ficura 3-20

3.10,1.3 EXCENTRICIDAD DE LA ELIPSE (e)

La exceniricidad de la elipse es un nimero que mide el mayor
0 menor achatamiento de la elipse, y es igual al cociente entre su
semidistancia focal y su semieje mayor.

@ AYUDA 21

o

Sic=0 yb=a=2 2

Ficura 3-21
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Una excentricidad baja indica que la elipse es muy parecida a
una circunferencia.

Ficura 3-22

Una excentricidad alta corresponde a una curva muy achatada.

Ficura 3-23
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El dltimo caso serfa si ¢ =a, entonces b =0, luego e=1.

o
3
. 2
Si e===1
]
F1 Fy
—a — 0 o—>
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )
-1
.2 1
-3
Figura 3-24
OBSERVACIONES
);2 y2
1. Tanto en la ecuacién '—2+b—2x1, como en la ecuacion
4]

272

2 2

" 4 . . '
"é. + }_2 = 1 intervienen las cantidades a, b y ¢ que representan:
b* a

+ a, la distancia del centro al vértice
+ b, la distancia del centro al extremo del eje menor
+ ¢, la distancia del centro del foco

El valor de “a” siempre es mayor que el valor “b”.

. . ., xz 2
Si se escribe la ecuacion en la forma: ” + y? =1
Se tiene que:

+ A= B, representa una circunferencia,
« A>B, representa una elipse horizontal.
+ A<B, representa una elipse vertical.
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3.10.1.4 ECUACION DE UNA ELIPSE DE CENTRO c (h, k)

Para hallar la ecuacidn de la elipse horizontal con centro C(h, k):
AT AT
{(x 2]:) 4 O bzk) 1
o
Para hallar la ecuacion de la elipse vertical con centro C(h, k):

. 2 _ 2
Gony | ook
[£4

Si se desarrolla la ecuacion candnica:

2 Ry
(xa;l) +(yb;{) =1, se obtiene:

b*(x—h)*+a?(y—-k)? _ 1
a2p? o

b2(x? — 2hx + h®) + a*(y* — 2ky + k*) = a®b? _
b2x2 — 2b%hx + h2h2 +.azy2 - Zdzky +a?k? — a?h? - 0
b2x? + a?y? — 2b%hx — 2a2ky + b2h? + a?k? — a?h? =0
A= k?

B = No existe, porque no hay término xy

C=a*
D = -2h%h
E = —2a%k

F = b%h? + a?k? — a?b?
Se obtiene entonces la forma
Ax2+ Cy? +Dx+Ey+F=0

A#CyA.C>0
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3.10.1.5 LADO RECTO DE UNA ELIPSE (LATUS RECTUM)

4

Ficura 3-25

Para determinar la longitud del lado recto LR de la elipse
.2 ,2

de ecuacion: %“4*’;—2 1, basta con hallar la ordenada del punto
L, (¢, y) y duplicar su valor. Como L, (¢, y) pertenece a la elipse,

entonces se despeja a de la ecuacion, asumiendo que x = c.

2,2
LY

+BE— 1 b%c? + a2 y = g?h?

2 a2b2_b262
=T

2 _ b¥@’=c?)
=

y = i§1/a2 —c?
= +2Vb?

y

2z
y = +— fuego la cuerda completa es: LR = 22
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Dada la ecuacion 25x? + 16y” = 400, encuentra: las coordena-
das de los extremos del eje menor, las coordenadas de los focos y
ademas, dibuja la grafica.

Solucion

Se escribe la ecuacion en la forma:

i let s 5 1
— — T 0 —_— _—I
a’  b?
Se divide a ambos lados de la ecuacion por el término indepen-

diente y asi se obtiene:

25 , 16 , 400

— ey =
200~ T100”" T 100

LI
16 ' 25
Esta ecuacion corresponde a una elipse vertical, porque al escri-
birla en la forma candnica, el mayor denominador corresponde a la
variable y, por lo tanto:

b*=25= h=5
ad=16 =2 a=4
c2=25-16=9 = ¢=3

De esta forma: ¥,(0, -5), ¥(0, 5) son los vértices B, (-4, 0),
B (4, 0) son los extremos del semieje menor. (0, 3) y F,(0, 3) son
los focos.

La grafica es la de una elipse con centro en el origen y focos
sobre el eje y.
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V,(0,5)

4 F2003)

B,{-4,0) 532(4.0)\

1F;0.3)

V,(0,-5)

Ficura 3-26

= AYUDA 26
Encuentra la ecuacion de una elipse centrada en el origen,

cuyos focos son los puntos /7,(-2, 0), F(2, 0) y vértices los puntos
V(=5,0), (5, 0).

Solucidon

De acuerdo con los datos del problema a= 3, ¢ = 2, de donde se
obtiene que el valor b es: b?=a? — ¢,
b2=25-4,b2=21 & b=+21

xz 2

Sia=05, b=+21, entonceslaecuacién es: - + 32"’—1 =1
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FIGURraA 3-27

AYUDA 27

Encuentra la ecuacion de una elipse centrada en el origen,
cuyos focos son fos puntos (0, -3), (0, 3), y vértices los puntos
]7;(05 _7)5 ]72(05 7)'

Solucion

De acuerdo con los datos del problema ¢ = 7, ¢ =3, de donde
se obtiene el valor b;

b*=a’—c* » b>=49-9; porlotanto b? =40 ~ b= 2V10

Si a=5, b=2J10, entonces la ecuacién es: :— +==1

° AYUDA28

Halla la ecuacion de la elipse con centro C{(—2, 3), un vértice
en V( ~2,7) y un foco en £ (-2, 6).
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Solucién
De acuerdo con los datos: h=-2, k=3,
c=|CF|=3 a=|CV]]=4 Porlotanto el valorde b;
bPP=a?—c,;=b,=16—-9 =72 b =17

Como el eje focal es vertical, dado que h es constante en 7 Y F,
entonces la ecuacion de la elipse es de la forma:

(x — h)? N O —k)?_

h2 a2 1

Reemplazando los valores 4, & « y b, en dicha ecuacion, se
obtiene:

2 — 2
(+2) (y=3)

1
7 16
La grafica de la elipse es la siguiente:
y
L2,
By(-2.64,3) 4(0.64,3)

+B

Nl

Ficura 3-28
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" Determina el centro, los semiejes, los vértices y los focos de la
elipse cuya ecuacion es 25x% + 9y? — 50x + 36y — 164 = 0.

Solucion
(25x% — 50x) + (9 + 36y) = 164

Se saca factor comiin y asi: 25(x* —2x) + 9/ + 4y) = 164
25(x-2x+ 1 -1+ 907 +4y+4-4)=164

Se completan trinomios cuadrados perfectos:
25(x2 = 2x + 1)+ 902 + 4y + 4) = 164 + 25(1) + 9(4)
25(x — 1) +9(y +2)* =225

Dividiendo ambos miembros de la ecuacioén por 225, se obtiene:

(1?2
9 25

De Ia ecuacion se deduce:
b=3 a=5; dedondec®?=a®—b? c*=25-9c? =16 «» ¢c=4

Por tanto, el centro es el punto C(1, --2), el semieje menor mide
3 y el semieje mayor 5 unidades, los vértices son:

Vil k+a) = {1,-24+5) = (1,3)
Vilhk—a)=(1,-2-5)=(1,-7)

Los focos son F (1, 2), F(1, ~6); los extremos del semieje
menor son los puntos B,(-2, -2), B,(4, -2).

279

GNOMON - ELIME



o
-

Figura 3-29

AYUDA 30

)
25
@
A5,
U
&

Determina si el lugar geoméirico correspondiente a la ecuacion:
9x% + 4y? — 36x — 8y + 76 = 0 es 0 no una elipse.

Solucién
Agrupando variables, se obtiene: (9x* — 36x) + (4)? — 8y) = -76.
Se saca factor comin y asi: (9% —4x) +4(2 - 2))=-76
Se completan trinomios cuadrados perfectos:

9 —dx —d) + 4(y? — 2y + 1) = =76 + 9(4) + 4(1)
O —2) +4 (y— 1)*=-36

Por lo tanto el lugar geométrico es el conjunto vacio, ya que
suma de cuadrados nunca es negativa en el conjunto de los niimeros
reales,
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a Encuentra una ecuacion de la elipse pala la cual los focos
estan en (-8, 2) y (4, 2) y la excentricidad es § Haz un dibujo de
la elipse.

Solucién

La distancia entre los focos es 12; por lo tanto “¢” =6 y

_¢c_2 6 2 ~6.3-9

=a=9;= a?=b2+c; = 8§1=02+36; = b=/45=6.8

2 22
Ecuacidén de la elipse— (x+2) + -2 =]

81 45
Nyt o
a? h2
by =
a=9 b=6.8
T
B2(-288) |

BI(2:48) |
E

Figura 3-30
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5(x+2)? n 9(y-2)* _ 405
405 405 405

= 5(x2+4x +4) + 9 (y-dy+d) = 405
= 5x%++ 20x + 20 + 9y? 36y + 36 = 405
5x%7+ 9y + 20x — 36y + 369 =0

3.10.2 Retos

1. Completa la siguiente tabla y grafica cada una de las elipses
dadas:

Ecuacién Vértice Focos Lado mayor | Lado menor
4x2+ 9y?=36
0%+ 4y?= 36
25x*+ 16y2= 400
42 +y’= 16

2. Halla Ia ecuacion de la elipse que pasa por el punto (3, 1) y tiene
sus focos en (4, 0) y (-4, 0).

3. Halla la ecuacién reducida de 1a elipse que verifica:

a. pasa por (25, 0) y la distancia semifocal es 7.
b. pasa por (4, 1) y por (0, 3).

4. Determina el centro, los vértices, los focos y dibuja la elipse que
tiene por ecuacion: dx? + y?-16x + 2y + 13 =0,

5. Contesta verdadero o falso y por qué:

a. Laecuacion x” +y* = 0 representa una elipse.

b. Cuanta mas pequefia es la excentricidad de una elipse mas
cerca esta de la forma circular.

c. Laelipse 6x? + 4y = 24 {iene sus focos en el eje de abscisas.
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10,

2 2
Enlaelipse 2= 4L = 1, scudl es 1a longitud de la cuerda para-
lela al eje menor que divide al semieje “a” en dos partes ignales?

Encuentra las coordenadas del centro, focos, eje menor y vér-
tices, longitud eje mayor y menor, distancia focal y grafica la
ecuacion: 25x2 + 9 y? — 200x + 90y + 400 = 0.

Encuentra las coordenadas del centro, focos, eje menor y vér-
iices, longitud eje mayor y menor, distancia focal y grafica la
ecuacion: 4x* + y2 + 8x — 16y + 64 = 0.

Encuentra las coordenadas del centro, focos, eje menor y vérti-
ces, longitud eje mayor y menor, el lado recto, distancia focal y
grafica la ecuacion; 2x* + 5y? + 8x 20y +18 =0,

Obtén la ecuacion de la elipse cuyos vértices se localizan en
(-3, 9y (-5, Dy lalongitud de su lado recto es igual a 3 unidades.

Respuesta: 15x%+ 6y*+ 160x — 60y + 454 = 0,

PROBLEMAS DE APLICACION

L.

El arco de un puente tiene forma de semielipse con ¢l ¢je mayor -
horizontal de longitud 12 m y altura del arco sobre el agua al
centro 4 m. Calcula la altura del arco en un punto a 2 m de uno
de los extremos del arco.

La 6rbita eliptica del cometa Halley tiene una excentricidad
e = (,967. Lo méas cerca que llega al Sol es 0,587 UA (Uni-
dad Astronomica). Calcula la distancia maxima entre el Sol y
el cometa,

a+ ¢ = afelio a— ¢ = perihelio

La o6rbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos estd
el Sol. Si se sabe que el semieje mayor de la elipse es 148.5
millones de kilometros y que la excentricidad vale 0.017, halla
la maxima y la minima distancia de la Tierra al Sol.
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4.

284

Con base en la siguiente informacidn, construye la respectiva
grafica y demuestra la ecuacion de la elipse de C(0,0) y eje ma-
yor sobre el eje x.

Supdngase que nos p!anzfean 2el problema de construir la elipse
J;‘

. x
de ecuacion dada por —: +ﬁ[;3~ =l,cona>b.
a

Se trazan los llamados circulos directores, que son circulos con-
céntricos, con centro en 0, uno de radio 04 = ¢ y el otro de
radio OB = b.

Se traza luego un rayo cualquiera con origen en 0, el cual in-
tercepta a los circulos en los puntos S y N. Por estos puntos, se
trazan paralelas a los ejes x y ), respectivamente, las cuales se
cortan en el punto M(x_, y_).

Se puede afirmar que el punto M estd en la elipse de ecuacion

2 2
X ’
En efecto, demuestra que -+ lll;— =1.
a b
Dada la siguiente gréafica, obtén la ecuacién de la circunferen-
cia y de la elipse. Halla los puntos de interseccion entre las dos
curvas.

Figura 3-31
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#0O4 DESAFIO A3.1

3.11  SECCION CUATRO

3.11.1 LA PARABOLA

Una PARABOLA e¢s el lugar geométrico de los puntos de un
plano que equidistan (igual distancia) de un punto fijo llamado foco
(F), y de una recta fija llamada directriz (D), ambos contenidos en
el mismo plano.

Los puntosA,B,C,DyE pertenécen a la pardbola, ya que:

AF|=[aa. 57| = 551, [c7]=[cc

o7} -1 7|

F{foco)
A E
B D
C —
A B 'c' j D JE
Figura 3-32
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3.11.1.1 ELEMENTOS DE LA PARABOLA
Los elementos basicos de una pardbola son los siguientes:

1. Foco (F): es el punto fijo mencionado en la definicién.

2, Directriz (D): es la recta fija mencionada en la definicion.
Eje focal: es una recta que pasa por el foco y es perpendicular a
la directriz.

4. Vértice: Es el punto donde el eje focal corta la parabola.

Distancia focal; es la distancia dirigida del vértice al foco y del
vértice a la directriz, se denota por p.

6. Lado recto: es un segmento perpendicular al eje focal, que pasa
por el foco (F), cuyos extremos son dos puntos de la parabola.

Eje focal
F{foco)}
1
A | B
1
Py
i
|
! V{vértice)
P i
i
|
1 nl Directriz .

TFicura 3-33

3.11.1.2 ECUACION DE LA PARABOLA

Considérese la pardbola cuyo vértice es (0, 0) y cuyo eje coincide
con el gje x.
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A

“Fifoco)

Directriz

Ficura 3-34

A continuacién se determinan las coordenadas de los puntos P,
F y el punio sobre la directriz (véase figura).

Y
¥=-p
Al-p.y) /
o /\ (x.y)
B F(p.0) ’
Dirgctriz
Figura 3-35
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Como Pesun punto de la palabola debe cumplirse que !PA' !PFI
Por definicion de la parabola PA L D.

Donde D es la directriz, A es un punto sobre la directriz y ade-
mas Iﬁl:]z 2R EV'xIV_Fl:[p], ya que la distancia del punto al foco
es igual a la distancia del foco a la direciriz.

Donde V es el vértice de la parabola y B el punto donde se corta
el eje focal con la directriz.

Las coordenadas de P son (x, y), por ser un punto cualquiera de
la curva. Las coordenadas de A son (—p, y). Finalmente, se aplica la
definicion de parabola, segiin la cual la distancia de P a la directriz
es igual a la distancia de P al foco, es decir:

=P
Aplicando la definicién de distancia entre dos puntos, se tiene:
|= V= pY +(y=0F y [PA)= s+ pF +(y— )
Luego, sustituyendo los resultados anteriores en (1), se obtiene:
Jo=py +5* = f(x+ p)

Elevando a ambos lados de la ecuacién al cuadrado, se obtiene:

PF

(= pF +3* =(x+p)
x%— 2xp+ p*+ y¥= x¥ 4+ 2xp + p®
¥ =4px

Esta tltima ecuaci6n es la “forma canénica” para la ecuacion de
una parabola con foco F{(p, 0) y directriz x = —p.
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TrOREMA

La ecuacidn 3* = 4px corresponde a una pardbola con las
siguientes caracteristicas:

* Sueje focal coincide con ¢l eje x.

+  Su vértice es el origen (0, 0).

+ [sta abierta hacia la derecha cuando p > 0.

» Las coordenadas del foco son (p, 0).

» Laecuacion de la directrizes x = —p.

Despejando “y” de la anterior ecuacion, se obtiene y= +2./px,
por lo tanto:

+ x 2 0sip >0, encuyo caso la parabola se abre hacia la derecha.

» x < 0sip <0 ylapardbola se abre hacia la izquierda.

En forma similar se puede verificar que la ecuacién de una pa-
rabola con vértice (0, 0) y eje focal el eje y es x? = 4py, donde ¢l
foco es el punto F(0, p); la directriz es larecta ¥ =—p. En este caso,
si p> 0, y>0 la pardbola se abre hacia arriba; sip < 0, y <0 la
parébola se abre hacia abajo.

X=p

Fpoy |V

Figura 3-30
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TEOREMA

- La ecuacién y* = —4py, corresponde a una pardbola con las
siguientes caracteristicas:
* Su¢je focal coincide con el gje x.
*  Su vértice es el origen (0, 0),
*+ Est4 abierta hacia la izquierda cuando p < 0.
* Las coordenadas del foco son (—p, 0).
* La ecuacion de la directriz es x = p.

Froura 3-37

TEOREMA

La ecuacién x? = 4px, corresponde a una parabola con las si-
guientes caracteristicas:

* Sueje focal coincide con el gje y.

» Su vértice es el origen (0, 0).

+ Esté abierta hacia la izquierda cuando p > 0.

* Las coordenadas del foco son (0, p)

* Laeccuacion de la directrizes y = p.
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FiGura 3-38

TROREMA

La ecuacion x? = —4py corresponde a una pardabola con las si-
guientes caracteristicas:

+ Sueje focal coincide con el eje x.

*  Su vértice es el origen (0, 0).

+ Esta abierta hacia abajo cuando p < 0.
+ Las coordenadas del foco son (—p, ).
* Laecuacion de la directrizesx = —p,

AYUDA 32

S Halla la ecuacion de la parabola con foco (2, 0) y directriz
la recta X = —2. Dibuja la gréfica.
Solucién ‘
Seguin los datos del problema, se tiene que: p=2y v=(0, 0).
El eje focal es el eje x. Por lo tanto, la ecuacion es 32 = 4px.

V=402
¥ =8x
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Para dibujar la grafica de la parabola puede elaborarse una tabla

de valores:
’
A
] (xy)
X Y
0 ;
1| +2,83 o (V) G
5 T4 F(2,0)
3 +4,9 "
Directrid
FiGura 3-39

Una pardbola tiene su vértice en el origen; su eje focal es el ¢je
x y pasa por el punto (=5, 10). Halla su ecuacion y dibuja la grafica.

Seolucion

Como el vértice es (0, 0} y el eje focal es el eje x, entonces la ecua-
cién de la pardbola es de la forma: )? = 4px, donde desconocemos el
valor de p. Puesto que la pardbola pasa por el punto (=5, 10), entonces
sus coordenadas deben satisfacer la anterior ecuacitn. Por-tanto:

102 = 4p (-5)
100 =—20p
p=065)

Luego la ecuacion de la pardbola es: y* = 20x.,

Como p es negativo, entonces la pardbola aparece dibujada a la
izquierda del origen,
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{5, 10}

F=(5,0) |V ‘

Figura 3-40

DESAFIO A4.1,A4.2, Ad4.3

Si la pardbola tiene su vértice en Vi, k) y su eje focal es parale-
lo a uno de los ejes coordenados, sus ecuaciones son:

o (¥ k)P =4dp(x — h) si su eje es paralelo al eje x.
o (x—h)? =4p{y — k) si su ¢je ¢s paralelo al eje y.

" Bl vértice de una paradbola es (=2, 5)y el foco es (4, 5). Halla la
ecuacion de la parabola, la ecuacion de la directriz y dibuja la curva.

Solucion

Los datos del problema son: v(-2, 5) y -4, 5).
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Como la segunda componente tiene el mismo valor en estos
puntos, entonces el gje focal de fa pardbola es paralelo al eje x, Por
lo tanto su ecuacion es de la forma:

(v—k)?=4p(x—h)

Hasta el momento se tiene # = -2 y k= 5. Falta calcular ¢l
valor de p, el cual se obtiene haciendo la diferencia del vértice y el
foco, asi:

p=-4-(2)
p=—4+2, p=-2

Reemplazando los valores obtenidos en fa ecuacion, daria:
(y—5)=8(x+2)

La direcfriz coincide con el eje y luego su ecuacion es x = 0.

Yy y

Directriz

F(-4,5) V{-2,5) ¥

~

~

Figura 3-41
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@ AYUDA 35

" Dadala parabola cuya ecuacidn es 32— 6y —4x + 17 =0, Halla
las coordenadas del vértice y del foco y la ecuaci6n de la directriz.

Solucién

En este caso, la forma mas recomendable de solucién s efectuar la
complementacién de trinomio cuadrado perfecto a la ecuacion dada.
y2—6y—4dx+ 17 = 0.
y2 — 6y =4x — 17
y2—6y+9=4x—-17+9
(y-3)¥=4x-8
(-3 =4(x-2)

Esta ecuacion corresponde a una parabola con su ¢je paralelo al
gje x, vértice en el punto (2, 3).

Para hallar la ecuacion de la directriz se debe conocer el valor
de p. Luego: dp=4
p=1
Por lo tanto, la ecuacion de la directriz es x = 1.

Y su foco tiene coordenadas en F(3, 3).

Joop

. \

s T T T U T 1 v T

32 0t AN 44
1

Tleura 3-42
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3.11.2 Re10s

1.

En cada uno de los siguientes ejercicios, halla las coordenadas
del foco y del vértice, la ecuacién de la directriz y haz la grafica.

a. x*= 14y b. y* =8« c. ¥ =1l6x
d. A =4y e. 2=15x=0 f. ¥+ 10p=0

Halla la ecuacion de la parabola de vértice en el origen y cuya
directriz es la recta:

a. x-3=0 b. y+4=0 c. x-5=0

Halla la ecuacién de la parabola cuyo vértice foco son los puntos
(4, 3) y (~1, 3), respectivamente. Halla también las ecuaciones
directrices y su eje focal. Grafica dicha parabola.

La directriz de una parabola es la recta y - 1 y su foco es el pun-
to (4, -3). Halla la ecuacién de la pardbola y graficala.

Dada las siguientes ecuaciones, halla las coordenadas del vérti-
ce y del foco, las ecuaciones del eje focal y de la directriz y traza
su gréfica.

A, 3+ 12v+20+32=0 b, 32+ 12x+ 20y +32=0
c. ¥+3y-12=0 cd P-12x+ 8+ 40=0

Encuentra la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos
(2, 2), (4, 6), (4, -2} ¥ cuyo ¢je es paralelo al eje x. Encuentra,
ademas, la ecuacién de su directriz.

Halla la ecuacién de la pardbola de vértice (3, —2), eje de larecta
y+2=20,y que pasa por el punto (5, 2).
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3.12 SECCION CINCO

3.12.1 LA HIPERBOLA

HERRAMIENTA

Se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos del plano,
tales que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos pun-
tos fijos, Fy I, llamados focos, es constante e igual a 2a. Es decir:

\ y
NN
7

~

[IPF| — |PF]| = 2a

Ficura 3-43

3.12.1.1 ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA

Los puntos ﬁjoé F, F’se llaman FOCOS.

La distancia de F a F’ es la DISTANCIA FOCAL, d (F, F*) = 2c.
PF y PF’ son los radio vectores.

Los puntos A y A’ son los VERTICES donde el eje focal corta la
hipérbola.

:Bhb-)[\.)»—t
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5. Larecta que pasa por los focos y los vértices se llama EJE FO-
CAL d (A, A’) = 2a,

6. El segmento AA’ es el EJE TRANSVERSO.

7. Sean B y B’ los puntos de la mediatriz del segmento AA’,

tales que su distancia al punto A sea ¢ (semidistancia focal).
d(B,A)=c -

8. El segmento BB’ se llama eje secundario o imaginario y, por
similitud con la elipse, se le asigna una longitud 2b.

9. Por la misma razdn a los puntos B y B’ se les llama vértices
imaginarios.

10. El punto C, interseccion de los ejes, es el CENTRO.

Considerando el tridngulo rectangulo CAB vy aplicando el teo-
rema de Pitdgoras, se tiene la relacion fundamental de Ia hipérbola:
a’+b* =c?

3.12.1.2 ECUACION DE UNA HIPERBOLA DE CENTRO {0, 0}

Fraura 3-44
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Ecuacion de la hipérbola de centro C(0, 0) y focos en el eje de
abscisas #{(c, 0) y ¥'(-c, 0).

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la hipérbola, entonces por su
definicidn, se tiene:
|PF — PF'} = 2a

En donde a es una constante positiva y 2a < 2¢. Usando la
definicion de distancia entre dos, se tiene:

V= (0P +(y - 02— J(x—c)2 +(y—0)? = +2a

Ordenando la expresion:
VO +)?+y?2=32a+(x —c)? +y?

Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando, se
obtiene:

WG+ + 7] = [t2e+ G- o7 +37]
(x+ ) +y* =4 +4af(x — )2+ y2 + (x — ©)* + y2
x2 4+ 2xc+ct+y? = 4a” +4af(x — ©)? + y2 + x% — 2xc + c% + 92
2xc = 4a? + 4af(x — )2 + y? — 2xc

Transponiendo términos y dividiendo ambos miembros por 4:

2xc + 2xc — 4a* = daf(x — ¢)? +y2
dxc — 4a* = 4af{x — ¢)* + y?
xc —a* = a\f (x — ¢)% + y2
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Elevando ambos miembros al cuadrado, se tiene:

(xe — a?)? = [a\/(x —c)? + yzl_
x%e? = 2xca? + a* = a?[(x — )% + y?]
x%c? - 2xca® + at = a?(x? — 2xc + c? + y?)
x%c% = 2xca? + a* = a®x? — 2xca + a?c? + a?y?

x2c? + at = a?x? + a%c? + a?y?

Agrupando términos y factorizando

(x2c2 _ azxZ) _ (l?‘yz — (azcz _ a't)

xZ(Cz _ aZ) _ azyz = (12((,‘2 _ aZ)
Dividiendo ambos miembros por «’(c’ — a’):

x2(cz - a2) azyz az(cz _ aZ)
a?(c? — az‘.) az(cz — a2) - a?(c? — a?)

2 2

X y
— =1
az c¢2-—a

Como ¢ > a, se tiene ¢ —a’ > 0y se define b7 — &, al reemplazar
se tiene:
2 2
x= Yy
——==1

a? b2

Que es la ecuacion de una hipérbola con centro en ¢l origen
(0, 0), focos F(+ ¢, 0) y vértices en V(+ ¢, 0) y el eje focal con el
eje “x.”

En forma andloga, se puede demostrar que si el centro de la
hipérbola estd en el origen y eje focal coincide con el eje de las “y”,
la ecuacion toma la forma:
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2 X2
Y X

az b2

Que es la ecuacion de una hipérbola con ceniro en el origen
0(0, 0), focos F(0, + ¢) y vértices en V(0 + a) y el ¢je focal con el

(120} ]

eje “y”.

3.12.1.3 EXCENTRICIDAD {e)

Unas hipérbolas tienen las ramas mas abiertas que otras. Esta
caracteristica de ser mas abierta o més cerrada se mide con un ni-
mero ¢ llamado excentricidad.

Se define la excentricidad de una hipérbola, €, como el co-
ciente entre la semidistancia focal y el semieje real: e = —. Al ser
¢ > a, s¢ tiene que e > 1. ¢

Por tanto, fijado el valor de ¢, cuanto mas proxima estd la ex-
centricidad a 1, mdas cerradas son las ramas de la hipérbola. Por
el contrario, cuanto mayor es la excentricidad mas abiertas son las
ramas de la hipérbola,

3.12.1.4 ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO DIFERENTE AL ORIGEN

Ejes paralelos a los ejes de coordenadas

Si el centro de la hipérbola no esté en el origen y sus ejes son
paralelos a los ejes de coordenadas cartesianas, pueden hallarse sus
respectivas ecuaciones empleando las férmulas paia la translacion
deejes,osea:x’'=x-hy y'=y—k

Cuando ¢l gje transverso es paralelo al eje “x” y el centro es el

Y2 33
punto 0'(h, k), la ecuacion es de la forma %zl - ()b? =leonb'=c"-d

Reemplazando x’ y y'por sus valores, se obtiene

(x'—h)z _ (y—k)z — 1

a? b2
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Que es la ecuacion de la hipérbola con centro en 0'(h, k), fo-
cos en F(h + ¢, k), vértices en V(h + g, k) y asintotas definidas por
y—k= i%(x— h):

e, 4

Cuandoel eje transversoes paraleloaleje“y” y el centroesel pu11 to

., 2 2
0'(h, k), la ecuacién es de la forma }{;—2 — %—2— =1, con b?=c%—a?.

~

Reemplazando x’ y »' por sus valores, se obtiene

(y-n)?  (x—k)?
a2 - 2

1

Que es la ecuacion de la hipérbola con centro en 0'(h, k), fo-
cos en F(h, k + ¢), vértices en V(h, k + @) y asintotas definidas por

y—k=1t(x—h)

FiGura 3-45
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o]
w

\
&

o F.

Ficura 3-46

3.12.1.5 ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA

Uno de los elementos més caracteristicos de la hipérbola son
sus asintotas.

Se Hama asintota de una curva a toda recta, tal que su distancia
a dicha curva tiende a cero, a medida que la curva se aleja del origen

en forma indefinida.
.2 2
, Lazhipérbola definida mediante las ecuaciones ?:2—-;;—2 =ly
E?— zz =1 no tienen asintotas verticales ni horizontales, pero
v(éremos que la curva tiene dos asintotas oblicuas.

r 2
X y -
Para la ecuacion —2—% =1, que se puede escribir
a
b*x* —a’y® = a*b* y despejando la p, se obtiene

y= iéx\/xz — a?

a
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También puede inscribirse de la forma: y = & Sx ‘1 - Z—:
¢ Por qué?

Si un punto de la hipérbola se mueve a o largo de la curva, de
manera que su abscisa aumenta numéricamente sin limite, el radical
del segundo miembro se aproxima cada vez mas a uno. Por lo tanto,
la ecuacion tomaria la forma:

+ b
=+ —x
Y a
. b b
Esta ecuacion representa las rectas y = XY y= —-a-x, que
son las asintotas oblicuas de Ia hipérbola.
)}2 X,?.
Para la ecuacion ~—->-=1, que se puede escribir
a
b*y® ~a’x? =a’h’ y procediendo de forma analoga, se obtiene:
+ a
=+—-x
Y=5b
.y a a
Esta ecuacion representa las rectas y = »X Y Y= —px,que

son las asintotas oblicuas de la hipérbola

/

N4

S} C tlene coordenadas (XY),
[\ entonces las ecuacicnes
A /"‘ de las asintotas son:
;\ F oy = (ba)ixx)
5 y-y' = (-bfa)x-x)

AN

(a)
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/

SiC liene coordenadas (¢, Y}

"\ enlonces las ecuaciones de las
B8 B a_slnto!as SON:
, ¥y = (-ab)(xx}
G A Y = (/b

N\
A

(b)

Figura 3-47

AYUDA 36

™ Los focos y los vértices de una hipérbola son los puntos:
F@G0,F 05,0,V 4,0y V, (-4, 0), respectivamente. Determina
la ecuacion de la hipérbola, dibuja su grafica e indica las asintotas,

Selaciéon

Como los focos estan sobre el eje x, la ecuacion de la hipérbola
2
* 3
es de la forma; %HLz 1.

a’ b’
En este caso: @ = 4; ¢-= 5, de donde b=+/25-16 =3,
L2 ,2
En consecuencia, la ecuacidn de la hipérbola es: 6 o7 L
Abhora,
2 2
Y Yoo (fmZ)(f_l_X) =0
16 9 4 3/\4 3
3
(E....}_’.) = 0 v (£+Z) =t O = Y= —XVY=-——4
4 3 43
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Figura 3-48

. , 3
Luego, las ecuaciones de las asintotas son las rectas: y= Zx

Dada la hipérbola cuya ecuacion viene dada por: 732 — 9x? = 63,
determina: coordenadas de los focos, de los vértices, ecuaciones de
las asintotas y traza la grafica.

Solucidn

La ecuacion: 7y — 9x = 63 puede escribirse en las formas equi-
valentes: 732 — 9x? = 63; se divide por 63 en ambos miembros de la
igualdad.

7y?  9x? S y: x?
—— ———=1; se simplifica ——=1
63 63 P 9 7
La tltima ecuacién corresponde a una hipérbola cuyo eje focal
2
coincide con ¢l gje *y” que es: y_z —Lz =1.
a b
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Enestecaso: a =3, b=+v7 lueggo c¢=vV9+7=4
Con estos datos, se tiene: F(0, 4), F'(0,—4), V (0, 3) y V0, -3).

2 2
. Loy X
Ademés de fa ecuacion; 2— -2 =1 , s¢ deduce que las ecua-

ciones de las asintotas son las rectas de ecuacién: y=—=x 'y

3 V7

y=—-—=x.

J7

U¥ AYUDA 38

Una hipérbola, cuyo centro es el punto C(2, 3), tiene sus focos
sobre la recta y = 3. Ademas, la distancia entre los focos es 10 uni-
dades y la distancia entre sus vértices es 8 unidades. Traza la grafica
y determina: coordenadas de los vértices, focos y ecuaciones de las
asintotas.

Solucion

L= T - R

[ XY

-%4'5-15-'4/@-’2-'1

Ahora, puesto que los focos estan sobre la recta y = 3 (paralela
al gje x), la ecuacion de la hipérbola pedida tiene la forma:

oiéé&éé‘\éé{oﬁfz

Figura 3-49
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(x-&Y (»-%) e (x-2 _[»-3)° -1
a? b2 16 9

Las coordenadas de los focos son: x=htc y y=3=k
Estoes: F(7,3)y F'(-3,3).

Igualmente, las coordenadas de los vértices son:
X=htag y y=3

Estoes, F\(6,3)y V, (-2, 3).

x-2° @-3*

16 9 0

Ademas, de la ecuacion se deduce que:
y—3 m-i—(x~2) > 3x—-dp+6=0 Y

ym3=—§{x—2)<=>3x+4y—18=0

son las ecuaciones de las asintotas.

Dada la hipérbola, cuya ecuacion en su forma general es:
3y~ x2+4x—6y—13=0,

Determina y grafica: centro, focos, vértices y ecuaciones de
las asintotas.

Solucion

Laecuacion general, puede escribirse en las formas equivalentes:

[3}»‘2 - 6}?)—(;{2 “4x:| =13
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Ay -2y +1-1)-[x* —4x+4-4)=13
Ay-1PF —(x-2) =12

-1 _(x-2) _
4 12

Esta ultima ecuacién corresponde a una hipérbola cuyo centro
es el punto C(2, 1) y su eje focal es una recta paralela al eje v que
pasa por C(2, 1). En esta caso, x =2,

Figura 3-50

Ademas, a’>=4,b?= 12, Conlocual; e=+a®+b* =4,

Las coordenadas de los focos son: x=2 y y=1%4,

Esto es F(2, 5) y F'(2, -3). Igualmente, las coordenadas de los
vérticesson: ¥ =2 y y=1+£2,

Estoes V(2,3)y V, (2, -1).

Las ecuaciones de las asintotas son las rectas: y—1=

1
pel=——(yx—2).
Y 45( )

s
E(-\_“Z)
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3.12.2 REeTOs

L.

310

Para cada una de las ecuaciones dadas, halla las coordenadas de
los vértices, los focos, la excentricidad, y las longitudes de los
ejes; traza las graficas.

a. 9x'-4y’=36 b. 9y?—4x2=136
c. 4x2-9y?>=36 , d. 4y?-9x*=136

Para cada una de las hipérbolas dadas, halla las coordenadas de
los vértices, focos, las ecuaciones de sus asintotas y dibuja las
gréficas,

2y
a. 25x% - 16y? =400 b, 27 =
9 16
.2 }2 .
A d y'-4x*=4
9 16 _

Encuentra las coordenadas del centro, vértices, focos y asintotas
de las hipérbolas cuyas ecuaciones son:

O A ) S (S N (R0
9 16 ' 9 7

a.

Halla:
a. La ecuacién de la hipérbola con vértices en 7(0+6) y asin-
totas con ecuaciones y = * 9x.

b. La ecuacion de la hipérbola cuyos focos son F(+10,0) y vér-
tices (+5,0).

¢. La ecuacion de la hipérbola de vértices (£6,0) y asintota
6y = x7x.

Busca las ecuaciones de las hipérbolas que satisfagan las si-
guientes condiciones:
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6. Halla los puntos de interseccion de la hipérbola y la curva que
se da a continuacion, Dibuja la gréfica,

1‘2 ,2
a ———=1lcondx—-3y—-16=0
25 16

b. 4x°—9’=36con2x—y+1=0
¢ 2x*+ =33 conx?—y*=15

d. a2—-4y2=32; 3x+2p—16=0
e, 3x7+y?=21; y?=2x+5

7. Clasifica las conicas que tienen las siguientes ecuaciones:
a. x>+ +2x+2p+1=0
b, 2x2+ 2y —dx + 4y +19=0

. x2+ 432 =100

C8a7- 3y =120

. Y= 36x

y=x—2x+3
LXx=-3y+y+5

om = o o 0O
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4.1

4, EJE TEMATICO: GEOVECTORIAL

LOGROS

Resolver correctamente problemas practicos, utilizando la no-

cién de vector y sus propiedades.

4.2

INDICADORES DE LOGRO

Reconoce los elementos que determinan un vector.

Aplica las nociones de magnitud y direccién de un vector en Ia
solucidn de gjercicios,

Diferencia las cantidades vectoriales de las escalares.

Realiza operaciones con vectores combinando métodos geomé-
tricos y algebraicos.

Interpreta graficamente un enunciado con cantidades vectoria-
les dade en lenguaje natural.

Traduce correctamente la informacion que suministra un grafi-
€O con vectores.

COMPETENCIAS

Interpretar la informacién presente en un grafico que contenga
vectores.
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* Representar en el lenguaje grafico los enunciados representados
en el lenguaje natural.

*  Usar los conceptos sobre vectores para resolver problemas de
la vida cotidiana,

4.4 CONOCIMIENTOS PREVIOS

Debes saber: Tipos de angulos y sus propiedades, tipos
de triangulos y sus propiedades, propiedades de los para-
lelogramos, razones trigonometricas, teoremas delsenoy.

del coseno.

4.5 ESTANDARES

ESQUEMA TEMATICO
VECTORES
DESCRIPCION GEOMETRICA DESCRIFCION ALGEBRAIGA
\ prr— /
/ PRODUCTO POR ESCALAR
SUMA VECTORIAL
METODO DEL METODO DEL
TRIANGULO PARALELOGRANMO
| | ‘
L \ COMPONENTES
RECTANGULARES
LEY DE SENOS LEY DEL COSENO
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4.6 RESENA HISTORICA

1.OS COMIENZOS DEL CALCULO VECTORIAL

Los vectores que eran utilizados en mecénica en la composi-
cién de fuerzas y velocidades desde fines del siglo XVII, no tuvieron
repercusion entre los matematicos hasta el siglo x1X, dado que la
nocion de vector estaba implicitamente definida en la ideas de fues-
za y velocidad. Las operaciones vectoriales de modo explicito se
desarrollan, por vez primera, en la representacién geométrica de los
nimeros complejos en los trabajos de Gauss y cuando Bellavitis
desatrolia sus “equipolencias®, un conjunto de operaciones con can-
tidades dirigidas, que equivale al célculo vectorial de hoy. El paso
siguiente lo da Hamilton, quien inicia el estudio de los vectores. Se
le debe a ¢l el nombre de “vector’, por ser el creador de un sistema
de nimeros complejos de cuatro unidades, denominado “cuater-
niones”, muy usados hoy en dia para el trabajo con rotaciones de
objetos en el espacio 3D.

Actualmente, casi todas las dreas de la fisica son representadas
por medio del lenguaje de los vectores.

4,7 SITUACION PROBLEMA

Un avidn viaja a una altura fija con un factor de viento despre-
ciable y sigue una ruta N (norfe) con un componente de 30° al O
(Oeste) y con una velocidad de 800 kilémetros por hora. Cuando el
avién pasa por determinado punto, encuentra un viento de direccién
45° NE (Nordeste) y de velocidad 120 kilémetros por hora.

Determina la nueva velocidad y direccién del avién.
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HERRAMIENTAS

Al estudiar el mundo fisico es necesario analizar tipos de can-
tidades; entre éstas, aquéllas que tienen asociada como medida una
magnitud no dirigida que, de acuerdo con alguna escala o unidad de
medida, se le asigna un niinero real y reciben el nombre de canti-
dades escalares; por ejemplo: masa de un cuerpo, densidad de un
liquido, area de una superficie, etc. Otras cantidades fisicas muy
importantes son aquellas que tienen asociadas las propiedades bdsi-
cas de magnitud, sentido y direccion y se conocen como cantidades
vectoriales y que nos permiten determinar: fuerza, velocidad, acele-
racion, momento, efc.

Cuando se quiere describir la velocidad de un objeto en movi-
miento, se deben especificar la rapidez, la direccion y el sentido del
recorrido. Decir que un avién vuela a 350 knv/h, no nos dice nada de
su destino; se debe adicionar la direccion y el sentido del desplaza-
miento para que quede configurada correctamente la informacion,
es decir, hablar en términos de vectores. Las cantidades mencio-
nadas como desplazamiento y velocidad, ademas de Ia aceleracion
y la fuerza, que implican magnitud, direccion y sentido, se llaman
cantidades dirigidas. Una forma de representarlas matematicamente
(sintética o analiticamente), es utilizando vectores.

4.8 VECTORES

Considérese unarecta B y un objeto que se desplaza en la direc-
cién de R entre dos puntos: 0y ¥/

El desplazamiento puede darse solamente de 0 hacia F o de V
hacia 0; en este caso, estos dos desplazamientos tienen sentidos con-
trarios (véase figura 4-1), Por tanto, en toda direccion determinada
por una recta R existen dos sentidos, contrarios entre si.

318

GEOMETRIA INTERACTIVA



FIGURA 4-1

Si al segmento OV le asociamos uno de los sentidos de la direc-
cién determinada por R, entonces el segmento OF es un segmento
orientado. Por consiguiente, a cada par de puntos distintos del plano
corresponden dos segmentos orientados.

Asi, los puntos O y ¥ determinan un segmento no orientado
OV = VO, pero determinan dos segmentos orientados OV y VO
distintos entre si.

En el caso de dos vectores AL y BE con la misma direccion,
tienen el mismo sentido si al trazar una recta por sus puntos iniciales,
los vectores quedan contenidos en ¢l mismo semiplano; si quedan
en semiplanos distintos, tienen sentido opuesto (véase figura 4-2).
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(a) (b)

Figura 4-2

Un vector es una representacion grafica de una magnifud fisica,
que se caracteriza por tener longitud, direccion y sentido.

CE
C 4
\

A o

— e i e —
AR . CD,EF,GH,|
T B
FiGura 4-3

320

GEOMETRIA INTERACTIVA



En la figura 3 observamos varios vectores y su representa-
cion geométrica, cada uno de ellos puede representar una cantidad
vectorial.

Un vector en el plano se representa geométricamente por un
segmento de recta orientado, que va desde un punto inicial hasta
un punto final, en la Figura 3 tenemos varios ejemplos: uno que va
desde el punto 4 hasta el punto B, este vector se representa como
AB. El punto 4 es el punto inicial, y Besel punto terminal del vector
AR, en otras palabras se definirfa como un elemento que se desplaza
desde el punto 4 hasta el punto B. Este mismo vector se puede re-
presentar por la letra mintiscula o en negrita, asi AB=u.

La longitud del vector es una magnitud, se denomina norma del
vector y se representa por JAB || = [full.

Dos segmentos son congruentes si tienen la misma longitud;
para los vectores, esta condicion no es suficiente, dado que dos vec-
fores son congruentes si y sélo si son segmentos orientados que
tienen igual longitud, direccidn y sentido,

En la figura 4-3, por ejemplo, podemos decir que
EF = DC = I] = GH , debido a que todos poseen la misma direccion,
longitud y sentido; 4B no es congruente con los demas vectores, ya
que no posee la misma direccion de los demas.

4.8.1 SUMA Y DIFERENCIA GEOMETRICA DE VECTORES

4.8.1.1 SUMA GEOMETRICA DE VECTORES

Sean los vectores v =48 y u=CD lasumaw = v + u se puede
representar graficamente mediante dos formas:

a) Método del tridngulo: se une el punto final de v con el punto
inicial de #, cuyo vector suma o resultante sera w = AD, el cual
corresponde a la unidn del punto inicial de v con el punto final
de u, como lo muestra la figura 4-4 (a).

321

GNOMON - ELIME



WeEu+y

Figura 4-4

b) Método del paralelogranmo: se une el punto de inicio de v con el
punto de inicio de #, luego se traza una paralela al vector u por
el punto final del vector v y una paralela al vector v por ¢l punto
final del vector u. El vector suma o resultante es el vector que
une el punto de inicio de los vectores u y v, con el punto de corte
de las dos paralelas trazadas (véase figura 4-4 (b).

#Ost DESAFIO V1.11 (suma de vectores, cabeza y cola)
BO= DESAT 0 V1.12 (suma de vectores, cabeza y cola)

AYUDA O
: Practica en ¢l DVD en el apartado GeoVectorial,
™ Movimientos en el plano. Unidad didactica de Josep M® Nava-
rro Canut (22 escenas inferactivas).

Vectores en el plano. Unidad didéctica de Angela Nufiez
Castain (22 escenas interactivas).

Video.
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AYUDA1

Al aplicar dos fuerzas a un objeto, en este caso un bote

remolcado por un canal tal como aparece en la figura 4-5, y repre-
— —

sentadas dichas fuerzas por los vectores v=4B y u = AC,

FiGura 4-5

En fisica los objetos tienden a representarse como una parti-
cula para facilitar los calculos. En la figura 4-6 observa lo que se

denomina una vista en planta, asi comprenderds la situacién mas
facilmente.
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Fioura 4-6

Entonces la fuer-
za resultante es
v+ = ATVZ (apo-
yados en la vista
supetior), como lo
muesira la fipura
4-7, donde pueden
observarse los dos
métodos descritos.

Figura 4-7
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Quiere decir que la aplicacion de las dos fuerzas tiene como
—>

resultante una sola fuerza representada por el vector AL y no ten-
dra como magnitud resultante la suma aritmética de las dos fuerzas;
esto solo serfa véalido si se aplicasen en la misma direccion y el
— —
mismo sentido. Al vector AC se le llama suma de los vectores A8

— — — —

y BL, lo cual se expresa en la forma: AE = AB + BE.

{Mﬂ DESAFIO V1.5 (suma de vectores, método paralelogramo)

4.8.1.2 DIFERENCIA GEOMETRICA DE VECTORES

La diferencia vectorial implica un procedimiento similar al de
la suma, sélo que en la representacion grafica el vector que va a ser
restado se cambia de sentido y posteriormente se procede como en
la suma de vectores; esto, dado que la diferencia v — & = v + (-n),
como se muesira en la figura 4-8.

ex o

wH{ev}z U-v

FiGura 4-8
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4.8.2 ReTo

Dados los siguientes vectores, representa graficamente las ope-
raciones indicadas:

FiGura 4-9

o VhU VU WM V—UH Vv— wowtw

DESAFIO V1.7 (resta de veciores)

DESAFIO V1.8 (resta de vectores)

4.8.3 PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

Si tomamos un nimero real & y un vector v, se puede definir un
nuevo vector como resultado de multiplicar este nimero « (escalar)
por el vector v. El nuevo vector a « v tiene la magnitud a - llvll, y
tiene la misma direccion y el mismo sentido de v si a> 0, o tiene la
misma direccién y sentido opuesto a v si @ < 0. Si g = 0, entonces
a+v=0es el vector cero. A este proceso se le llama la multiplica-
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cion de un vector por un escalar. A continunacion, en la figura 4-10
se muestra el vector a - v para diferentes valores de a.

Ficura 4-10

4.8.4 DESCRIPCION ANALITICA DE LOS VECTORES

Para ir del punto inicial de un v a su punto terminal, hay que
desplazarse « unidades en el eje de las x, como también b unidades
en el eje de las y. Asi podemos representar el vector v como el par
ordenado de niimeros reales v {a, b), en donde « es la componente
horizontal del vector v, y b es la componente vertical del vector
v (véase figura 4-11). Todos los vectores con las mismas compo-
nentes se denominan vectores equipolentes. El vector equipolente
cuyo punto inicial corresponde al origen de coordenadas se deno-
mina veetor posicién, los demds se denominan vectores libres, es
decir, aquellos vectores que tienen por coordenadas un punto inicial
diferente al origen,
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Frcura 4-11

AYUDA?2
Dado el vector v (2, 4, grafica tres vectores equipolentes
al vector v cuyos puntos iniciales son:

a, (-3,3)
b. (3,2)
c. (0,0)
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Soluciéon

| (5,6)
v<24> !
v<;‘2,4>
(-3| 3) (_1 ’2)_
' v<2,4>
v<2,4>
(_31_2)
FiGura 4-12

Se puede observar que sélo en el caso del vector posicion las
coordenadas del punto final del vector v corresponden a las compo-
nentes horizontal y vertical del mismo.

0.8
(. ), AYUDA3

J Encuentra el punto terminal y trazar el vector 4(4, 1), con
punto inicial en A(2, 3).
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Solucién
Sea B(x, y) el punto terminal del vector /, entonces A(x — 2,
y-3)=h(4,1),dedondex—2=4,y-3 = 1,luego x=6, y=4.
El punto terminal del vector & es B(6, 4) (véase figura 4-13).

5]
4 .
h B = (5, 4)
3 T
A=(23) .
2
1
0 T
0 1 2 3 4 5 6 7
FiGura 4-13
4.8.5 Reros

Segtin lo descrito en el parrafo anterior, determina las coordena-
das del punto final o inicial segin el caso y grafica:

1. u(3,-2) punto inicial (-5, 2)

2, u(-5,-2) punto inicial (2, -1)

3. u(5/2,5/2) punto inicial (5/2, -7/2)
4. 10, 14) punto final (-6, 6)

5. u#{13,-7) punto final  (-0.75,-3)
6. u(v3/3,-2//5)  punto final (1, I)

4.8.6 MAGNITUD O NORMA DE UN VECTOR

Para determinar la norma de un vector posicion u{x, y) se pro-
cede de la misma forma que para calcular la distancia entre dos
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puntos: la distancia entre el punto final y ¢l punto inicial del vector,

asi: o
lull = vx2% + y?

En el caso de que se requiera calcular la norma de un vector
libre, con punio inicial en el punto (x, y,) y punto final en el punto
(x, »,), la magnitud est4 definida por

[ull = vz — 2002 + (32 — ¥0)?

{lv AYUDA 4
Grafica y determina la norma del vector & con punto inicial
en A(_3 2) y punto terminal en B(1, 5).

_/‘B=(1,5)_-

A = {-3,2)
1
. 0
I 3 -2 -1 0 1 2
 FIGurA 4-14

Meell =/[1 = (=3)] +[5 - 2)?
=VI6+9 =5
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5° AYUDAS
" Determina la magnitud de los vectores:

o p(3,-2) llull=yB + (<22 = V13
o z(=5,-2% llzli=J=8) + (—2)2 = 29

® u, punto inicial (-7, 0), punto final (-2, 5)

flull = V(=24 7)2+ (5 —0)2 = V50

* v, punto inicial (10, 5), punto final (5, —2)

vl = V10 -5)2 + 5+ 2)" = v72

De cualquier manera, la solucion de los problemas en contexto re-
quiere de una grafica geométrica que permita inicialmente visualizar
el problema y, posteriormente, aplicar los conocimientos geométri-
cos y/o trigonométricos que permitan soluciones mds exactas.

4.8.7 OPERACIONES ALGEBRAICAS CON VECTORES

Sean los vectores u(a, b,) y va, b,).

El vector suma r = u + v serd igual a la suma de las com-
ponentes respectivas de los vectores # y v, y se expresa como:
Ha,+a,, b,+b,)

Solucién

w=u+v; w5-8,7-7) = w{-3,0)
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El vector diferencia d = u — v serd igual a la resta de las

componentes respectivas de los vectores & y v, y se expresa como
da,—~a, b,~b):

( \ AYUDA7
" Resta los vectores (4, %S)y w=5, 3)

Solucion

w=u—v; w{d+5-8-3) = w(9,-11)

El vector que resulta de multiplicar un escalar ¢ por un vector v
se expresa como: z = ¢+ v; z{c+a, ¢+ b ), ceR.

€45, AYUDAS
Se tiene el vector 1(4, 3) y el escalar @ = 2.55. Halla el vector
Iesultante de multiplicar e« u.

Sohucion

El vector resultante a - i es igual a multiplicar cada componente
del vector u por a.

r=a-u=255-u{d,3) =r2.55.4,2.55.3)=1{10.2, 7.65)

G{L, AYupA9A
Sea (4, 1); k2, 3); m(3, 2). Realiza las siguientes opera-

ciones:
a. h+k b. h—k
c. k—-h d. h+m
e. h—m f m+k
g htk
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Solucion

s=h+k=s{4+2,1+3)=5(6,4), Observa en la figura 4-15 l
resultado geométrico. La resultante puede ser trazada en cualquier
lugar en R? teniendo en cuenta que la diferencia entre sus puntos
inicial y final produzca las componentes ¢ ,=6,0,=4

He aqui la grafica de algunas de las respuestas gréficas a los
problemas planteados:

=i
=L

Fioura 4-15

4.8.8 ReTOS

Sean los vectores u(4, 4), wid, 3), a(-4, 3), b{-4, -3), c{4, O),
e(2, 2).

Con los anteriores vectores, realiza las siguientes operaciones:

a H+w b. a—b

C. w—e—0b d ct+a—u

e. wte—a c. etu-»>
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i DESAFIO V1.9 (suma de vectores, ambos métodos)

4 DESAFIO V1.10 (suma de vectores, método paralelogramo)

%73 AYUDA 9B
" Practica en el DVD en el apartado GeoVectorial

" Vectores en el espacio. Unidad didactica de Angela Nifiez
Castain (23 escenas interactivas).

4.8.9 PROPIEDADES DE LOS VECTORES

+  Un vector en R? o vector bidimensional es un par ordenado de
nimeros reales {x, ).

+ Un vector en R es una triada ordenada u(x, y, z) de nimeros
reales.

4.8.10 VECTOR UNITARID

Se denomina vector unitario aquel vector que posee magnitud
igual a uno. Para obtener un vector unitario de la misma direc-
cion y sentido de un vector especifico #, se efectia el siguiente
procedimiento:

B

U=

U

vl

(€f); Avupa 10
Dado el vector d{-8, 6}, determina el vector unitario en la
diveccién de d:
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u{—8,6)

1 4 3
ot 100 o0 =u53)

Al determinar la magnitud de este vector, se tiene que ||l = 1.

—3
U =

4.8.11 OPERACIONES DE SUMA Y DIFERENCIA MEDIANTE LOS COMPONENTES
RECTANGULARES

Todo vector v puede descomponerse en componentes rectangu-
lares: una componente horizontal v, y una componente vertical v,.

I3 BN U KR KD MR B bW bl B LR LY YR MY U3 BN G DA o em

8

v

I
]
!
I
V<R, : y
I Componente
1
I y
1
I
]
- .
Yy
Componente
X
Fraura 4-16

Al referirnos a los vectores unitarios en el sistema cartesiano se
dispone de tres vectores unitarios: f en direccidn x, j en direccion y, k
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en direccion z, con su respectivo inverso aditivo, tal como se aprecia
en la figura 4-17.

2
X
k
=

o T
'y

Q

FiGura 4-17

Asi, un vector en el espacio se puede expresar en términos de
sus componentes rectangulares y éstos, a su vez, en {érminos de

vectores unitarios
=yt by,

Siendo x, y, z las magnitudes de los vectores v,, v, y v, respec-
tivamente, se tiene en términos de vectores unitarios que

v=xi+yj+zk

AYUDA 11
j Expresa los vectores #(2, —4) y w(l, 3), en términos de los
vectores unitarios 7 y J.
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Solucion

w=2i—4j
w=1i-+3f

Para determinar las componentes rectangulares de un vector se
debe conocer la direccién y la norma del vector.

La direccion de un vector v la determina el minimo angulo posi-
tivo, en posicion normal, entre el eje positivo de las x y el vector v.

Utilizando las razones trigonométricas del triangulo rectangulo
se pueden hallar las componentes rectangulares y la direccién del

A
1
3 -
3
j:
-} 2
Pa
- 41 B ¢
z
FiGura 4-18

vector (véase figura 4-19),

v, = cosf .||lvl} i vy, =

Ve y>
¥ Vy
Bl .
Vx = cos B vl i

Ficura 4-19
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AYUDA 12
Halla la direccion del vector (5, 4),

Yy
] S 5 e
3
2 v<h 4> 4
1
° $ E X
0 3 2 3 4 5 6
Ficura 4-20
tanﬁ = g
4
= -1y_
f = tan (5)
p = 38.7°
AYUDA 13

4 Un vector v posee una longitud de unidades y una direccién
de 55° Determina las componentes horizontal y vertical del vector y
exprésalos en términos de i y j.
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V=0, + D,
Xx=7:c0s55° =4, y= 7.5in55° = 5,7
vy=7+c0855° i=4i; wv,=7-s5in55°fj =57

v{4,5.7) = v = 4i+5.9]

Y
7e cos 55°
................................ :
79 sin 55° 74 v
¥
i
t \ 55°
o !nl- :’7 ;
Vx
Figura 4-21
AYUDA 14

Una fuerza de 50 V se aplica a un objeto en un punto pa-

aIeIO a su base y al mismo tiempo otra fuerza de 200 N se aplica
formando un 4ngulo de 60° respecto de la horizontal. Se hace ne-
cesario reemplazar ambas fuerzas por una sola fuerza de tal manera
que se fogre el mismo efecto. ;Cual es esa fuerza equivalente y cudl
su angulo de aplicaciéon?
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—lﬁﬂ"

50N

FiGura 4-22

Andlisis primer vector;
x = 200-cos60 = 100

y = 200 -sin60 = 173.2

200N

Y
___________ 200 N
Ly =173.2
60°
X = 100 X
Ficura 4-23
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Analisis segundo vector:

x = 50-cos0°=50; y= 50-sin0°=0

Y i
50 N X
Ficura 4-24

Las componentes del vector resultante se obtienen al sumar las
componentes en x y y de los dos vectores.

La componente en x del vector resultante es: x = 100 + 50 = 150,
La componente en del vector resultante es; y=173.2 +0=173.2.

El vector resultante w(150, 173.2)

La magnitud del vector Wl = /(150)2+(173.2)% = |lw| = 229.1

La direccidn del vector resultante es;

342

GEOMETRIA INTERACTIVA



Vi Y |
W = <150,173.2>
w 229 N E
173.2N P 173.2 N
200 N E
2N AN R
50N 100N o 150 N X
(a) (b)
Figura 4-25
g 1732
nf = =5
_ a1 17322
B = tan" =5
B =49°

Por lo tanto, la fuerza equivalente que se debe aplicar al objeto
es de 229 N con un dngulo de 49°, con respecto a la horizontal.

FiGUura 4-26
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F’! DESAFIO VI.11 (Componentes rectangulares)

4.8.12 Reros

. Para cada uno de los pares de vectores siguientes que represen-
tan fuerzas en Newtons, encuentra la norma y la direccion del
vector suma de cada pareja.

1. u#=065N con angulo 85° v =48 N con angulo 30°
2. k=180 Nconangulo 20°  w =92 N con angulo 75°
3. a=125Nconangulo 70°  b=43 N con angulo 55°

4.8.13 APLICACION DE VECTORES EN FUERZAS Y VELOCIDADES

Los vectores tienen una gran aplicacion en el estudio de la fisi-
ca. El andlisis de fuerzas que actiian sobre un elemento es una de las
principales aplicaciones en el campo de la ingenieria. Igualmente, la
aplicacion para determinar la velocidad, la aceleracion o el despla-
zamiento de los cuerpos en el estudio de la cinematica.

En el campo del transporte, ya sea terrestre, maritimo o aéreo,
los vectores se utilizan para determinar la direccién o rumbo tra-
zado o destino que se programa. El dngulo agudo medido a partir
del Norte (N) o del Sur (8S), es el soporte fundamental para los ejes
de coordenadas, complementado en forma légica por el Este (E) y
el Oeste (W). En la figura 4-27 que se presenta a continuacion, se
ilustran algunos casos.
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Horte . ot - Hocte |
45 %
Oes'e Ext2 Gt Esa Oeita Ests
00
S Sur Sur
(a) (b) ©
FiGura 4-27

La velocidad de un objeto en movimiento se describe mediante
un vector cuya direccion es la del movimiento y su magnitud es la
rapidez. La velocidad del aire o del agua afecta el movimiento de
los vehiculos como aviones o barcos, tanto en su magnitud como en
su direccién. S

iy

.y AYUDA 15

4 " La rapidez de un mévil en una direccién especifica es una
cantidad vectorial, en los desplazamientos por aire y por agua. La
velocidad y direccién del viento en el primer caso y la direccion y
velocidad de la corriente afectan la velocidad con respecto al suelo
de estos mdviles.

Analiza: un avidén se dirige al Oeste a una velocidad aerodina-
mica de 265 km/h, pero se encuentra con que el viento no se dirige
al Oeste, tiene una velocidad de 56 km/h, pero con una direecion
N55°0, lo que indica que el viento desvia la acronave hacia el Norte
y por lo tanto modifica la velocidad. Encuentra la velocidad con
respecto al suelo del avion. En la figura 4-28 puedes observar la
situacion:
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El vector que representa la velocidad respecto al suelo es
p = u+v; donde u representa la velocidad aerodinamica del avién
y v la velocidad del viento,

Velocidad respecto al piso

Velocidad del viento

Velocidad aercdinamica

FlGURA 4-28

Solucién
Descomponiendo el vector v que representa la velocidad del
avidon en sus componentes rectangulares, se tiene:

X = 265k_m/h ccos0° = 265km/h
y= 265km/h-sin0°. = 0
v (265 ,0) |

Realizando el mismo procedimiento se descompone el vector
que representa la velocidad del viento y se obtiene:

x = 56km/h-cos35° = 4587km/h
y = 56km/h-sin35° = 32,12km/h .
T u (45.8_7,32_.12)

La resultante de las dos velocidades es:

w (265 + 45.87,0 + 32.12)
w (310.87,32.12)
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La velocidad con respecto al suelo es la norma del vector w, es
decir:

llwl| % V(310.87)2 + (32.12)2
flwl] = 312,52

Luego la velocidad con respecto al suelo es de 312.52 km/h.
Wﬂ DESAFIO V1.12 (Desplazamiento y velocidad)

48,13 Retos

Otro camino para llegar a obtener el valor de la velocidad con
respecto al suelo es empleando la ley del coseno. Comprucba la ve-
racidad del resultado utilizando este teorema.

P '
(€8} avupa 16

Se requiere conocer el dngulo de aplicacion de una fuerza
que reemplace las fuerzas F, y ¥, que actian desde un punto P de
un cuerpo, fas magnitudes de dichas fuerzas son respectivamente 50
y 25 [b. y La fuerza de menor magnitud forma 45° con una linea ho-
rizontal y entre ambas fuerzas existe un angulo de 105°. Determina
la magnitud de la fuerza que las reemplazaria y su direccion.

e

¥
i
oy

Figura 4-29
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Soluciéon

Expresa a F, y F, en términos de sus componentes

F; = (251bCos45°)i + (251bSen45°)f

F, = (501bCos150)i + (501bSen150)j

\Fy + Fyll = /(—25.621b)2 + (42.671h)% = 49.771b

La magnitud de la fuerza que reemplazard a F, y F, es igual a
49.77 Ib.

El 4ngulo por lo tanto:

o ot A2671D
T o e2ib
0 = —59.02

El 4ngulo positivo de la resultante es 180° — 59.02° = 120.98°.

4,814 .RETOS

1. Unaaeronave parte de un lugar 4 con la direccién N25°K duran-
te 250 minutos hasta el punfo B; en este punto cambia a N63°E
durante 210 minutos hasta el punto C. ;Cudnto tiempo y con
qué direccion se describiria la trayectoria de 4 hasta C?

2. Un automovil parte de una ciudad con direccion S35°0 durante
350 km; al llegar a este punto su direccién cambia a N45°0.
¢ Cudl es la distancia entre los puntos de partida y de llegada?

3. Un bote viaja a una velocidad de 17 km por hora contra la co-
rriente en un rio cuya direccién es $216.87°0, con respecto al
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punto de partida hasta un lugar ubicado 12 km al Sury 16 ki al
Oeste. {Cuanto avanza el bote en 45 minutos de 1ecomdo si la
velocidad del rio es de 5 & por hora?

Un avién sale de una ciudad 4 hacia B que se encuentra a 500
km al norte y 600 km al Este; de alli debe viajar hasta la ciudad
C que se encuentra 300 km al Norte y 1.000 km al Este de B.
¢ Cudl seria el recorrido total si desde B cambia su rumbo hasta
una ciudad D localizada a 180° de C?

Un avién monomotor vuela a una velocidad aerodinamica de
285 km/h, su rumbo esta definido por $13°0. ; Qué valores tie-
nen su velocidad con respecto al suelo y su rumbo, sabiendo
que esté afectada por un viento de 35 km/h con direccion S13°F.

Un avidn vuela en direccion N20°E, con una rapidez de 240
km/h. Calcula las componentes de la velocidad hacia el Norte y
hacia el Este y expréselas en términos de vectores unitarios,

Si un barco navega 120 Mill/h en la direccién N35°0 y después
en linea recta, signiendo al Este 150 Mill/h, ja qué distancia y
direccidn se encuentra el barco del punto de partida?

La corriente de un rio tiene una velocidad de 4.7 km/h, y un bote
de remos viaja a 18.5 km/h en aguas tranquilas. Si alguien desea
ctuzar el 1o en linea recta, ;qué direccién debe tomar el bote
con qué velocidad?

Dos personas arrasiran una caja. Una de ellas tira de un cable
aplicandole una tensién de 780Ny en la misma direccién del eje
central de la caja. La otra persona realiza una tensién de 700N,
formando un dngulo de 19° con la linea sobre la que actda la
primera tension. Determina la magnitud de la fuerza resultante
y su direccion.
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10. Un golfista realiza dos golpes para introducir Ia bola en el hoyo,
uno de 60 # al Sur del punto donde se encuentra la bola y luego
de 4 7 a 90°. Determina la distancia inicial de la pelota al hoyo.

11. Dos caminantes parten de un lugar 4 hasta un lugar B que sc

~encuenira a 5 km al Sury 1.5 km al Oeste, alli deciden it a otro

lugar C ubicado 2 &m al Sury 3.5 kmi al Este del punto B. ;Cual

es el valor del vector que representa el desplazamiento de 4
hasta C?

Y

DESAF{OS

?0@ DESAFIO V1.1: SUMA DE VECTORES (Método Cabeza con
~ Cola). '

En la pantalla se observan los vectores v y w que se sumaran,
Para ello se desplaza la cola de uno de los vectores hasta la cabeza
del otro vector; el vector resultante es aquél que une la cola del
vector no desplazado y la cabeza del vector que se desplazé. En la
pantalla se encuentra un punto que se desliza por una linea de color
azul; cuando el valor del punto es cero puedes variar los vectores a
sumar arrastrande los punto de inicio o final de cada vector; de esta
manera podrin obtenerse diferentes sumas.

DESAFIO V1.2: Realiza las siguientes actividades y com-
prueba matematicamente la operacion realizada.

1. Ubica los vectores v y w (utiliza coordenadas con enteros para
estos vectores) en el origen de coordenadas y luego de la suma
desplaza el punto de union de los vectores hasta que la resul-
tante tenga un dngulo aproximado de 90° 180°, 270°. Expresa
matematicamente la magnitud de la resultante y las coordena-
das de los vectores suma en cada caso.
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2. Ubica el vector v en el tercer cuadrante y el vector w en el pri-
mer cuadrante; luego de la suma desplaza el punto de unién, de
tal manera que la resultante sea de 15 unidades y con un 4ngulo
de 270°,

s DESAFIO V1.3: COORDENADAS DE UN VECTOR.

"~ En pantalla aparece un vector de color rojo cuya posicién
puede ser alterada conservando su punto final o su punto inicial,
arrastrando el punto que se desee variar. El vector completo puede
arrastrarse, todo depende del punto en el que se ubique el disposi-
tivo seffalador. Al mover el punto al inicio de Ia linea verde y cuyo
valor es = 0°, podréas observar las coordenadas del vector,

g DESAFIO V1.4: SUMA DE VECTORES (Método del Parale-
~ logramo).

En la parte superior se encuentra un punto que permitira i‘ealizar
la operacion de suma de vectores. Cuando el punto tiene un valor de
cero, se pueden desplazar los puntos inicial y final de cada uno de
los vectores y dara lugar a una nueva suma,

DESATF{O V1.6: MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR
UN ESCALAR. _

El vector v, de color rojo, es el vector original y podemos
cambiar su posicion y/o su magnitud con el mouse, arrastrandolo
completo o por sus puntos inicial o final. En la parte superior de
la pantalla aparece un punto deslizador cuyo valor minimo es —4 y
que puede llegar hasta un maximo de 4. Al desplazar el deslizador
muestra las coordenadas del vector w (azul).

i
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Realiza las siguientes actividades con su respeclivo sustento
algebraico:

1. Determina el valor del escalar pata que el vector »(—2.8, 2.1) se
convietta en w(3.5, 5).

2. Determina la razén de 4 a b si el vector a{u, b) es perpendicular
al vector b(2, —4).

3. Siendo el vector a{-3, 3), determina el valor del inverso de 3.54.
(Qué dngulo forma el vector con el eje vertical y medido en
-sentido inverso al de las manecillas del reloj?

4. Determina las coordenadas de un vector con direccion S195°0
para que -ga =a{-10.5,-3}.

5. Determina la direccion de un vector para que :f a= a8 —4).
4 DESAF{O V2.1: |

Un piloto tiene la misidén de llevar suministros a un barco en
altamar. El sabe que debe descargar el paquete en el punto cerca
del barco para que los tripulantes lo recojan ficil. El avién viaja
a determinada altura y debe descender a medida que se acerca al
barco. Determina diferentes vectores para el descenso y el ascenso
posterior; para ello, desplaza el punto verde que mangja el avién, El
punto mds alto representa el avion antes de descender, para observar
el vector desplaza el punto de color terracota hacia arriba.

>4 DESAFIO v2.2;

" La grafica muestra el movimiento de una moto ndutica. Se
pueden analizar las componentes del vector posicion desde el mo-
mento en que abandona la rampla hasta el momento que toca el agua
en su caida. Para ello se emplea el deslizador (el punto verde). Si
deseas observar cualquiera de los vectores, s necesario hacer clic
en las casillas de verificacion.
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