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Las abejas..., en virtud de una cierta intuicion geométrica..., saben
que el hexagono es mayor que el cuadrado y que el tridngulo, y
que podréa contener mas miel con el mismo gasto de material”,

Papus de Alejandria

‘La geometria es una ciencia del conocimiento del saber, pero no
de lo que esta sujeto a la generacién y a la muerte. La geometria
es una ciencia de lo que siempre se es”.

Platén

“Comprender las cosas que nos rodean es la mejor preparacion
para comprender las cosas que hay mas alla”.
Hipatia

“Se puede afirmar absolutamente que la historia de las ciencias
es la ciencia misma. Aquello que se posee no puede reconocerse
verdaderamente mientras no se haya reconocido fo que poseyeron
otros antes que nosotros”

J. W. Goethe

"Ni la contradiccién es indicio de falsedad, ni la falta de
contradiccion es indicio de verdad”
Blaise Pascal
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PRESENTACION

La Junta Directiva de la Asociacién de Institutores de Antioquia
les presenta el Texto Lecciones del drea de mateméticas, niimero
dos en el cual se recogen en forma sistematica las experiencias
de aula de los educadores durante los afios 1999 a 2002.

Este esfuerzo, a manera de memoria histérica de lo que es la
elaboracién y construccron tedrica de los docentes del érea, se
realiza con el propésn‘o de avanzar y ganar terreno en la
consolidacién de los equipos base de mvest:gaaon de cada una.
de las &reas disciplinarias con las cuales se trabaja ‘hoy el plan
de estudios de las instituciones educativas del pals. . ..

La inferencia y el efercicio de produccién del. texto,_-.demues_fra.
una vez mas que los maestros y maestras si podemos hacer
texto la palabra, aportando elementos tedricos para la
consolidacion del curricufo pertinente, contextualizado y territorial,
el cual nos anuncic la Ley General de la Educacion. Cap

La producc;on teorfca acé propuesta es el resultado del trabajo
de varios docentes que se han colocado como meta el pensary
reffexionar sobre esta disciplina del conocimiento, para abordar
e interpretar los fenémenos naturales y las leyes cientificas para
una mejor explicacion de ias aphcacrones tecnolog:cas de este ef
S;glo de Ia lntehgenc:a

El mérito del texto radica esencralmente enlos ffempos gue hoy
los docentes dedican no sélo al trabajo con sus estudiantes y a la
produccion tedrica de lo que hacen coneffos. Que mejor muestra
de lo que debe ser la verdadera valo;ac:on de los maestros,
publicar sus pensamientos'y preacupaciones colectivas de trabajo
lento pero firmemente pensado, en esto radican nuestras
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distancias con aqueflos que piensan que para valorar es imperativo
medir y sancionar.

De esta forma se puede efectivamente construir comunidad
educativa y contribuir al mejoramiento de la calidad de la educacion
publica estatal.

A los autores y a los educadores les manifestamos sinceramente
que pueden tener la cerfeza que siempre podran contar con la
Junta Directiva de la Asociacion de Institutores de Antioguia para
reivindicar no s6lo las luchas por la defensa de la educacion piblica
estatal sino también la produccién de los maestros que dignifi can
nuestra fabor y engrandecen el quehacer de la pedagogfa.

Quisiera finalizar llamando la atencién sobre lo que no hacen
muchos dirigentes: valorar y reivindicar a los docentes como
personas admirables que estan al frente de estas y muchas otras
experiencias.

Elfos, "los maestros, los que construyen el tejido social, los que
alimentan la historia reciente, los que construyen la nacionalidad,
a los que no se les oforgan premios internacionales ni se les
felicita en publico, son los que verdaderamente estan, desde fas
aufas, construyendo la patria y contribuyendo a que la nifiez y fa
juventud elaboren sus proyecfos de vida. '

En la soc:edad colombrana no ex;ste ninguna forma de
reconocimiento para los maestros y profesores que, en las aulas,
Se consagran a la consolidacion de nuestra nacion; es por elfo que
resaltamos la elaboracién y produccién de los maestros.

JUNTA DIRECTIVA
LUIS ALONSO LONDONO Z.
SECRETARIO DE ASUNTOS PEDAGOGICOS Y EDUCACION .
SINDICAL
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LA FORMACION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

El objetivo del presente trabajo es ofrecerle a los docentes, bien
sea de primaria o secundaria, algunos elementos tedricos
respecto a la formacion de conceptos matematicos.

Se hace énfasis en el proceso metodolégico para su elaboracion
y asimilacién, en la cual se resaltan aquellas acciones que
permiten verificar si el alumno se ha apropiado de dicho concepto.

A su vez, se presentan ejemplos de formacién de conceptos en
la asignatura de Trigonometria.

Esta propuesta se extiende a todos los campos del saber
matematico, ya que sin la necesaria fundamentacion tedrica, se
dificulta la comprension de los diferentes conceptos matematicos
y por lo tanto, no se aportaria para un aprendizaje significativo.

AUTORA

LUZ AMERICA FERNANDEZ ZIEA
Magister en Didactica de las Matematicas
IPLAC, CUBA

Docente de la

Escuela Normal Superior de Medellin
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1. ¢ COMO SE ELABORAN CONCEPTOS MATEMATICOS?

“LOS MAESTROS SE HAN PREOCUPADO
POR AQUELLO QUE SE APRENDE ........
OLVIDANDOSE DE COMO APRENDEN
LOS ALUMNOS”

JAN SELMES

11 ¢Qué se enseiia en la matematica?

Larespuesta a este interrogante permite ampliar un poco la visién
que manejamos los docentes acerca de qué conocimientos se
ensefian en la Matemética

En la Matema’nca se ensefian conceptos proposm;ones y
procedimientos.

De los anteriores, se hara referencia a los conceptos. Un concepto
es la idea o reflejo mental que se tiene de un objeto o clase de
objetos, sobre la base de sus caracteristicas esenciales o “el
concepto es una forma légica que nos sefiala con toda claridad
las propiedades de las cosas y sus limites” (Huerta. 1984, p.41)

Al analizar la anterior definicién, se encuentra que el concepto
es una forma logica, es decir, una manera de manifestarse el
pensamiento, lo cual permite concluir que los conceptos estan
intimamente relacionados con el pensamiento, ya que una de las
formas de éste reflejarse es por medio de los conceptos.

De modo que al expresar un concepto se debe transmitir la idea,
tomada como el reflejo mental, que se tiene del objeto con base
en sus caracteristicas esenciales o invariantes.
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Las caracteristicas de un concepto permiten establecer relaciones
entre eilos, es decir, si a un concepto determinado se le aumentan
o se le disminuyen caracteristicas entonces se generan otros
nuevos conceptos.

Por ejemplo: analicemos las caracteristicas del concepto de
trapecio: cuadrilatero que tiene dos de sus lados paralelos;
si le agregamos que los otros dos lados también son
paralelos, se obtiene un nuevo concepto que es el de
paralelogramo; si a este concepto le agregamos el ser
equilatero solamente, obtendriamos otro concepto que es
el de rombo; ahora si al concepto de paralelogramo se le
hubiera agregado ser equiangulo, volvemos a encontrar otro
nuevo concepto, que es el de rectédngulo; ahora si a este
nuevo concepto se le aumenta la caracteristica de ser
equilatero, se obtendra el concepto de cuadrado.

Lo anterior, nos posibilita hablar de conceptos superiores,
subordinados {0 subconceptos) y colaterales como lo
plantea Werner Jungk.

Los conceptos superiores se originan al suprimir
caracteristicas esenciales al concepto inicial.

Los conceptos subordinados surgen al afiadir caracteristicas
esenciales al concepto inicial.

Los conceptos colaterales son los que no tienen en comun ninguna
caracteristica esencial y tienen el mismo concepto superior.

Lo anterior se puede visualizar mejor por medio de un
diagrama lineal o de Hesse, para lo cual se retomara el
ejemplo anterior, sobre trapecios.




TRAPECIOS -
7N

——p| PARALELOGRAMOS |¢——

RECTANGULOS ROMBOS

‘T CUADRADOS = |[¢——

En este diagrama, el conjunto o conjuntos que estén en un nivel
inferior estd o estan contenidos en el conjunto o conjuntds que
estén en el nivel superior y que estén unidos mediante unalinea.
En él se puede observar que €l concepto de cuadrado es. un
subconcepto de los conceptos de rectangulo y rombo (todo
cuadrado es rectangulo y es rombo, pero no al revés); a su vez
estos conceptos son subconceptos del concepto de paralelogramo
y este es subconcepto del concepto superlor que eselde trapemo

Con los conceptos se pueden realizar operactones toglcas como
la de definir.

Tanto el concepto como su definicion guardan una estrecha
relamon pero no son lo mismo.

La definicion es el resultadodei acto de definir, es decir, el reflejo
verbal y escrito que se hace del concepto. :

El acto de definir puede desarrollarse como una habilidad, ya
que esta constituida por un sistema de operaciones que conducen
a la elaboracién de la informacién, a la asimilacion, uso, expresion
y apllcaCIon de conoc;mtentos

La habilidad de definir se debe, come_nzar a desarrollar desde los
primeros afios de vida escolar, teniendo presente que las
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definiciones de conceptos tienen diferentes niveies de
profundidad, segun el desarrollo de ios alumnos.

Si se desea formar la habilidad para definir, ée deben tener en
cuenta las siguientes etapas, propuestas por Wolfang Zillmer:

1. A partir de la observacion, ensefiar a determinar las
caracteristicas de los objetos.

2. A partir de las caracteristicas y mediante la comparacién, en
primera instancia de dos objetos, los cuales se irdn aumentando
paulatinamente, lograr que los alumnos identifiquen que entre
los objetos hay caracteristicas que son iguales y otras que son
diferentes. |

3. Distinguir entre todas las caracteristicas, las esenciales, como
aquellas que no se pueden cambiar ni desaparecer porque el
objeto dejaria de ser lo que es, de ahi que son necesarias. Para
lograr esto es recomendable trabajar primeramente con objetos
sencillos.

4. Por ultimo, se debe procurar que el alumno tenga contacto
con objetos que le sean bien conocidos, para que logre reconocer
aquellas caracteristicas que son necesarias y suficientes..

Pero al trabajar un concepto, no necesariamente se debe definir.
Se define cuando los alumnos han alcanzado un adecuado nivel
de desarrolio que les posibilite apreciar las diferentes propiedades;
en ningin momento se trata de que las memorice si no de que
aprenda a trabajar con ellas, es decir, mediante ia déscripcién se
enuncien las propiedades, que con la comparacion puedan
diferenciar cuales son iguales o generales y como consecuencia
de un anélisis puedan determinar las esenciales y por qué.
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Cuando el concepto no se define se debe realizar una descripcion
explicativa, es decir, que los alumnos conozcan todas las
caracteristicas que lo identifican, pero no una definicion explicita
de €l; en este caso se habra hecho una introduccion al concepto.

Es el profesor quien, de acuerdo con el programa de ensefianza,
determina si el concepto a trabajar debe ser definido o solamente
requiere una explicacion descriptiva. Por ejemplo el concepto de
“nimero” en la basica primaria, no se define, sdlo se explica; lo
mismo ocurre con el concepto de “limite” en el grado undécimo,
se introduce el concepto pero no se define.

No se trata de aprender de memoria conceptos a partir de las
definiciones que dé el profesor o el libro, si no del analisis y la
comprension que se tenga de las caracteristicas que lo integran;
solo de esta forma se contribuira al logro de un aprendizaje
significativo.

“Cuando un aprendizaje es significativo para el alumno, resuena
en su experiencia vital, le habla y le llega como si fuera el regalo
que esperaba hacia tiempo”. (Florez . 1999, introduccidn).

Al hablar de aprendizaje significativo, nos remitimos
inmediatamente a Ausubel; quien en su teoria se ocupa de los
procesos de aprendizaje/ensefianza de os conceptos cientificos
a partir de los conceptos previamente formados por el nifio en su
vida cotidiana.

Un aprendizaje es significativo cuando la nueva informacién logra
incorporarse a la estructura de conocimientos del alumno. Esto
se da cuando se inserta de manera no arbitraria a los
conocimientos previos del alumno; ademas se asimila el
aprendizaje como un proceso continuo, progresivo e integrador,
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gue se logra en la medida en que el sujeto interactie con los
otros sujetos en su medio.

Se evidencia un aprendizaje significativo cuando:

o El alumno no olvida facilmente lo que se le ensefa. En este
caso hay una retencion duradera de la informacién, memoria a
fargo plazo: entendida esta como la parte del sistema de memoria
que almacena informacién que antes fue producto de la memoria
a corto plazo (llamada por algunos psicoiogos como memoria
“activa’) con el fin de recuperarla y emplearla cuando sea necesario.

e EI alumno manifiesta un esfuerzo por ligar los nuevos
conceptos ya aprendidos.

e Hay una aplicacion adecuada de lo aprendido: para explicar
los fendmenos de la naturaleza, el alumno hace una
metacognicion, tomada como el grado de conciencia que tiene el
alumno de sus formas de pensar y de los contenidos mismos.

o Aporta explicaciones de los fendmenos de acuerdo con el
contexto de donde se espera que estos sean definidos.

o Transfiere la nueva informacién a otros contextos diferentes
de aquel en que fe fue ensefiado.

Para que se produzca un aprendizaje significativo es necesario que:

e E| conocimiento que se vaya a presentar sea potencialmente
significativo, o sea que se pueda asociar claramente con sus
conocimientos anteriores. Un conocimiento posee significado
logico o potencial si sus elementos estan organizados y no solo
yuxtapuestos.
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e Haya predisposicion para el aprendizaje significativo: ya que
comprender requiere siempre de un esfuerzo, el alumno debe
tener algan motivo para esforzarse. Esta predisposicién depende
en parte de la significatividad potencial que tengan los materiales
para el alumno y en parte también el tipo de préactica o sesiones
de repaso, de las tareas, temas de debate y actividades que se
elijan para la clase. TN : :

En su teoria del aprendizaje significativo (1968), Ausubel sostiene
que la persona que aprende y recibe informacion verbal, la vincula
a los acontecimientos previamente adquiridos y, de esta forma,
da a la nueva informacion, asi como a la informacion antigua, un
significado especial.

£l profesor es quien dirige el proceso de ensefianza, por lo tanto
es el mayor responsable de que la ensefianza sea efectiva para
que se genere un aprendizaje significativo y dicha efectividad
dependera de la forma como transmita los conocimientos.

Veamos entonces, como se elaboran los conceptos matematicos,
de modo que se logre un buen aprendizaje de ellos.

1.2 ELABORACION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

La elaboracion de conceptos es un proceso mediante el cual se
conocen las caracteristicas esenciales de un objeto, relacién u
operacion, de modo que el alumno las identifique y las utilice
correctamente en distintas situaciones, permitiendo de esta forma
ampliar la extension de dicho concepto; se desea enfatizar en
algo mencionado anteriormente, no se trata de memor izar, ni las
caracteristicas esenciales, ni la deflmc:lon -

Se tomara como base el procenso de elaboracion de un concepto
planteado por Werner Jungk, en el cual se distinguen tres momentos:

T T S ]
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1.2.1. Consideraciones y ejercicios preparatorios:

Se trata de familiarizar a los alumnos con aguellos fendmenos que
muchas veces conocen parcialmente antes de haber sido trabajados
en la clase, que han sido adquiridos de su entorno mediante el
lenguaje comin y que estan relacionados con el nuevo concepto.

1.2.2. Formacién del concepto:

Es el proceso que se inicia desde la creacion del nivel de partida
hasta la definicién o explicacion del concepto, teniendo en cuenta
la motivacion, |la orientacion hacia el objetivo y la separacion de
las caracteristicas comunes y no comunes.

1.2,3. La asimilacién o fijacion del concepto:

Es la parte del proceso a través de la cual se contribuye a lograr la
apropiacion del conocimiento por parte de los alumnos. Se pretende
con ésta mayor solidez, durabilidad y aplicacion de los
conocimientos; ademas, desarrollar y perfeccionar habitos,
habilidades y capacidades matematicas. Esto se logra mediante
ejercitaciones, profundizaciones, sistematizaciones y aplicaciones.

Lo fundamental en la formacion de un concepto es la identificacion
de sus caracteristicas necesarias y suficientes, lo cual influye en
gue su asimilacion sea correcta.

1.3. VIAS METODOLOGICAS PARA FORMAR UN CONCEPTO

Desde el punto de vista de la teoria del conocimiento, se
diferencian dos vias para formar un concepto:

1.3.1. Vialnductiva: en ésta, la definicion del concepto se elabora
paso a paso. Se parte de ejemplos y explicaciones que faciliten
la busqueda de las caracteristicas comunes y que permitan
identificar las caracteristicas esenciales.
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Al utilizar esta via se debe tener en cuenta la siguiente secuencia’

1.

2,
3.
4

o

Asegurar el nivel de partida.

Motivar.

Orientar hacia el objetivo.

Observar varios objetos representantes y no representantes
del concepto a trabajar.

Comparar los objetos para determinar las caracteristicas
COMmunNes y no comunes.

Establecer un sistema de caracteristicas generales y
especificas.

Formular la definicion o expiicacion.

Realizar consideraciones perspectivas o retrospectivas, o
sea, analizar el procedimiento desarrollado para que el
alumno determine si se logré solucionar la situacion planteada
en la motivacion.

1.3.2. Via Deductiva: en esta se parte de la definicién del
concepto y mediante el analisis de ejemplos se descubre el
contenido y ia extensién del concepto.

o

GhwWN =

Asegurar el nivel de partida.

Motivar,

Orientar hacia el objetivo.

Definir el concepto y analizar bien sus partes.

Plantear ejemplos y contrasjemplos del concepto y analizarlos
de acuerdo con el contenido.

Analizar cual seria la consecuencia si se omitiera alguna de
estas caracteristicas.

Para determinar qué via utilizar en la elaboracion de un concepto
es necesario tener en cuenta si éste se va a definir o solo se va
a realizar una introduccion de él.

Debe tenerse en cuenta que hay muchos conceptos de los cuales

o

T
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no se puede disponer de objetos representantes, debido a que al
inicio de su formacion son desconocidos, como sucede con los
conceptos de operaciones y de relaciones. Para este caso, se
modifica la via inductiva, construyendo los objetos.

Se habla entonces de una via constructiva, que tiene los mismos
pasos de la inductiva, pero cambiando el paso cuatro por: buscar
un principio conocido que permita construir los objetos
correspondientes y construirios.

Existen también otros conceptos, para los cuales su elaboracion
se facilita méas a partir de la definicién, por ejemplo, un signo
matematico en cuanto a su significado o a las reglas que
determinan su aplicacion.

Algo importante en la formacién de conceptos es determinar el
momento en gue se debe mencionar la nueva palabra o frase
conceptual que representa el concepto a formar. Cuando este es
conocido por los alumnos, porque lo han oido mencionar en
clases anteriores o en su vida cotidiana, se nombra en la
motivacion y en la orientacion hacia el objetivo; y en este caso se
logra una comprensién mas exacta del concepto, debido a que el
término lo han conocido en coniextos y relaciones diferentes.

Para formar el concepto como una accién mental, se debe tener
en cuenta que ésta se da a partir de la interiorizacion de acciones
con objetos reales. Dichas actividades las debe planificar y dirigir
con exactitud el profesor.

Segtn el psicdlogo Galperin (Apuntes citados por Jungk, W. En
Conferencias sobre Metodologia de la ensefianza de la
Matematica.2, p. 35), para formar una accién mental se deben
tener en cuenta las siguientes etapas:
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1. Accién mental en forma material o materializada: es decir, la
accion debe ser externa y realizarse con objetos concretos, sies
posible, de lo contrario utilizar modelos con esquemas o
representaciones escritas.

2. Accion en forma de lenguaje externo para si: en esta etapa
se eliminan los objetos concretos y los esquemas o
representaciones escritas. Consiste en la formulacion oral que
hace el alumno en forma consciente y precisa de cada paso; en
el caso especifico de la formacién de conceptos, se refiere a la
formulacion oral de fas caracteristicas esenciales de éstos. Dado
que en esta etapa el alumno realiza las actividades oraimente, le
permite al profesor controlar el desarrollo y resuitado de la accion
Y & su vez corregir los errores.

3. Accion en forma de lenguaje interno: en esta etapa el alumno
realiza toda la accién mentalmente y sélo comunica el resultado.
Aqui termina la interiorizacion de la accién y el resultado debe
ser una accion mental automatizada, reducida y generalizada.

En cada una de estas etapas, laformacion de conceptos posibilita
adiestrar el pensamiento l6gico de los alumnos, mediante la
formulacién verbal y correcta de las propiedades y de las’
relaciones logicas entre ellas.

Antes de ejemplificar la elaboracion de conceptos es necesario
mencionar la importancia que tiene la conversacion de clase, dirigida
por el profesor, el cual debe: tener dominio y seguridad del concepto
a elaborar, no olvidar el objetivo que desea que sus alumnos
alcancen, ser claro al formular las preguntas, valorar rapidamente
la respuesta dada por el alumno, en el caso en que sea necesario
corregir, emplear contragjemplos en la medida de lo posible, orientar
a los alumnos a valorar las respuestas de sus comparieros. -
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Lo anterior permite la participaciéon activa del alumno,
contribuyendo a desarroliar en €l capacidades para interpretar,
proponer y argumentar.

1.4. ELABORACION DEL CONCEPTO “RAZON TRIGONOMETRICA
SENO DE UN ANGULO” MEDIANTE LA ViA INDUCTIVA,

1.4.1. Formacién del Concepto.

1. Es indispensable que el profesor parta de tener en cuenta
aquellos conocimientos y capacidades previos, que los alumnos
deben poseer y que son necesarios para el nuevo concepto que
se va a formar.

Por ejemplo, en el caso de la razén trigonométrica (RT) seno
de un angulo, los conocimientos previos o nivel de partida son:
el teorema de Pitagoras, el concepto y la definicién de la funcién
trigonométrica seno de un angulo, analizados en la
circunferencia unitaria y en la de radio R (en el caso en que las
funciones trigonomeétricas se hayan ensefiado antes que las
razones), el concepto de razén y los concepios de catetfo
adyacente y cateto opuesto de un angulo agudo en un triangulo
rectangulo. ' ' ‘

Es importante que el profesor verifique si los alumnos poseen
los conocimientos anteriores, de poco sirve averiguar si se les
ensefid en el grado anterior si no se tiene la seguridad del dominio
gue los alumnos tengan de dichos conocimientos; aqui se esta
haciendo referencia al Aseguramiento del nivel de partida.

Este aseguramiento se hace mediante diferentes actividades
como: tareas propuestas para la casa, ejercicios desarrollados
en clase, preguntas.
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Parala presente elaboracion se pueden plantear ejercicios como:

a. Calcular el valor de las siguientes funciones trigonométricas:
a. sen 180° b. sen 90° c. sen (-270°)

b. Dado el triangulo ABC, rectangulo en B, siX BCA = 35°,
¢cuanto mide el LBAC?

c. ¢Cual es la medida del cateto adyacente al angulo de 40°,
en el siguiente triangulo?

Q-
d. Calcular el éreay el perimetro de un triangulo rectangulo,
cuyos catetos miden 3 cmy 4 cm.

e. Expresar en forma de razon:

a 3esa8 b.6esalb c.-8Besad [d. 100esa 28

Si después de expuestas las soluciones de estos ejercicios, por
parte de los alumnos, el profesor se percata de la falta o poco
manejo que se tiene de ellos, entonces debe activar dichos
conocimientos mediante la planificacidn de una serie de
actividades que permitan resolver las dificultades hatladas.

2. Se deben crear motivos para que el alumno tome conciencia
de la necesidad de aprender ‘algo nuevo y de como lo logra. Se
hace referencia a la motivacion, la cual se presentaré si el profesor
mediante acciones bien dirigidas (planteamiento de situaciones
problematicas), crea motivos en el alumno para el nuevo
aprendizaje, las cuales se encaminaran a la necesidad de obtener,
no sélo un nuevo concepto, si no también a la forma como
encuentra la solucion.
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Para el concepto que se viene formando se realizara una
motivacion practica o extramatematica mediante el planteamiento
del siguiente problema:; “para cambiar la bombilia de una tampara
gue esta en un poste perpendicular al piso, se apoya al poste
una escalera que mide 3 m y forma con este un angulo de 54°.
Calcular ia distancia a la que se encuentra la base de |la escalera
de la base del poste”.

Utilizando la conversacién en clase, se conduce al alumno a darse
cuenta de que los conocimientos que posee no le son suficientes
para resolver el problema, esto se realiza a través de
orientaciones y preguntas como:

- Coge un palo o la escoba y representa la situacion planteada
en el problema.

- Represéntaia graficamente en tu cuaderno (ala vez se realiza
el gréfico en el tablero)

- ¢ Qué figura geométrica forma la escalera con el piso y el
poste?

- ¢,Qué clase de triangulo es? En este momento se realiza el
gréfico del tridngulo solamente, a un lado del otro que se hizo
para representar el problema.

3 em 4°

- ¢ Quérepresentala escalera, el poste y el piso, en el tridngulo
obtenido?

- ¢ Acusles les conoces la medida?

- ¢ Qué piden averiguar en el problema?

- ¢Aqué lado del triangulo corresponde lo que piden?

- De acuerdo con lo que sabes, ¢qué se utiliza para hallar el
lado desconocido de un triangulo rectangulo?
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- ¢Lo podrias utilizar en este caso, para calcular {o pedido?
¢, Por que? :

. ¢ Qué otro conocimiento tienes que relacione angulos y tados?

3. Hacer conscientes a los alumnos de la carencia de sus
conocimienmientos, lo cual no les permite resolver la situacion
planteada de modo que se les pueda orientar hacia el objetivo
que se propone alcanzar. ' '

El aprendizaje seré mayor en lamedida en que los alumnos sepan,
el para qué van a realizar determinadas acciones; es en este
momento donde el profesor debe indicarles el nuevo conocimiento
que van a adquirir. ' '

De acuerdo con el ejemplo que se viene presentando se les dice
a los alumnos que van a aprender un nuevo concepto, llamado
“Razén Trigonométrica seno de un édngulg agudo” el cual le
permitira posteriormente darle solucién al problema planteado.
Se dice el hombre del nuevo concepto, si‘los alumnos ya lo
conocen, en este caso se dice porque ellos ya conocen la funcidn
trigonomeétrica seno.

E! profesor debe reconocer que lo que se ha realizado es la
Qrientacion hacia el objetivo. I e

4. Establecer comparaciones entre objetos representantes y no
representantes del concepto a formar, que permitan determinar las
propiedades generales'y especificas que lo diferenciaran de otros.

El nuevo concepto se debe elaborar a partir de las reflexiones
que realicen los alumnos a través de una buena participacion
que les permita ir articulando los conocimientos anteriores con
el nuevo conocimiento. |
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Esta fase es la fundamental del proceso de ensefian
aprendizaje, ya que es donde los alumnos adguieren el nue
conocimiento y de la forma como se realice este proceso depen
que el nuevo conocimiento se adquiera estructurada
sistémicamente.

En el ejemplo que se viene trabajando, se sabe que los alumn
ya tienen el concepto de la funcién trigonométrica seno de
anguio, definida en una circunferencia unitaria y de radio r, por
cual se trabajara el nuevo concepto por analogia con dicha funcic

Se graficara en el tablero la circunferencia unitaria con el &ngu
y el triangulo que se genera a partir de la proyeccién del rac

sobre el sje X.
Ay

{x.y)

< i >
\‘/ &

v X

Utilizando los gréficos se orienta el siguiente didlogo:

o ;CoOmo es el tridngulo que se forma en la circunferenc
unitaria? ¢, Por qué?

s (Cdmo se definio la funcidn trigonométrica seno de un angu
en la circunferencia unitaria?

e ¢ Seréa posible expresar el sen o, como una razon?

e ;Cual es el denominador de [a y?

o ;Sera, entonces correcto escribir sen o = —:’— , por qué?

e Sila circunferencia es de radio r y se traza su proyeccid
sobre el gje X, ¢ qué clase de tridngulo se forma?

e ¢ Como son los triangulos que se forman? ¢ Por qué?
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& A qué sera igual el sen o en la circunferencia de radio r?
Como se puede ver, la funcidn trigonométrica seno de un
angulo, en una circunferencia de radio r, se puede escribir
como sen o = -}-

Ahora, con relacion al triangulo rectangulo que se formaenla
circunferencia, ;qué cateto del triangulo representa la y?

; Qué representa r en el fridangulo?.

Podriamos entonces reemplazar en sen o ==, layylar
por lo que representan en el triangulo rectangur!o, veamos:

C.0
senao =m;3m guedarfa comojsen o. = SeN o =

y cateto opuesto

hipotenusa h

5.

De acuerdo con {a expresion obtenida, mira los elementos que
la componen,

¢, En qué clase de triangulos se puede utilizar? ¢Por qué?
¢, Qué operacion aparece en la expresion?

¢,Como se le puede llamar a esta expresion?

¢ Entre qué lados deltriangulo rectangulo, se establecit larazén?
Ladnicarazon que permite relacionar en un triangulo rectangulo,
uno de sus angulos agudos con el cociente entre el cateto opuesto
adicho anguloy su hipotenusa es la Razon Trigonométrica Seno.

Definir el concepto.

Como se dijo antes, no todo concepto se define, es el profesor y
su colectivo quienes de acuerdo a muchas condiciones determinan
0 lo uno ¢ lo otro. Para el caso de |la razon trigonométrica seno de

’ . + x e ' s c.0
un angulo, se escribe la definicién en forma de ecuacion: sen o = =
en la cual se identifican sus dos componentes:. sen o, que es lo que se

. c.0
definey €S lo que define a sena.
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Luego para que los alumnos expresen esta definicion con
palabras, se les pregunta;

o ; Qué es una razon trigonométrica?
o 4 Qué diferencia existe entre la funcién trigonométrica seno
de un angulo y la razén trigonométrica seno de un angulo?

6. Al llegar a esta fase del proceso de formacion del concepto,
se defina este o no, el profesor debe invitar a los alumnos a
reflexionar si el concepto encontrado permite darle solucién al
problema planteado en la motivacion, el cual se recordara, se
resolvera y por Ultimo se les guiard mediante preguntas, para que
ellos recuerden cual fue el procedimiento que se llevo a cabo para
obtener el nuevo concepto. En este punto se hace referencia a las
consideraciones retrospectivas sobre el proceso desarrollado.

Segun el ejemplo se puede orientar el siguiente dialogo:

e ,En qué clases de triangulo se puede utilizar la razén
trigonométrica seno de un angulo? ; Por qué?

o ¢ Cual fue el problema planteado al principio?
¢Cual fue la pregunta? A

o ¢ Crees qué con la razon trigonométrica seno de un angulo
puedes darle solucion al problema planteado?

e Adelante, encuentra la respuesta.

El profesor estard interesado en que ios alumnos aprendan a
controlar los resultados de su trabajo. Se utilizaran las respuestas
gue sean incorrectas o incompletas para someter a la discusion
dichos resultados. -

Hasta aqui, sdlo se han realizado dos momentos del proceso de
elaboracién del concepto Razén Trigonométrica seno de un
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angulo: las consideraciones y los ejercicios preparatorlos y la
formacion del concepto como tal.

Lo anterlor permite concluir que la formacién de conceptos es
diferente de la elaboracion, para que ésta se dé hace falta el
ultimo momento o sea la asimilacion o fijacién del concepto; a lo
cual se hara referencia a continuacién.

1.4.2. Asimilacién y fijacion del nuevo concepto.

Se ha llegado aqui a la Ultima fase del proceso de elaboracién
del concepto, para la cual los alumnos deben haber adquirido
cierto conocimiento, el cual se debe fijar en ellos a partir de
repasarios, grabarfos en la memoria y comprenderios en una
forma mas profunda.

Enla asimilacion de conceptos y definiciones los alumnos deben:

e Comprobar si un objeto representa o pertenece a un concepto
dado, a partir de sus caracteristicas esenciales.

e Dar ejemplos y contragjemplos de un concepto especifico.

 Formular de diferentes formas la definicién de un concepto.

e Ubicar el nuevo concepto en un sistema de conceptos conocidos,
destacando el concepto superior, los subconceptos y los
conceptos colaterales. :

La asimilacion del concepto se debe reallzar por medlo de
acciones orientadas a identificar, realizar 'y aplicar el nuevo
concepto.

La identificacion de un concepto: consiste en determinar si un
objeto o relacion pertenece a un concepto determinado.

T,
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La realizacién de un _concepto: frata de crear objetos o
complementar o transformar los existentes o relacionarlos de
modo que se originen representantes del concepto dado.

La aplicacién de un concepto: consiste en utilizar correctamente
el nuevo concepto en la resolucién de ejercicios y problemas,

El buen resultado de la aplicacién de un concepto esta
determinado por la calidad del ejercicio seleccionado, el cual debe
conducir al alumno a realizar aplicaciones a partir de un
pensamiento independiente y un trabajo creador.

A continuacion se mostraran algunos ejemplos de estas
actividades para la razédn trigonométrica seno de un angulo.

1.4.2.1. Identificacion

1. ¢ En cudles de los siguientes triangulos se puede calcular la
razon trigonométrica sen A 'y por que?

2cm B
A B B
2cm
4om 4cm A b em
Z\F 7cm
c A o c

2. De acuerdo con el siguiente triangulo rectangulo en P, sefiala
la respuesta cornrnecta y justificala.
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SenN=m£1m SenN= P SenN=m2_. SenN=m2m
p n p m

1.4.2.2. Realizacion
1. Calcula el sen E en el siguiente tridngulo, rectangulo en D.
D 5.cm

2cm

c

2. Sea el triangulo PQR, rectangulo en Ry sea p, qy r los lados
opuestos a los angulos P,Q y R, respectivamente; con g =12 cm
y r=13 cm. Calcular el valor de sen P y sen Q.

1.4.2.3. Aplicacién

1. Resolver el tridngulo ACB, rectangulo en C,siB=24°y
c = 30 cm; utiliza las tablaf:s de las funciones trigonométricas.

2. Un camino tiene una inclinacién de 12° con respecto a la
horizontal. ¢ Cuanto se debe caminar hacia arriba para alcanzar
una altura de 40 m‘?

Luego de analizar la seolucion dada por los alumnos a los
anteriores ejercicios se debe profund;zar un poco mas en este
concepto, al preguntarles:

Si se conoce en un triangulo rectangulo, uno de los catetos y la
hipotenusa, ¢;qué se puede averiguar mediante la razon
trigonométrica seno?
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Esta pregunta debe conducir a la conclusion de que la razén
trigonomeétrica seno de un angulo también permite encontrar ei
valor de uno de los éngulos agudos del triangulo, utilizando para
ello las tablas de las funciones trigonométricas y resoiver el
triangulo o sea hallar la medida de todos sus elementos: fres
lados y fres angulos.

Ahora veamos como se puede elaborar un concepto por medio
de la via deductiva, recordando que esta via se diferencia de {a
inductiva en que se parte de la definicion.

1.5. ELABORACION DEL CONCEPTO“RAZON TRIGONOMETRICA
COSENO DEL ANGULO” MEDIANTE LA ViA DEDUCTIVA.

Para la elaboracion de este concepto, se asume que la razén
trigonométrica seno de un angulo ya se enserio.

1.5.1._Asequramiento del nivel de partida: se éSeguré el nivel
de partida mediante los siguientes ejercicios:

1. Dado el triangulo ABC, rectangulo en B; si a = 3cm y c=
~1cm. Halla el valor de Sen A y Sen C.

2. Siel triangulo MNP es rectanguloenNy p=7dm, m=5dm,
n=\74 dm. Calcula el valor de los angulos My P.

3. En el triangulo CDE rectangulo en D; ¢c=2 m, d=5 m, e:\f21m;
indica ¢ cuales de las siguientes expresiones representan la
razdén trigonomeétrica seno y por qué?

21

=2 |b) S6N E = weem o =Y21
ajsenC= & b)senE 5 cysenC = ;

d)senE =
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1.5.2. Motivacién (intramatematica): Se propondra el siguiente
problema:

Dado un triangulo FGH, rectangulo en G; si F = 50° y g = 5¢m,
Hallar la medida del lado h, utilizando solamente aF y g.

Através de una conversacién de clase, se invitara a ios alumnos

a buscarle la solucién al problema planteado.

o |ee el problema.

o ¢De qué trata el problema?

o (A que figura geométrica se refiere el problema?

e ¢ Qué datos dan?

¢ ¢ Qué piden?

e Realiza un gréfico que ilustre el problema.

e ¢ Aqué elementos del tridngulo corresponden los datos dados?

e ¢ Qué representa lo pedido con respecto al &ngulo dado?

e ¢ Se puede hallar la medida del lado h, empleando la razén
trigonomeétrica seno y por qué?

e ¢ Como se puede averiguar la medida del lado h?

Después de analizar con los alumnos las respuestas dadas a las
anteriores preguntas, se les hara ver que ios conocimientos que
poseen no son suficientes para resolver el problema y que por lo
tanto es necesario aprender algo nuevo.

1.5.3. Orientacién _hacia el objetivo: En este momento se les
dira a los alumnos, que van a aprender una nueva razon
trigonométrica definida en un triangulo rectangulo, llamada
coseno, que les permitira solucionar el problema planteado y otros
similares. '

Se dar4 la siguiente definicion: “En todo triangulo rectangulo, el
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coseno de uno de sus angulos agudos es igual a larazén obtenida
entre el cateto adyacente a dicho angulo y la hipotenusa”
Luego se orientara una conversacion, a partir de las siguientes
preguntas:-

Lee la anterior definicion.

Escribela simbdlicamente. Cos A = w

¢, La anterior expresion representa una razon trigonométrica?
¢, Por qué es una razon trigonométrica ?

¢ En qué clase de figura geométrica se puede utilizar y por qué?
¢, Sera igual a {a razoén frigonométrica seno del angulo A?
¢LEn qué se asemeja a la razdn trigonométrica seno de un
angulo?

¢ En qué se diferencia de la razon trigonometrica seno de un
angulo?

¢, Qué datos necesitas conocer, para poder utilizar la razon
trigonométrica coseno de un angulo?

;, Qué se puede hallar con la razon trigonométrica coseno
de un angulo y qué datos se tendrian que dar?

Veamos si con esta nueva razon trigonométrica se puede resolver
el problema planteado al principio. Observa el graflco que
realizaste y trata de encontrar lo ped|d0

Luego de que los alumnos lo realicen individualmente, se le pedira
a uno de ellos que lo explique, de modo que entre todos se pueda
revisar la solucion encontrada.

¢ Como debe ser la medida del lado h, comparada con la del lado g7
¢ Por qué?

¢ Tiene sentido la respuesta encontrada?

Si conoces la hipotenusa de un triangulo rectangulo y el cateto
adyacente a uno de sus angulos agudos, ¢,qué podrias averiguar
de él, empleando la razdn trigonométrica coseno de un angulo?




1.5.4. Asimilacion y fijaciéon del nuevo concepto

Se presentara algunos ejercicios que permitan fijar el nuevo
concepto, a partir de la identificacion, la realizacion y la aplicacion.

1.5.4.1. Identificacion

1. Sea el triangulo 1JK, rectangulo en J; si: i =3cm, j= 3.6cm,
k = 2cm. Sehala la razdn que representa el cos Ky justifica

tu respuesta:

a) 2 a) 3.6.

3.6 -3

2)

2

3

a) 3

3.6

2. De acuerdo con el siguiente grafico, une con una flecha, la
razon trigonoméfrica de la :zqu1erda con su respectivo valor

dela derecha

sen N = %
cos N = 1%
cos .= %
sen L = ~1~%

1.5.4.2. Realizacion.

Sea el triangulo OPQ, rectangulo en P; halla en cada caso el
valor de la razon trigonométrica coseno para los angulos O y Q.

a)o= 2cm g = 6cm
Pb)p= 8cm 0 =.5cm
¢) p = 10cm q =6cm
d) o = 4cm g = 5cm

p q
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1.5.4.3. Aplicacion.

1. En un parque dos jovenes se encuentran separados una
distancia de 180m. Si uno de ellos ve un globo elevado,
exactamente arriba de él, y el otro lo ve con un angulo de
elevacion de 63°. ;Cual es [a altura del globo?

2. Resolver el triangulo ABC, rectangulo en B, sicos A = -3;-
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APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO DE LOS NUMEROS
ENTEROS Y SUS OPERACIONES

La propuesta es importante para el docente de sexto y séptimo
grado, ya que se le ofrece una didactica integral para organizar
las actividades que le permitan acompariar a los estudiantes, en
un aprendiz‘ajé mas significativo del sistema de los ntimeros
enteros.

El aprendizaje significativo se hizo a través de la estructuracion
de actividades, rastreando diferentes estados de complejidad
conceptual que permite llegar a las relaciones mateméticas
después de procesos intuitivos y reflexivos, disefiando problemas
que se correspondan con los variados significados, que a nivel
fenomenoldgico, tiene el sistema de los numeros enteros. -
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2 COMPRENSION O SIGNIFICADO DE LOS NUMEROS
ENTEROS Y SUS OPERACIONES

2.1. INTRODUCCION

El papel del maestro no es el de transmitir el conocimiento, sino
el de propiciar los instrumentos para que el alumno lo construya,
a partir de su saber previo y tender al establecimiento de
“significados comunes”, razén por la cual la comunicacion y el
aprendizaje se hallan intimamente relacionados. Se hace
necesario, entonces, que el maestro conozca primero, cuéles
son los significados que utilizan los alumnos respecto al contenido
escolar, cuyo aprendizaje quiere favorecer, y, esto se puede lograr,
disefiando estrategias didacticas, fundamentaimente
participativas. '

Para nuestro proposito: favorecer ia comprension.o significado
del concepto de nlimero entero y sus operaciones, disefiamos
una situacion - problema integrada que, ademas de permitir
conocer los saberes previos del estudiante en cuanto al sistema
de numeros naturales, permita construir el sistema de nimeros
enteros y facilite la comprension algoritmica de las operaciones,

Se considera una situacion - problema “como un espacio de
interrogantes, frente a los cuales, el sujeto esta convocado a
responder y cuyo objetivo principal es desencadenar un
aprendizaje” (Mesa, O. 1997, p.21). -

2.2. ESTRATEGIA METODOLOG!CA
Es importante aclarar que tuvimos.en cuenta, al disefiar la

estrategia, los siguientes criterios, tomados como referentes
generales para abordar situaciones - problema: '
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} La ensefianza y el aprendizaje de las matematicas debe
ocurrir dentro de una concepcidn constructivista del conocimiento.

» La interaccidn entre el estudiante, el objeto a conocer y el
docente, debe ser fuertemente participativa.

» El objeto de conocimiento (sistema de nimeros enteros) no
debe asumirse como un producto terminado, sino, plantearse
como algo con posibilidades de profundizacién y ampliacion.

» Los constructos matematicos exigen, para ser interiorizados,
de las capacidades de abstraccidn y generalizacion,

» Los contenidos tematicos deben organizarse, coheren-
temente, alrededor de objetos de conocimiento que potencialicen
y faciliten variabilidad y riqueza de preguntas y problemas,

2.3. FORMULACION DEL PROBLEMA

“Asumiendo que fa razon humana, interpreta, codifica y construye
el conocimiento en funcién de “sus” significados, habra que
adecuar la intervencion educativa para favorecer en el alumno,
la construccion de significados propios y pertinentes”. (Barrén
Ruiz, Angela. 1989, p.305); el problema objeto de estudio, se
formula a partir de los siguientes postulados:

2,3.1. lLa creacion de espacios pedagdgicos, a partir de
situaciones- problema que permitan darfe significado a los nimeros
enteros y sus operaciones, posibilita la movilizacién del pensamiento
l6gico - matematico en los estudiantes de basica secundaria.

2.3.2, La comprension o significado de los algoritmos' para

1 Un algoritmo es un proceso fijo gue al ser ¢jecutade sistematicamente, produce un resultado
deseado. Cuando los algoritmes estén blen definidos; es posible expresarlos mediante unaregla.
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resolver las operaciones, con numeros enteros, facilita la
aplicacion de los mismos. :

2.3.3, La comprensién o significado de las operacicnes, con
ndmeros enteros, permite al estudiante de la ensefianza basica |
secundaria, desarrollar habilidades y destrezas en la resolucién
de problemas, no sélo de mateméticas sino de.otras areas que
hacen uso de estos conceptos. .

El tema objeto de estudio encuentra su significado en el proceso
de la practica pedagbgica; porque, si bien es cierlo que el
aprendizaje es una construccion de los sujetos, tambiéen es
esencial que el maesiro ponga de relieve el proceso de
construccion de significados, como elemento central del proceso
ensefanza- aprendlzaje

La construccmn del pensamlento Ioglco matemat:co y su
movilizacién, la ejercitacion algoritmica y la resolucién de
problemas, requieren de estrategias de intervencion que
potencien y brinden alternativas al estudiante para enfrentarse a. .
la resolucién de nuevas situaciones - problemas.

' 2.4. OBJETIVOS

241 General _
Diseriar, a partir de situaciones- problema una estrategia de
intervencion pedagbgica para la comprension o significado de
los nlmeros enteros y sus operaciones. ' o

2.4.2, Especificos

2.4.2.1 Disefiar actividades que permitan al estudiante
apropiarse, en forma significativa, de los conceptos que se
requieren para resolver las operaciones basicas con nlimeros
enteros. : :
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2.4.2.2 Plantear actividades que conduzcan a la ejercitacion y
aplicacion algoeritmica. :

2.4.2.3 Desarrollar habilidades y destrezas en la resolucién de
problemas, no s6lo de matematicas sino de otras éreas.

2.5. ESTRUCTURACION DE LA RED PARA EL CONTENIDO
TEMATICO DEL BLOQUE

Objetivos

= Construir, en forma significativa, el conjunto de ndimeros enteros
y SUs operaciones basicas a partir de sifuaciones-problema.

= Realizar aclividades que conduzcan ala ejercitacion y aplicacion
algoritmica.

= Formulary resolver problemas que requieran el uso de nimeros
enteros. '

Actividades de motivacion

Presentamos, a continuacién, algunas actividades motivadoras.
En éstas tanto los datos, como las preguntas pueden ser
modificados, sustituidos o elaborados por el maestro.

2.5.1. Actividad No. 1. Ecopaseo

Proponemos un paseo ecologico (imaginario), ala ciudad de Santa
Marta, que, ademas de motivar a los estudiantes, facilite la
comprension del concepto de nimero entero y las operaciones de
suma, resta, multiplicacion y division; ademas, permitira conocer,
de ellos, los saberes previos en cuanto al sistema de nimeros
naturales. Dividiremos la actividad en dos momentos:

# Preparacion # Ejecucion
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2.5.1.1. Preparacion de ia actividad
Después de una motivacion previa, 22 estudiantes deciden
participar en el ecopaseo.
El maestro propone organizarlo colectivamente; lo que obliga a Ia
recoleccion de datos basicos como:

RS RSRY

Duracién
Seleccion de los sitios turisticos y ecoldgicos.
Algunos datos de tipo geografico.
Costos de todo tipo.

Financiacion.

Lo anterior, se presentara en cuadros asi:

Cuadro 1
Altura Distancig
sobre | Temperatura | con | Numero
Sitios el nivel | promedio Jrespecto de
del mar en °C a habitantes
en (M) Medellin
(en Km.)
Medellin 1.538 | 24°sobre cero 0 1.700.000
SantaRosadeOsos| 2.500 | 14° sobre cero| 74 28.992
Yarumal 2.265 | 16° sobre cero] 120 34.048
Taraza 83 28° sobre cerof 223 15.997
Caucasia 50 28° sobre cero| 293 44711
Santa Marta 6 27° sobre cero ' 260.000
Ciudad Perdida] 3.200 | 2° bajo cero} '
Sierra Nevada
de Santa Marta 8° bajo cero
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Cuadro 2

CONCEPTO INGRESOS EGRESOS
$ $

Cuota de inscripcion 110.000 -
Cuotas mensuales (10) 440.000 -
Rifa de un equipo de sonido 2.000.000 532.000
Rifa de una lavadora 3.000.000 832,000
Rifa de una moto 3.500.000 1.232.000
Cuadro 3

Duracion del ecopaseo 5 dias
Costo del transporte $ 1.800.000
Costo unitario: visita a las Islas del

Rosario y acuario (almuerzo incluido): $ 18.000
Costo unitario: visita a la Quinta

de San Pedro Alejandrino: $ 3.000
Costo unitario; visita a la Ciudad Perdida

y Sierra Nevada de Santa Marta

(almuerzo incluido): $ 19.000
Costo unitario de almuerzo o cena: $ 3.000
Costo unitario desayuno:. 3 2.200
Costo unitario de alojamiento por noche: $ 9.000

Un maestro recursivo puede inventar muchos problemas
interesantes a partir de los datos recolectados, o hacer preguntas
que generen nuevos aprendizajes. Ejemplos:

2.5.1.1.1. Préguntas gue permitan darle significado a los enteros.

1. (A qué conjunto numérico pertenecen los datos correspon-
dientes a las alturas sobre el nivel del mar, nimero de habitantes
y distancia con respecto a Medellin? {(Cuadro 1) ¢por que?

2. Ubigue, enunarecta numeérica, las alturas de las ciudades dadas;
utilice una escala de medida apropiada y ordene, de menor a mayor.




3. En el siguiente termdmetro marca con numeros enteros
los puntos que indican las temperaturas de los sitios dados,
considerando el cero, como el nivel que corresponde a la
temperatura cero grados.

4. Segunelcuadro 1, compare la alturay la temperatura promedio
correspondiente a cada sitio. ¢ Qué relacién existe entre elias?

5. Escriba utilizando nimeros con signo las temperaturas
promedio de estos lugares, Ordénelos, del mas frio al mas caliente.

6. Siunode los participantes es buceador y en el viaje a las

Islas del Rosario, decide lanzarse desde el yate a una altura

de 5 metros y alcanza una profundidad de 3 metros y luego | { 0°c
asciende 2 metros. Represente esto, utilizando niimeros
enteros con signo, tanto la altura como las profundidades

inicial y la lograda después de ascender.

7. Para promocionar la rifa del equipo de sonido, se adquiri6
una deuda de $ 400.000 que permitié completar el dinero para
su compra, los $132.000 restantes se percibieron por concepto
de inscripcion. Escriba los datos anteriores, utilizando ndmeros
enteros con signo.




2.5.1.1.2. Problemas aditivos multiplicativos y de divisién
con el conjunto de nimeros naturales.

Segun el cuadro 2:

¢, Cuanto costd la inscripcion de cada alumno?

¢, Cuanto pag6 cada alumno mensualmente?

¢ Cuanto fue el total de ganancias por concepto de rifas?
¢ Cuénto dinero se requiere para financiar el ecopaseo?

N =

2.5.1.1.3. Problema de resta en el conjunto de niimeros
enteros.

Segun el cuadro 1, ubique, en la recta numérica, las alturas
correspondientes a los sitios dados, considerando el cero como
el nivel de la altura de Medellin. Es decir, a partir de esta nueva
altura como referencia, halle las alturas de los demas sitios. Como
ayuda se presenta la siguiente gréfica, elaborada a escala.
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Sierra Nevada de —}-5.800 1
Santa Marta

Ciudad Perdida —1-3.200 -t

Santa Rosade Osos _1.2.500 -1

Yarumal —-2265 = —
Medellin . —-1.538 0 —T~
Taraza 83 T
Caucasia —50 - . T

StaMarta ——6 -

Nivel de‘E.IV.ia.r_ -0 - -

joob ob o

2.5.1.1.4. Problema Creativo

Considerando el cero, como el nivel que corresponde a la
temperatura promedio, dé al menos 5 sitios que usted desee elegir
y que aparecen en el cuadro N°1, sin excluir la Ciudad Perdida y
la Sierra Nevada de Santa Marta. Halle las temperaturas de los
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demas sitios y marque, en un termometro, con nimeros enteros
para cada uno de los casos que usted plantee, los puntos que
indican las temperaturas obtenidas. Utilice, al graficar, una escale
de medida apropiada.

2.5.1.2. Ejecucién de la actividad

En un paseo, a cualquier parte, la ejecucién consiste simplemente
en pasear lo mejor posible. Con tal propdsito se sale de la ciudac
de Medellin el sabado 5 de diciembre alas 9:00 a.m. y se regrese
el jueves 10, a las 10.00 a.m. La programacion de actividades
durante el tiempo de duracién del ecopaseo, fue variada. A
continuacion la describiremos:

¥ Fecha y hora de llegada: 6 de diciembre ala 1:00 am.
¥ Visita a la Quinta de San Pedro Alejandrino: 6 de diciembre,
alas 10:00 a.m.
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= Salida a la playa de Taganga: 6 de diciembre 2:00 p.m.

= Visita a la Sierra Nevada de Santa Martay a la Ciudad
Perdida (Parque Nacional Tayrona). Dicha C|udad en
lenguaje indigena se llama Buriticd: Diciembre 7.

» Viaje alas Islas del Rosarioy al Acuario: Diciembre 8

»  Visita a otros sitios turisticos y a la playa del Rodadero:
Diciembre 9 _

Considerando la.informacion anterior y la informacion de los
cuadros: N1, N°2 y N°3, de acuerdo con eI caso, resuelva los
siguientes problemas T T :

1. ¢Cuantas horas dura el ecopaseo? ¢ Cuantos minutos?

2. ¢ Cuél es el costo total de la alimentacién?

3. ¢Cual es el costo total de las VlSltaS a los sifios tur:stlcos
y ecologicos? SR :

4. ¢Cual es el total de gastos en el ecopaseo’?

5. ¢hubo necesidad de asignarle cuota extra a cada estudiante?

- ¢Cuanto?oal contrar;o SI sobra dznero ¢cuanto Ie tocaa cada

uno de ellos? - s

2.5.1.2.1. Problemas de resta, multiplicacién y division

Al liegar a un estadero de Taraza, a bordo de carretera, la
coordinadora recordd haber dejado su bolso, gue contenia
algunos papeles’ mportantes en un estadero ubicado a 17
Km. antes de llegar a Yarumal. Para resolver tal impasse un
viejo amigo, se ofrecio trasladarla, en moto, a la 1:00 p.m., a
una velocidad de 60 kildmetros por hora; el conductor del bus
decidié continuar hasta Caucasia, lugar donde espera el
regreso de la moto. Si el conductor de la moto, decide variar
la velomdad de .60 km/h, a 70 km/h, al iniciar el trayecto del
estadero ubicado en Taraza hasta Caucasia:
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+ Escriba la hora en que la moto alcanza el bus.

+ ¢ Cual es la distancia en kildmetros recorrida por la moto’?

+ Silamoto consume tres galones de gasoilna cada 155 kms.,
cuyo costo es de 1.600 pesos por galén. ¢ Cuanto costé |a
gaso[ina con’sumida por la _m_oto?_

2.5.1.2.2. Problemas de adiciény sustracc:on, con numeros
enteros.

1. Un estudiante que asiste al ecopaseo, tiene 10.000 pesos
para asumir gastos y ademas cuenta con 5.000 pesos para
cancelar una deuda adquirida con su coordinador.

- ¢ Cuanto dinero tiene en total este estudiante?

- ¢ Como simbolizarias, mateméaticamente, la situacion anterior?
(Haciendo diferenma entre el signo dei numero y el de la
operacién)

- ¢Queé operacion entre nimeros enteros se efectia?

2. ‘Un estudiante deja su balletera con 20. 000 pesos en sy
habitacion, Unico dinero disponible para sus gastos, cuando se
dirigen a la playa a disfrutar del mar. Alli, decide solicitarle al
coordinador un préstamo de $ 1.000 como medida preventiva,
para subsanar algun gasto imprevisto; sin embargo dicho gasto
no sucedid. Al regresar al hotel quiso pagar la deuda, pero el
coordinador decidi6 perdonérsela.

m. ¢ Cuanto dinero tiene en total dicho estudiante?

u  Utilizando nimeros enteros con 31gno represente cada
situacion:
a. Dinero que tiene
b. Deuda que adquiere.

= Utilizando ndmeros enteros con signo y el signo adecuado
de la operacion, teniendo en cuenta la accién de perdonar
una deuda como inversa de la accién de tener la deuda,
exprese matematicamente Ja situacion antes descrita.
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3. Sialas 12:00 m. latemperatura de la Sierra Nevada de Santa
Marta era de 3 grados bajo cero y a las 5 p.m. la temperatura
bajé 6 grados maés.

+  ¢Cual es la temperatura a las 5 p.m.?

»  Escriba, simbdlicamente, lo anterior utilizando niimeros con signo.
« ¢ Qué operacion con ndmeros enteros se efectia?

2,5.1.2.3. Problemas de multiplicacion y divisién con nimeros
enteros

Siun estudiante, de los integrantes del grupo, pierde su billetera
con el dinero que tenia disponible y para subsanar sus gastos
adquiere tres veces una deuda de 8.000 pesos con el coordinador
de la excursion.

01 (A cuanto equivale la deuda? .
Represente dicha deuda utilizando nimeros con signos.

0 ¢Que operacién con nimeros enteros se efectia?
Exprésela matematicamente, utilizando simbolos

0 Por solidaridad dos compairieros del grupo deciden asumir
la deuda con €l

+  Sies distribuida en partes iguales, ¢ cuanto le correspond
pagar a cada uno? '

«  ¢Qué operacion, con nimeros enteros, se efectla para
determinar lo que debe cada uno? Utilizando nimeros, con signo,
expréselo simbolicamente.

+  Silos dos comparieros asumen el pago de |la mitad de la deuda
distribuida en iguales partes: '

+ Escriba lo que cada uno debe pagar.

¢ Quéoperaciones se efectlian para determinar la deuda de cada
uno?. Simbolice utilizando ndmeros enteros, con signos, dichas
operaciones. ‘

[ = B B B 1 ] S BN R R i S B R )

§ Los estudiantes deben ser percibidos como capaces de B

participar activamente en el proceso de aprendizaje.
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2.5.2. ACTIVIDAD No. 2: La carrera del 0 al 100

Objetivo: Motivar y permitir la construccion conceptuai de los
numeros enteros y sus operaciones. '

Materiales:

»  Un tablero con una ruta elaborada, del O al 100 y algunas
casillas rojas y azules.

« Dos dados: uno rojo y otro azul.

+  Una ficha por cada jugador.

. Tarjetas rojas y azules que describen movimientos de avanzar
y retroceder, respectivamente.

Instrucciones para el juego

@ Inicialmente, se dispone el tablero, se colocan las fichas en
el lugar de salida y se colocan las tarjetas azules y rojas con las
6rdenes respectivas ocultas, dispuestas en dos pilitas en el
tablero. '

@ Comienza a jugar, quien obtenga el mas alto puntaje en un
primer lanzamiento de dados.

@ Debe tenerse en cuenta, al lanzar los dados que, el dado rojo
indica los puntos para avanzar en la rutay el dado azul indica los
puntos para retroceder en la misma.

@ Sjunjugador queda ubicado en uno de los lugares sefialados
con marcas rojas o azules, debera tomar una tarjeta del color
correspondiente al de la marca encontrada y debera acatar la
orden alld sugerida, colocando la tarjeta debajo de las demas.

@ Si, en su turno, un jugador alcanza a otro, podré tirar los
dados nuevamente, ya que el jugador alcanzado perdera el turno.
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@ 3, al tener que retroceder, un jugador coincide con otro que
estaba antes, perdera el turno y el jugador alcanzado asi,
podra tirar los dados, dos veces consecutivas.

® Siun jugador tira pares por tres veces consecutivas, podréa
avanzar doce |ugares.

@ Gana el jugador que llegue primero a la meta,

Se espera que, inicialmente, cuenten en ambos sentidos y luego
reemplacen el doble movimiento por el resuitado de [a resta de
los puntos en ambos dados.
Ej.: 6 rojo y 4 azul, lo reemplace por 2 rojo (avanza 2)

1 rojo y 5 azul, lo reemplace por 4 azul (retrocede 4)

Luego, se proponen preguntas como las siguientes:

@ ;Dodnde te ubicas, si en el primer lanzamiento te salen 5 rojo
y 6 azul?

@ ;Cuadl es el desplazamiento maximo. que puedes hacer en
ambos sentidos?

@ S| tu companero esta tres puntos despues de ti y quieres
alcanzarlo, jcémo deberian aparecer los dados?

® ;Qué posibilidades tienes, con los dados, para avanzar 1
punto?, 2 puntos?, 3 puntos?, 4 puntos? y 5 Puntos?.

® ; Qué posibilidades tienes, con Ios dados, de no reahzar
ningun desplazamiento?.

® ;Qué posibilidades tienes, con fos dados de retroceder
1,2, 3, 4 6 5 puntos?,
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@ ;Cuando, el desplazamiento es de avance y cuando es de
retroceso?.

® ; Como simbolizarias orepresentarias un desplazamiento de
4 puntos de avance? ;Como 4 puntos de retroceso?.

@ Si el punto de partida fuera la mitad de la ruta (punto 50),
;,como distinguirfas las 50 casillas hacia la meta de las 50 casillas
hacia el punto inicial de salida?.

@ Silas casillas estan igualmente espaciadas, /,qué esta mas
cerca del punto 50, fa meta o el punto de donde se salla
iniciaimente?

@ ;Es posible que jugando con el nuevo punto de referencia,
un jugador pueda ser devuelto al lugar de partida inicial?

® ;Cuanto y en qué sentido es el desplazamiento entre los
puntos 59 y 467

En las tarjetas rojas y azules se proponen movimientos de avanzar
o retroceder, como los siguientes y que pueden ser modificados.

Véase la figura siguiente:

Tarjetas rojas

Avance el doble rojo del tltimo lanzamiento.
Avance tres casillas.

Avance el triple rojo del Ultimo lanzamiento.
Avance la mitad del rojo, si es par.

Avance 5 casillas.

Avance el doble del desplazamiento realizado.
Avance el maximo rojo (12).




CARRERA DEL O AL 100

FIGURA 1

Tarjetas azules

Devuélvase a la posicién anterior.

Devuélvase tres casillas.

Devuélvase el triple azul del ditimo lanzamiento.
Devuélvase el doble azul del dltimo lanzamiento.
Devuélvase la mitad azul, si es par.

Devuélvase 5 casillas.

Devuélvase el doble del dltimo desplazamiento realizado.
Devuélvase el maximo azul {12).

e 2% @ B
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EI pensamiento es mas ﬂex;ble cuando esta
basado en operacrones reversibles.
7 B2 i 150 e B B B o B

CONCLUSION

Actividades como éstas, inducen al estudiante a utilizar niimeros
con signo para simbolizar cada una de las acciones opuestas,
realizadas asi como a la suma de movimientos opuestos, cuya
solucion puede ser cero, un entero positivo o un entero negativo,
captando, de esta manera, la necesidad de ampliar el conjunto
de numeros naturales.

El estudiante reconocera la magnitud de un desplazamiento
como el nimero de casillas existentes entre la posicion final y la
pOSiCIOI’I inicial.

Se le puedeé sugerir, ademas, simbolizar las acciones realizadas
en cada jugada. Ejemplo: 5 rojo y 3 azul como R5 + A3.

] H

Luego puede, por convencion, aS|gnar “+” al rojo y “~" al azul

(+8) +(-3).
2.5.3. ACTIVIDAD N° 3: Orientacion simétrica en un espejo.

Proponemos, para introducir los dos sentidos: derecha, izquierda
y ademas arriba, abajo, la orientacién simétrica en un espejo.

Materiales: espejo, escalera, estudiantes.
Se tendra en cuenta, que para la comprension de este concepto,

se requiere definir acciones o posiciones opuestas y asignarles
arbitrariamente un signo.




La referencia sera el espejo.
©® A laaccion de avanzar (+), y a la accion de retroceder (-).
@ A |a posicion del objeto (+), y a la posicién de la imagen (-).

@ Desplazamiento a ia derecha de algln punto de referencia
(+),y desplazamiento a la izquierda de algin punto de refe-
rencia (-).

Por simple observacion los alumnos deben deducir lo que
ocurre, si la operacién se realiza en uno u otro lado.

B E/ méfodo activo permite al estudiante construir, B
B por si mismo, los esquemas operacionales. /|

Esta actividad se propone, a partir de la experiencia en el
saldn de clase.

En primera instancia se hace un andlisis cualitativo para que
el estudiante determine, cémo es el movimiento de la imagen,
cuando el objeto ejecuta la accion de avanzar, o cuando el
objeto ejecuta la acmon de retroceder.

Véase la figura de la siguiente pagina.

2.5.3.1. Analisis Cualitativo

1- Ubicado de espalida al espejo, se sugiere al estudiante
avanzar
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|

\Espejo

\Espejo

¢, Cémo es el movimiento de la imagen?

2- Desde el punto de parada anterior, se le sugiere retroceder
hacia el espejo, conservando la misma posicion.

\Espejo

\Espejo

¢, Cémo es el movimiento de la imagen?

Se sugiere al estudiante, ejecutar varias veces los anteriores
movimientos. De esta manera, se puede concluir lo siguiente:
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1. Cuando el objeto avanza (se aleja del espejo}, hay un
desplazamiento a la derecha, y lo que se observa con respecto
al movimiento de la imagen es que ésta también avanza (se aleja
del espejo), pero el desplazamiento es hacia la izquierda. Es
decir, en sentido contrario. :

2. Cuando el objeto retrocede, hay un desplazamiento hacia la
izquierda, lo que se observa con respecto al movimiento de la
imagen es que esta retrocede. Pero el desplazamiento es hacia
la derecha, también en sentido contrario.

Esquematicamente
+ +

(Avanzar) (objeto) = desplazamiento hacia la derecha (+)
: + - :
1 (Avanzar) (imagfs.h) = desplazamiento hacia la izciiu.ierda (-)
(Ret-roceder:)'(o?l;jetoﬁ desplazamiento ha_(_:i__a la __i__qu_ui.erda (-}
- (Ret-roceder) (irnnagen) = desplazamiento hacia la dérecha (+)

Esquematizando las distintas posibilidades, se ve que hay dos
maneras de obtener como resultado un desplazamiento hacia
la derecha: avanzando el objeto o retrocediendo la imagen y
que el desplazamiento hacia la izquierda, se obtiene al
retroceder el objeto o al avanzar la imagen.

Este analisis, puramente cualitativo, es susceptible de ampliarse
mediante una dimensién cuantitativa, que permitira, ademas,
introducir los conceptos de: valor relativo y valor absoluto de un
nlmero, vector, propiedad del nlimero opuesto o negativo de un
nUmero, suma, resta y multiplicacion.
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Véase la figura siguiente:
3.5.3.2. Andlisis Cuantitativo

1. Ubicado de espalda al espejo, avanzar a partir de éste
en todos los casos:

a. 1paso b. - 2pasos ¢. 3pasos

Posicién Inicial Posicion Final




a. 1paso b, 2 pasos ¢c. 3pasos

Posicion Inicial : Posicién Final

p
%

- 1 ]
\Espejo 3 2 -1Esp'éjo1 2 3
Preguntas: -

Para cada uno de los casos planteados responda;
a). ¢Cuantos pasos avanzé la imagen y en qué sentido?

b). Utilizando nimeros enteros, con signo, represente cada'
accion realizada por el objeto y por la imagen.

c). Grafique, utilizando una recta horizontal para marcar, los
puntos que indican el total de pasos en cada movimiento y
tomando el espejo como referencia.

d) ¢Qué distancia recorri el objeto y qué distancia recorrié la
imagen?

e) Utilizando nimeros enteros con signo, simbolice cada una
de las distancias anteriores.

f) ¢Qué distancia hay entre la imagen y el objeto?
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g) Represente todos los movimientos anteriores, sobre unarecta
horizontal y a partir del espejo, usando segmentos de recta con
una flecha al final que indigue el sentido del movimiento.

2.5.3.3. Conclusiones:

1) El nimero de pasos del objeto es igual al nimero de pasos
de la imagen. Pero en sentido contrario, lo que significa que a
dichos niimeros se les asignan signos diferentes. Sin embargo,
la distancia recorrida tanto por el objeto, como por la imagen, es
la misma a partir del espejo.

2) La ejecucion de los literales d), e), f), induce al estudiante a
familiarizarse con un nuevo concepto, el de valor absoluto. Lo
mismo que la ejecucion del ejercicio g), le permite la introduccion
del concepto de vector, que le facilitard la comprensién de las
operaciones con nlmeros enteros y ademas la resolucién de
algunos problemas de matematica y de fisica.

3) Analizando las situaciones anteriores, vemos que para cada
nimero entero, existen dos valores: su valor relativo y su valor
absoluto.

Su valor relativo, esta determinado por la posicion en la recta
numérica, a la derecha o a la izquierda del cero; mientras gue el
valor absoluto, esté determinado por la distancia a la cual se
encuentra el nimero respecto del cero.

Sugerencia: Para construir el concepto de valor absoluto, a partir
de la recta numérica y por analogia con la situacién planteada
en el espejo, propohemos la siguiente actividad:

Se dibuja la recta numérica en el piso del salén de clase y sobre
ella, dos estudiantes efectiian desplazamientos a partir del cero,
con la misma magnitud. Ejemplo:
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El estudiante A se desplaza 4 unidades a la derecha del cero y el
estudiante B, se desplaza 4 unidades a la izquierda de] cero.

B A

I
%6 -5-4-32-10123456

Observamos, que tanto el estudiante A como el estudiante B,
estan a una distancia de 4 unidades del cero.

Sin embargo, A esta en la posicion +4, y B en la posicion -4.
Véase la figura siguiente:
2. Apartir del espejo ubiquese en todos ios casos, enlos puntos

dados a continuacién y ejecute la accién de devolverse hacia el
espejo.

a. 1 Paso b. 2 Pasos c. 3 pasos
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Preguntas:

1. ¢ Cual fue el punto de !iegada al ejecutar las acciones
anteriores?

2. ¢Con qué numero entero se representa dicho punto de
llegada?

3. ¢Qué operacién realizd en todos los casos anteriores?
Simbolice utilizando nimeros enteros con signoy especificandoel
signo de la operaceon Tenga en cuenta, tanto la operac:lon del

objeto, como la de la imagen.

Se le sugiere al estudiante, escribir en el siguiente cuadro, asi:
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Operaciones efectuadas | Operaciones efeciuadas
por el objeto por la imagen
a (+1)+(-1)=0 (-1)+(+1}=0
b. (+2) +(-2}=0 (-2) +(+2)=0
c. (+3)+(-3)=0 (-3)+(#3)=0

Conclusiones:

o Ejecutar una accién y luego su opuesta es equivalente a
anularia.

a - Siempre unarealizacion de sucesos iguales y opuestos, tienen
el mismo resultado final de no suceso.

1 Conrespecto al cero, la posicién en la recta numérica de un
nlimero y su opuesto es simétrica. Esto significa que las distancias
son iguales, pero el sentido del movimiento es diferente (indicado
con el vector) y es a este sentido el que se le asigna un signo.

& El opuesto aditivo de un nlimero se halla cambiandole el signo.

Ejemplo: El opuesto aditive de (+3) es (-3). El opuesto aditivo de
(-1) es (+1), porque los que estos representan son dos aceiones
inversas.

Propiedad del ntiimero opuesto
La suma de un nimero entero y su inverso aditivo (opuesto),
sismpre es igual a cero, cualquiera que sea el orden de los

sumandos.

Si (+a) es un nlimero entero, (-a) ser4 el inverso aditivo y por lo
tanto: (+a) + (-a) = (-a) + (+a) = 0
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Graficamente:

-d £y

-a 0 +a

Por ejemplo, (-3) es, por definicién el nUmero que sumado a
(+3) da 0.

3) Ejecute los siguientes movimientos, a partir del espejo.
Simbolice e ilustre graficamente, tanto la operacién efectuada
por el objeto, como la efectuada por la imagen.

a) Avanzar 2 pasos y avanzar 3 pasos.
b) Avanzar 3 pasos y retroceder 2 pasos.

Se sugiere el siguiente cuadro, para anotar lo observadoy yaen
el dominio matematico, haciendo diferencia entre el signo de la
operacion y el signo del nimero. Asi:

Operaciones Dominio matematico
a partir del Operacion Operacion
espejo objeto - imagen

Avanzar 2 pasos y
Avanzar 3 pasos.

Avanzar 3 pasos y
Retroceder 2 pasos.

42+ (+3) =45 | (2)+(3=-5

(3 +(2)=+1 | (B)+(+2)=-1

Se pueden plantear muchos ejercicios de estos que involucren
mas de dos movimientos, hasta que el estudiante interiorice las
diferentes situaciones presentadas.

» Suma de enteros positivos (avance del objeto)
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+ Suma de enteros negativos (avance de la imagen)
« Suma de enteros positivos y negativos (avance y retroceso
tanto“délobjeto como de la imagen).

4) Retroceder a partir del espejo ¢,qué significa?, analice lo
que pasa con el objeto y con la imagen.

Comentario:

Lo que se observa, es que ejecutar la accion de refroceder, a
partir del espejo, no es posible, con el espejo. Se sugiere,
entonces, para ejecutar dicha accion, quitar el espejo, asignarie
a este punto el namero 0 y reemplazar la imagen por un
estudiante

En el piso del salén se dibuja la recta numérica y ubicados ambos
estudiantes de espalda, uno en la posicién del objeto y otro en
la posicion de la imagen, a partir del 0, ejecutaran las acciones
indicadas:

a) Retroceder 1 paso
b) Retroceder 2 pasos
“¢) Retroceder 3 pasos

Preguntas: En cada uno de los casos anteriores, responda:
1. ¢ Cual posicién ocupé el estudiante (objeto)?

2. ¢ Cual posicion ocupd el estudiante (imagen)?

3. Simbolice cada una de las acciones anteriores, utilizando
numeros enteros con signo; teniendo en cuenta, tanto la accién
del estudiante objeto como la accidn del estudiante (imagen).
Por ejemplo asi:




Operaciones enla Dominio matematico

recta 'numérica a Operacion Operacion
partir del cero | estudiante obijeto |estudiante imagen

Retrocederun paso] - (+1)=-1 -(-1) = +1
Retroceder dos pasos - (+2) = -2 -(-2) = +2
Refroceder fres pasos - (+3)=-3 -{-3)=+3

Lo que se observa en el ejercicio 4, es que la accion de retroceder,
a partir del cero, obliga a cambiar la posicién. Por ejemplo, si el
objeto retrocede 1 paso, dicha accién lo ubica en la posicién de
la imagen a un paso del cero y lo que se observa, con respecto a
laimagen, es que ésta ocupa la posicion del objeto también a un
paso del cero.

. 5) Ejecute los siguientes movimientos, a partir del cero. Simbolice
e ilustre, graficamente, tanto la operacion efectuada por el
estudiante (objeto), como la efectuada por el estudiante
(imagen).

a) Avanzar 2 veces 3 pasos

b) Retroceder 2 veces 3 pasos

Preguntas:
En ambos casos:

1. ¢En qué posicién queda el estudiante (objeto), al ejecutar
las acciones?
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2. ¢En qué posicién queda el estudiante (imagen), al ejecutar
las acciones?

3. Utilice nimeros con signo, para simbolizar, las operaciones
realizadas por el estudiante (objeto) y el estudiante (imagen)

Se sugiere plantear varios ejercicios similares, de maneratal que
el estudiante interiorice lo que pasa al ejecutar dichas acciones.

Los estudiantes deben anotar cada accidn, haciendo diferencia
entre el signo de la operacién y el signo del nimero. Asi:

Operaciones a Dominio matematico
partir del cero en Operacion Operacion
la recta numerica | ostydiante objeto |estudiante imagen
Avanzar _ + o=
2 veces 3 pasos (+2) x (+8) = +6](+2) x(-3)=-6
Retroceder : _ _
2 veces 3 pasos (2) x(+3)=-6](-2) x(-3)=+86

El ejercicio anterior nos permite concluir lo siguiente:

La accion de avanzar no cambia la posicion, la accién de
retroceder a partir del cero, invierte la posicidn.

De manera similar, y con los mismos propésitos anteriores,
proponemos, para introducir los dos sentidos arriba y abajo, la
orientacion simétrica en un espejo.

Para dicha actividad, se requiere del uso de una escalera y de
un espejo dispuesto horizontalmente; los estudiantes seran los
que ejecutan las acciones.,

Igual que en la introduccion de los sentidos derecha, izquierda,
definiremos acciones opuestas o posiciones opuestas, a las que
les asignaremos, arbitrariamente, un signo.
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La referencia sera el espejo.
La accion de subir (positiva), la accion de bajar (negativa).

En primera instancia se hace un anahms cuailtatlvo para que ef
estudiante determine, cémo es el movimiento de la imagen,
cuando el objeto ejecuta la accién de subir, o cuando el objeto
ejecuta la accién de bajar.

La actividad se plantea con el titulo de bombero en el espejo,
pero se propone, a partir de la experiencia en el salon de clase.
(Véase fsgura siguiente)

2.5.3.4. Bombero en el espejo

Consiste en un bombero que sube y baja por una escalera y
desplazandolo hacia arriba o hacia abajo se pregunta hacia dénde
se movera su imagen en el espgjo.

1. Desplazamiento hacia arriba (subir a partir del espejo)

Posicion inicial - Posicion final
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2. Desplazamiento hacia abajo (bajar a partir del peldario anterior)
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Se sugiere al estudiante, ejecutar, varias veces, los anteriores
movimientos, de tal manera que le permita concluir lo siguiente:

1. Cuando el estudiante ( bombero ), sube la escalera, hay un
desplazamiento hacia arriba. Lo que se observa, con respecto al
movimiento de la imagen, es que ésta también sube la escalera,
pero el desplazamiento es hacia abajo. Es decir, en sentido contrario.

2. Cuando el estudiante (bombero) baja la escalera, hay un
desplazamiento hacia abajo.. Lo que se observa, con respecto al
movimiento de la imagen, es que ésta también baja la escalera, pero
hay un desplazamiento hacia arriba. Es decir, en sentido contrario.

Esquematicamente:

+ +
1. [(sube la escalera) (objeto) = desplazamiento hacia arriba (+)
+

(subs Ia escalera) (|magen) desplazamiento hacia abajo ( -)

2, (baja Ia escalera) (ob eto) = desplazamiento hacia abajo (-)

(baja Ia escalera) (|magen) desplazamiento hacia arriba (+)
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Esquematizando las distintas posibilidades, se ve que hay dos
maneras de obtener, como resultado, un desplazamiento hacia
arriba . Subiendo |a escalera el objeto o bajando la escalera la
imagen, y que el desplazamiento hacia abajo se obtiene bajando
la escalera el objeto o subiendo la escalera la imagen.

Este analisis, puramente cualitativo, es susceptible de ampliarse
mediante una dimensidn cuantitativa, que permitira introducir, de
igual manera que en los sentidos, derecha, izquierda, los
conceptos de valor absoluto y relativo de un numero, vector,
propiedad del nimero opuesto o negativo de un nimero.

(véase la figura siguiente)

2. A partir del espejo ubiquese en todos los casos, en los
peldaiios dados a continuacion y ejecute la accion de bajar hasta
el espejo. a) 1 peldafio, b) 2 peldarfios

a) 1 peldario.

Posicion Inicial Posicion final
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b) 2 peldafios

Preguntés:

Posicion Inicial - Posicion final
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Para cada unos de estos casos planteados, responda:

¢, Cuantos peldafios subit el objeto y en qué sentido ?

¢, Cuantos peldafios subi6 la imagen y en qué sentido ?
Utilizando numeros enteros con signo, represente cada accion
realizada por el objeto y por la imagen.

Grafigue, utilizando una recta vertical, para marcar los puntos

‘que indican el total de peldafios subidos en cada moyimiento

y tomando el espejo como referencia.

¢, Qué distancia recorrid el objeto y qué distancia recorrio la imagen?
Utilizando numeros enteros, con signos, simbolice cada una
de las distancias anteriores. -

¢ Qué distancia hay entre la imagen v el objeto ?
Represente todos los movimientos anteriores, sobre unarecta
vertical y a partir del espejo, usando segmentos de recta, con
una flecha al final que indique el sentido del movimiento.

Apartir del espejo ubiquese en todos os casos, en los peldafios
dados a continuacion y ejecute la accion de bajar hasta el espejo.




a) 1 peldario

Posicion inicial
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b) 2 peldanos
Posicion Inicial

:':hjlf!.f/.l:f/.l:f!.'!.f! i

Pregimtas:

b) 2 peldafios

Posicion final
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a) ¢ Cualfue elpunto de llegada al ejecutar las acciones anteriores?
b) ¢ Conquénumero entero se representa dicho punto de llegada?
¢) ¢Qué operacion realizé en todos los casos anteriores?
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Simbolice, utilizando numeros enteros con signo y especificando el
signo de la operacidn. Tenga en cuenta, tanto la operacién del
objeto, como la de la imagen.

Sugerencia:

El maestro puede proponer ejercicios similares a los de la
introduccién de los sentidos: derecha, izquierda, que permitan al
estudiante sumar y multiplicar nimeros enteros.

2.5.4. Actividad N° 4: Operacién rescate

Objetivo: Construir el conjunto de los nimeros enteros, con
base en las clases de equivalencias de nimeros naturales.

Materiales:

< Todas las posibles parejas formadas con los ntimeros naturaies,
del 1 al 9, escritas en pequerios cuadros de cartulina y en el
interior de una bolsa. Ejemplo: (1,2), (8,9),....

Descripcion del juego e instrucciones para el mismo.
Grafico elaborado en el patio, incluyendo un punto de referencia
y dos puntos equidistantes, con respecto al mismo.

L) +
e o

Descripcion:

En tres lugares del patio se representan {os siguientes lugares:

En el centro, un parque de diversiones P v, a la misma distancia
de éste (8 espacios iguales marcados con tiza). Pero, en sentidos
opuestos, se ubican los lugares F y C que representan la ciudad
fantasmagdrica y la ciudad de los cazafantasmas, respectivamente.

Lahistoria es la siguiente: algunos fantasmas han ingresado al parque
y causan panico entre los asistentes. Los Unicos que pueden arreglar




la situacion son los cazafantasmas. Pero es necesario avisarles sobre
lo acontecido. Alguien, entre los asistentes, portando |la bolsa con las
parejas de numeros naturales, afirma que soélo la suerte puede
salvarlos y explica que cada persona debera tomar una pareja de
dichos nUimeros al azar. El primero de los cuales indicara el nimero
de espacios que puede avanzar hacia los cazafantasmas, mientras
que el segundo nuimero, sefialara los espacios que debe retroceder
hacia la ciudad de los fantasmas. El parque en problemas es el lugar
de partida. Sialgiin asistente logra llegar primero a los cazafantasmas,
antes de que otro lo haga a la ciudad de los fantasmas, estaran
salvados. En caso contrario, el parque pasara a ser dominio de
los fantasmas y todos estaran perdidos. El reto es asumido y el
juego comienza con la escogencia, al azar, de cada ficho y la
ejecucion posterior del desplazamiento indicado. ; Que pasara?
Seré posible el rescate del parque, o todos pereceran?

El suspenso continuard mientras el ficho salvador permanezca
en el interior de la bolsa,

Sera considerado héroe quien llegue a los cazafantasmas y
ganadores jos estudiantes en direccién a ellos. Es decir, (los
numeros positivos).

El tiempo del juego depende de que tan pronto sean tomados los
fichos cuyas parejas sefialan el final de la aventura. Se veran en
cada uno de los lugares sefialados algunos estudiantes que
coinciden con el mismo desplazamiento. Silas parejas, en cuestién,
permanecen en la bolsa, se invitara a los que guedaron en el punto
de partida, a tomar un nuevo ficho, hasta lograr el objetivo.

Posteriormente, por convencidn se asignara signo “+” a cada lugar
de avance hacia C y "-’, a cada lugar dirigide hacia F.
Véase la figura siguiente.
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Se proponen, a continuacion, preguntas como:

v ¢ Cuantas parejas de nimeros naturales debe contener ia bolsa?

v ¢ Cuantos alumnos pueden llegar, de esta forma, a cada uno
de loslugaresF o C ?

v ¢ Ddnde se concentra mayor numero de alumnos?

v ¢ Como son, entre si, las parejas de nimeros naturales que
originan posiciones contrarias?

v 4 Sisblo se usaran nimeros naturales del 1 al 5 para conformar
las parejas, ¢, cuantos estudiantes podrian participar en el juego
y a que distancia deberian ubicarse del parque las dos ciudades?

v ¢ Cuantas combinaciones de dos elementos pueden formarse
con los numeros naturales, del 1 al 9, sin repetir elementos?

v Siestas enla posicién -7 y deseas ubicarte en el punto +8,
¢ qué parejas de numeros naturales debes conseguir?

v Siestas enla posicion +5 y debes capturar el fantasma de la
posicion - 6, ; qué desplazamiento harias?. Sefiala una pareja
de numeros naturales que te lo indique.

_ El conjunto de nimeros enteros

La actividad anterior permite definir, formaimente, el conjunto de
los nimeros enteros.

Si observamos conjuntos de parejas como el siguiente: {(1,3), (2,4),
(3,5), (4,6), (5,7}, se puede deducir, facilmente, que aunque, en si
mismas, estas parejas de numeros naturales son diferentes,
corresponden a lamisma cantidad si aplicamos las correspondientes
acciones de avanzar tanto como indique la primera componente y
retroceder tanto como indique la segunda componente. A este
respecto son, por lo tanto, equivalentes y las podemos reunir dentro
de la clase de equivalencia [(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)]; y larepresentante
es la pareja (1,3) y representa el numero entero negativo (-2).
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De la misma manera, podemos hallar otros conjuntos de parejas
equivalentes, y escribir su representante, que siempre estara
determinada por la pareja, cuya primera componente es menor
que las otras, lo mismo que la segunda componente.

Entonces, de la clase de equivalencia [(1,1), (2,2), (3,3),...],
representada por el par (1,1), resulta el cero.

De la clase de equivalencia [(1,2), (2,3), (3,4), ...], representada
por el par (1,2}, resulta el (-1).

De esta forma los pares de numeros naturales, pueden
representar todos los enteros positivos, negativos y el cero.

Utilizando, solamente los enteros positivos podemos escribir una

regla que determinara cuando un par es igual a otro. Laregla es;
(a,b)=(c,d)sisolosi,a+d=b+c.

Puede ser demostrado facilmente que esta regla, para definir la

igualdad de pares de nlimeros naturales, satisface las tres leyes

aritméticas que rigen la igualdad.

De todo lo anterior concluimos: puede construirse el conjunto de
los ndmeros enteros con clases de equivalencia de nlmeros
naturales, identificamos el cero con aquellas parejas de nimeros
naturales (n,n).

Las parejas (1 + n, 1) definen el entero positivo (+ n).

Las parejas (1,1+ n) definen el entero negativo (- n).

Simbolizamos el nuevo conjunto con la lefra Z.
Z=1.,-3,-2,-1,0,1,2 3,..]

Podemos, ahora, dar una representacién geométrica de Z.

8¢9




+—+— Attt
-6 <5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6...

Esta representacion geométrica de los enteros, como puntos de
una recta, representa el modelo pedagdgico clasico (heredado
de los griegos), llamado recta numérica. - :

2.6. CONCLUSIONES

 Consideramos la propuesta importante para el docente de
- sexto y séptimo grado, ya que e ofrece un prototipo de didactica
integral para organizar las actividades que le permitan
acompafiar a los estudiantes, en un aprendizaje mas

- significativo del sistema de los nimeros enteros.

0 La estructuracion de las actividades, rastreando diferentes
estados de complejidad conceptual, permite llegar a las
relaciones matematicas despues de procesos intuitivos:y
reflexivos : :

0 ' Esimportante disefiar problemas que se correspondan con
los variados significados, que a nivel fenomenologlco tiene
el sistema de los numeros enteros. . L
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3. EL ACOPLAMIENTO Y SUS APLICACIONES
EN LA GEOMETRIA

Reuniendo figuras geomeétricas adecuadamente, se forman
acoples que permiten ilustrar propiedades e incluso teorémas

matematicos que facilitan plantear y resolver problemas.

Desde lo simple se acoplan las formas geométricas para formar:
pisos, paredes, formas de animales y ofros mundos, pero
también se acoplan formando bellezas naturales y hasta en la
misma naturaleza se acoplan los seres al amarse.
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"Asi es, pues, la matematica:
ella te recuerda las formas invisibles del alma,
da vida a sus propios descubrimientos,
despierta la mente y purifica el intelecto,
brinda luz a nuestras ideas intrinsecas y anula el estado
de olvido y la ignorancia con las cuales nacemos".

Proclo Diadoco
3.1 INTRODUCCION

En nuestros programas escolares abundan las actividades
secuenciales que tienden a la aplicacién de reglas. Esperamos,
por ello aplicar una regla en todos los ejercicios y problemas que
encontramos. En la escuela son pocos los problemas gue invitan
a la reflexion o que nos permiten dar vueltas tratando de dar con
una solucidn. Pero la mayoria de problemas que enfrentamos
diariamente en nuestras vidas no sélo exigen reflexionar, también
nos exige tener un buen pensamiento légico y abstraer.

Afrontamos con frecuencia, mas problemas espaciales que
numéricos, como: vendedor, albaiiil, disefiador, futbolista y
muchos otros. Es entonces, la manipulacién de objetos concretos
la actividad que mas constituye la base del conocimiento humano
en general y de las matematicas en particular. Mas que disefiar
un programa de contenidos ya elaborados es conveniente
planificar en el curriculo actividades de comportamiento espacial.
Y muchos de los ejercicios que encontramos en algunos textos
como meros pasatiempos pueden servirnos para realizar muchas
actividades interesantes en el aula.

Como lo veremos, en el acoplamiento de piezas en forma
adecuada, la actividad de tratar de acoplar, adosar o unir

95




diferentes piezas, elementos o incluso entes abstractos representa
una maraviliosa fuente de aprendizaje, que ademas de desarrollar
el pensamiento logico nos permite realizar variadas aplicaciones
en la geometria. Para ello es importante hacer uso de nuestra
imaginacién, como decia Augustus de Morgan: "El poder que
mueve las matematicas no es el raciocinio sino la imaginacion”.

3.2 EL ACOPLAMIENTO

La actividad de tratar de acoplar y adosar (unir) diferentes piezas
no sclamente planas o solidas (en matematicas podemos hablar
de un acoplamiento de entes abstractos como puntos, lineas,
colores, figuras geométricas en general, nimeros y letras)
representa una maravillosa fuente de aprendizaje que nos permite
desarrollar entre otros el pensamiento légico.

3.3 FINES DEL ACOPLAMIENTO

El solo hecho de tomar una coleccion de poligonos de colores
(perfiles planos de lados rectos) ordenarlos y clasificarlos por el
nUmero de lados, permite que los niflos puedan familiarizarse con
las formas de las figuras geométricas. En general el trabajo con
piezas bi y tridimensionales constituye un ejercicio preparatorio
esencial para aicanzar la comprensidn no sélo de las nociones de
perimetro, area y volumen y la medicién de éstos sino también la
comprensién de conceptos como simetria, rotacion y traslacion.

Si nos damos a la tarea de acoplar las piezas para formar otras
al tiempo que comprendemos dichos conceptos, desarroliamos
el pensamiento ldgico.

Ademés de resolver innumerables problemas en todas aquellas
actividades relacionadas con la construccién, electricidad,
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confeccion y demas actividades gue requieran de un ensamble
de piezas.

En nuestro quehacer pedagdgico nos permite ejercitar una serie
de habilidades importantes, como orientacién espacial,
percepcion de implicaciones, flexibilidad y habilidad en reconstruir
y transformar figuras. No sélo nos permite comprender las
soluciones de muchos problemas cotidianos sino gue nos facilita
la solucion de muchos otros. Comprender con mayor facilidad
algunas propiedades matematicas y verificar la existencia de
algunos teoremas.

Los niveles de aplicacién de las diferentes actividades que aqui
se plantean pueden ser muy variados; desde el grado sexto de |a
Basica al grado undécimo de la Media, segin el nivel de dificultad
con el cual se plantee e incluso se pueden proponer actividades
para trabajar en los grados de Primaria y hasta en Preescolar,
permitiendo asi desarrollar la motricidad y lateralidad, entre otros,

En la figura 1 se observan algunas clases de acoplamientos




3.4 ALGUNAS CLASES DE ACOPLAMIENTOS
3.4.1. Acoplamiento Visual
PROPOSITOS:

¢ Reconocer las ilusiones épticas como una forma de acoplamiento.

¢ Crear expectativa en el alumno aumentando asi el interés por
el aprendizaje.

¢ Calcular: fracciones, porcentajes, areas y perimetros.

¢ Dar solucion a otro tipo de problemas.

¢ Aplicar conceptos basicos de la teoria combinatoria.

3.4.1.1. PARTE TEORICA:

Cuando acoplamos una o mas piezas geométricas con otra(s),
antes de mover (rotando, trasladando, o girando) una pieza,
resulta 16gico que hay que verla o tocarla. En términos generales
se actla una vez que se ha examinado lo visto o tocado. El
paso de lo examinado a la accidén es un proceso bastante
importante en el aprendizaje. Inicialmente captamos con la
mirada, o con el tacto la informacion, y ésta se transmite desde
el ojo hasta el drea visual primaria de la corteza cerebral. La
informacion se descompone al detalle, ésta es la fase preliminar.

En una segunda fase se integran las imagenes en una estructura
méas compleja que podemos reconocer. Este proceso de
captacién y formacion de una imagen mental es lo que se llama
proceso visual (Revista: Newton N° 8 /11998/pag.24).

"En la construccién del proceso interviene nuestra experiencia
previa, haciendo asociaciones con otras imagenes mentales
almacenadas en nuestra memoria.




El desarrollo completo del proceso visual es esencial para lograr
una adecuada percepcion espacial. De hecho es un primer paso
para obtener un conocimiento de las estructuras espamales que
nos rodean".

"El sentido de la vista, a veces, no es absolutamente fiel en la
percepcion de las imagenes de las formas. El contexto, los habitos
y costumbres influyen en el procesamiento de las imagenes".
(Cludia Alisina y otros /1992/pag60).

Un ejemplo ilustrativo son las ilusiones 6pticas que son
impresiones del sentido de la vista interpretadas en forma
diferente por el cerebro.

Las ilusiones dpticas no tienen su origen en una visién defectuosa
ni en una sugestion psiquica, sino que dependen de la luz, del
angulo de vision o de la forma en que esté realizado el dibujo.
Por esto, vemos cosas que en realidad no son asi y, a menudo,
no percibimos lo que resulta evidente. Gracias a la accion del ojo
y del cerebro distinguimos las formas de los objetos, calculamos
sus dimensiones, distancias, y otras.

"Si un ciego de nacimiento consiguiese ver tendria dificultades para
calcular las distancias. Le pareceria como siel Sol, las Estrellas, los
objetos mas distantes, al igual que los mas cercanos, estuvieran
delante de su0jo;(...) pues el juicio que nos permite situar los objetos
percibidos solo es producto de la experiencia”.(G. Berkeley.). Los
filosofos John Locke y el mismo George Berkeley se preguntaron
ambos si un ciego de nacimiento que stbitamente recuperase la
vista sabria distinguir, sin tocarlos, cuél de dos objetos era un cubo
y cual una esfera. Locke y Berkeley se respondieron que no".
(Martin Gardner. Circo Matematico. /1985/pag.14). -
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La manera en que percibimos las distancias, las formas y las
dimensiones esta influida por todo lo que rodea al objeto
observado. ‘A veces basta un pequeno detalle para enganar a
nuestro ojo.

3.4.1.2. - llusiones Optlcas
| (TALLER 0
INDICACIONES MINIMAS:

Observa cada una de las siguientes figuras(2, 3 y 4} y resuelve
lo que alli se plantea (sin hacer medidas ), explicando tu
respuesta:
R
[ N WA AN WA

R /N7 N/ N\ ‘
4 A B Co D E- "F Figura 2
a. ¢ Los segmentos en que estd dividida la recta R son iguales?

b. ¢Cudl es &l segmento centrai?

c. ¢Qué fraccién representa el segmento central con relacion
ala medida total de los segmentos? ¢ Qué porcentaje?

A

Teniendo en cuenta que la figura formada por los puntos A, C, D
y F es un paralelogamo y BE es paratelo a CD, resuelva los
siguientes planteamientos:
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a. ;Entre los segmentos AB, BC, CD, BE Y BF cuales tienen
igual medida?

b._Ordena en forma decreciente los segmentos: AB, BC, CD, BE
Y BF descartando aquellos que tienen igual medida.

¢. ¢ Cuantos triangulos se observan en la figura?

d. Si las superficies de los paralelogramos formados, uno por
los puntos A, C, Dy F, y el otro por los puntos B, C,D,Eestanen
la relacién: 3 : 2.

Sabiendo que el perimetro del mayor es de 12cm. ¢Puedes
calcuiar ambas areas?, y /el penmetro del menor?. Anota tus
observaciones.

3. Observa lafigura 4

a. Gira constantemente la hoja
en forma circular y anota tus
observaciones.
¢, Qué pasaria si a cambic de
circulos tenemos cuadrados
separados en igual forma?

Figura 4

b. Siel circulo menor tiene un didmetro de 10cm. Calcular el area
del circulo mayor y su perimetro,sabiendo que la separacion
entre cada linea circular es de 0.5m.

c. ¢ Cuantasveces esmenor elcirculo ceniral con relacion al mayor?

Con éstos dibujos se pueden hacer muchas otras preguntas y
en diferentes areas.

Como por ejemplo; si estdn en movimiento los circulos. ¢Cual
tendria mayor velocidad circular?

o




LQué condiciones minimas se requieren para que las velomdades
circulares sean iguales?. '

4.2 ‘Acoﬁlar_ﬁientos_ Manuales
4. 2. 1. Acoplamiento con palillos

3.
3.
TALLER 2

MATERIALES: Palillos o cerillas de igual forma y longitud.
CONDICIONES MINIMAS: Los palillos no se pueden doblar ni partir.
PROPOSITOS:

Desarrollar el pensamiento logico.

Realizar ejercicios de perimetro y area.

Aplicar Ios conceptos de perlmetro y areaen probtemas concretos

PREGUNTAS ENICIALES

1. ,;,Cuantos pailllos como minimo necesnarias para formar un
cuadrado? -

2. ¢Cuantos pa[i[los necesitarias para formar otro cuadrado
- agregando en cada caso un palillo por cada lado?-

3. g,CuaI es el perlmetro yel area que encierra en cada caso’?

4. ¢ Cuéntos cuadrados en total pueden observarse en su interior?
Has una lista de tus resultados y anota tus propias conclusiones.

5. ¢Cuantas unidades cuadradas contiene un cuadrado, si su
perimetro son 12 palillos? - ' '
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. Enel cuadrado construido con fos 12 palillos, mueve el minimo
de palillos (sin retirarlos) de tal forma que el 4rea encerrada
se disminuya en: una unidad, dos unidades, tres unidades,
cuatro unidades, cinco unidades y seis unidades.

Del cuadrado construido cambia 8 palillos de tal forma que el
area se disminuya en 4 unidades cuadradas.

ACTIVIDAD: Con los 12 palillos construya: A (ver fig.5) y luego B
(ver fig.6)

Utilice para ambos casos como unidad de medida un palillo y
resuelva lo que en ellos se plantea

1

. ¢,Cuél es el perimetro del trianguio?

. ¢Que superficie (medida en palillos cuadrados) encierran
los palillos dispuestos de tal forma?

. Trata de cambiar de lugar 4 palillos de tal forma que la nueva
figura tenga un area de 3 unidades cuadradas.

. Si construyes un cuadrado sobre cada uno de los lados del
triangulo: a

. ¢ Cuantos palillos utilizarias en total?
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b. ¢Quérelacion encuentras entre el drea del cuadrado construido
sobre el lado mayor y las éreas construidas sobre los otros
dos cuadrados?

5. ¢Cual es el perimetro y el area que encierra la figura 67

6. Trata de cambiar 10 palillos de tal forma que el area disminuya
el equivalente a un cuadrado de un palillo por cada lado.

7. Si cada palillo mide 1cm. de longitud y se quiere encerrar
con ellos un area equivalente a 80 cm. cuadrados.
¢ Cuantos palillos en total utilizariamos?.

8. ¢Cuél seria el perimetro medido en centimetros que encierran
los 80 cm. cuadrados?

3.4.2.2. Acoplamiento con un minimo de piezas planas
TALLER 3

CONDICIONES: En el acoplamiento de dos o mas piezas la
minima interseccion no puede ser menor que el menor de los
lados entre todas las piezas. '

ACTIVIDAD: En la figura 7 se muestran 16 cuadrados iguales de
1em. de lado cada uno, que acoplados forman un cuadrado mayor,
de 4cm. de lado.

1. ¢ Qué figura(o figuras) u objetos conoces o has conocido con
dicha(s) forma(s) individualmente y con las formas que se
derivan de sus acoplamientos?
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Dividamos éste cuadrado
mayor en dos piezas como

muestra la figura 8.
Con éstas dos piezas podemos

ademas de plantear y resolver

ofras actividades.

problemas, realizar muchas i

} Analicemos algunas de ellas )
Fig. 7 Fig. 8

¢, Qué clase de poligono es?

Dibujar (rellenando su interior) una figura con cada una de ellas
( sin tener en cuenta las cuadriculas).

Construir otras figuras a escala mayor y menor.

Crear una historia (o plantear un problema) que permita explicar
dicha particion en esa forma y tamafios especificos.

Realiza algunos acoplamientos con las figuras y responde:

1.

3.

4.

¢, Puede variar el érea?. Si la respuesta es afirmativa, §cémo
formar el area maxima?

¢, Puede variar el perimetro?. Si la respuesta es afirmativa,
,como formar el maximo perimetro?. Y ¢ el minimo?

¢ Cuéntos pentagonos diferentes se pueden formar?.
¢, Cuales son sus areas y sus perimetros?.
¢ Cuantos heptagonos se pueden formar?

Podemos plantear algunos ejercicios aplicando las competencias,
he aqui algunas ideas que pueden facilitar su construccion:
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1. ¢Encierra mayor area el perimetro del cuadrado o el perimetro
del triangulo? explique:

a. Utilizando el Teorema de Pitagoras.

b. Sin utilizar el Teorema de Pitagoras.

c. Por simple apreciaciéh visual.

2. (Encualdelos terrenos resulta mas economico realizar un
sembrado, sabiendo que la maya para encerrarlo tiene un
‘costo de $15000 el metro lineal?. ¢ Resultara igual? ..

Se pueden plantear muchos més problemas y actividades

relacionadas con simetrias, rotaciones y traslaciones, ademas

de permmrnos un mejor desarrollo del pensam:ento l6gico.

3 4 2 3 P;ezas geometricas

TALLER 4

Enun cuadrado trazamos lineas rectas alos puntos medios como
se muestra en la figura 9 sacamos de alli 5 piezas (ver figura 10)

‘‘‘‘
o

.....

b 5

i

Fig. 8 Fig. 10 Fig. 11

Se divide la figura en pequefios cuadrados iguales como se
muestra en la figura 11. Tomando como unidad de medida el lado
de uno de los cuadrados pequefios. Resuelva: '
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ACTIVIDAD: Parte 1

1. ¢Cuantas unidades mide (aproximadamente) por cada lado
el cuadrado construido inicialmente?.

2. i Cual es su area?

3. Calcule por separado el area de cada una de las cinco piezas
y sume estos resultados.

4. ; En cuanto difieren el valor de la suma de las areas de las
cinco piezas con el area que se halld del cuadrado grande?

5. Analiza éstas diferencias.
ACTIVIDAD: Parte 2.
Diferentes acoplamientos de las piezas.

CONDICIONES: Debe partir del cuadrado inicial (ver fig.11); sélo
puede mover una pieza ( por giro, traslacion o rotacion).

- 1. Construye un triangulo rectangulo y escribe por lo menos tres
objetos que contengan tridangulos o tengan la forma de un tridngulo.

2. Construye un paralelogramo no rectangulo. Escribe por io
menos tres objetos que contengan paralelogramos o tengan la
forma de un paralelogramo.

3. Obtener un trapecio isésceles. Escribe por lo menos tres
objetos que contengan trapecios isésceles o tengan la forma de
un trapecio isGsceles.

4. Obtener un pentagono.
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5. Obtener un decagono.

Escribe algunas caracteristicas para cada una de las 5 figuras
anteriores.

Calcular para cada una de las 5 figuras anteriores el area y el
perimetro. ¢ Varia el érea?. ¢ Varia el perimetro?

Construye 5 problemas relacionados con cada una de [as 5 figuras
anteriores(uno para cada una).

Explora con otras figuras que puedas formar, describe de ellas
algunas caracteristicas.

3.4.2.4, El Tangram
3.4.2.4.1. ;Que esy cuando aparecié?

El TANGRAM es un rompecabezas formado por siete piezas
recortadas a partir de un cuadrado. Estas son: un paralelogramo,
un cuadrado y cinco fridngulos rectangulos.

Es originario de China (se ignora quién lo inventd) donde se
conoce con el nombre de: Ch’i ch’iao t'u, que significa "Siete~
ingenioso plan” o, menos literalmente, "tabla de la sabiduria” o
"tabla de los siete elementos" o simplemente “ingenioso
rompecabezas de siete piezas”. Algunos consideran que existe
desde el comienzo de la China unificada, durante la dinastia Tsin
(1122 - 256 antes de nuestra era). Como los registros de este
perfodo en ese pais son muy escasos, toda una valiosa parte de
la historia de la humanidad ain permanece oscura. La mas
antigua de las referencias conocidas es un hbro publicado en
China en 1803

e i T
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La palabra TANGRAM aparece alrededor del afio 1864.

A pesar de tratarse de un juego respetado el TANGRAM
solamente se difundié en el Occidente en el siglo XIX, para
convertirse desde entonces en un juego respetado por las esferas
intelectuales de Europa y América, apareciendo asi mismo,
numerosas publicaciones y estudios dedicados a él.

“Exiraer de la forma pura del cuadrado tna infinidad A A B
de imagenes construidas por una geomelria flexible -
en la cual la imaginacion y la habilidad manual se

unen para formar un universo lGdico. Asi podria D’ - dol-—N B~
definirse en sintesis el TANGRAM segun Carlos y g
Drummond de Andrade, uno de los poetas mas “w,f
representativos de Suramérica”. - C

(Revista: Juegos muy interesante N° 18/1991/pag8) )
Fig. 12

3.4.2.4.2. ;Como construirlo?

Construimos inicialmente ei cuadrado ABCD que dividiremos con
los siguientes trazos (ver figura 12) En la cual se cumple que:
A’, B, C°,D%, son puntos medios del cuadrado:

Se recortan las siete piezas formadas con linea gruesa trazando
previamente cuadriculas (ver fig.13) o en colores segun el grado
o el nivel para el cual se emplea (ver fig.14)

Fig. 13
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3.4.2.4.3. ¢Para qué sirve?

El objetivo inicial del TANGRAM es componer todo tipo de
perfiles(figuras geométricas, objetos, seres y animales), utilizando
siempre las siste piezas del juego. Hoy el TANGRAM es
reconocido como una excelente herramienta pedagoégica en
numerosas instituciones educativas de todo el mundo, para
desarrollar la creatividad y el pensamiento, hasta como
herramienta de test en la psicologia moderna.

Con él se pueden plantear muy buenas actividades Utiles para la
exploracion de las propiedades de las formas geométricas. Tales
actividades no son sélo pasatiempos, sino parte integral del
aprendizaje de las matematicas. '

Sininstrumentos diferentes a los siete elementos del TANGRAM,
se han encontrado originales demostraciones a algunos teoremas
de Euclides y Pitagoras, a la vez que se han planteado nuevos
ejercicios matematicos y geométricos de gran interés para ia
juventud. Ademas de motivacion, desarrollo de la capacidad para
faresolucion de problemas y ayudar al desarroflo de las nociones
de angulos rectos, paralelismo y area.

Después de un tiempo de trabajar con el TANGRAM, se nota un
progreso en el proceso de elaboracion y analisis, desarrolla el
pensamiento l6gico de tal forma que al enfrentarse con un
problema no hay desanimo en buscar la solucion, y a nivel de
grupo permite una mejor integracion.

"Los juegos con TANGRAMS en términos generales pueden
agruparse en ires categorias:

1. Busqueda de una o varias maneras de construir un tangram
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dado, o de hallar una demostrac;on e[egante de ta impOSIbilldad
de formario : Cox

2. Hailar Ea manera de representar, de la forma mas artistica o
humoristica posible, silustas de anlmales frguras humanas u
otros objetos reconocibles. ‘ :

3. Resolver una dlver3|dad de problemas de geometria que se
plantean con las siete piezas del TANGRAM." (IVIartm Gardner
Vrajes por el tiempo 11 988/pag 27 y 28) :

St el trazado se hace sobre una hOja cuadrlculada se pueden
realizar ejercicios y plantear problemas reIacmnados con
perimetros y areas. Lo : -

Algunas conclusiones (problemas) de tlpO geometraco
relacionadas con el Tangram son; ~ : :

1. El méximo de lados que puede tener un tangram propio (o
sea que no tengan contacto sélo con los vértices) son 23,

2. El'ndmero de pentagonos que se pueden formar con las 7
piezas del tangram son 53. St

3. Teniendo en cuenta que un tangram convexo es un-poligono
en el cual todos los &ngulos que se forman en los vértices tienen
menos de 180 grados, solamente hay 13 tangrams convexos, lo
cual fue demostrado en 1942 por Fu Tsiang Wang y Chuan -
Chrh Chih Hsaung, en "A Theorem on the Tangram"

4 No es posible construir con las siete piezas del tangram :
cuadrilateros no convexos.

5. No se ha determinado todavia el nimero de hexagonos que

L o e T
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se pueden formar con las siete piezas del fangram (aunque se
sabe que son finitos) al parecer pasa de millones su numero.
Otro tipo de problema de tangrams es el de hallar formas de
transformar un tangram en otro con un ndmero minimo de
movimientos. (por movimiento se entiende el cambio de posicion
de un conjunto de una o varias piezas del tangram sin modificar la
configuracion del conjunto).

Existen programas de computador que inspeccionan cualquier

tangram dado y buscan al menos una solucion. El especialista en
ciencias de computo E.S. Deutsch, desarrolld y publico el pnmer

programa para angram pI‘OpIOS

Son infinidad de figuras que pueden formarse con las piezas del
TANGRAM.

3.4.2.4.4. Taller 5

1., Construir cada una de las antenores flguras (ver fig. ‘!5)
utilizando las 7 piezas.

2. Calcular el area de las figuras, mostrando el algoritmo
permitido. :

3. -Construir una histoeria utilizando las flguras (un TANGRAM en
hoja cuadnculada) SRS v

4, Calcuiar el penmetro para cada f:gura

5, Verificar o comprobar algunos de los probiemas geométricos
hallados con el tangram. (En las conclusiones aparecen 5 de elios)

6. Constrwr otras flguras d|ferentes a Ias propuestas en la
figura 15. - : s : -
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7. Realizafiguras utilizando dos juegos de piezas (dos TANGRAMS)

3.4.2.4.5. Algunas figuras con el Tangram

Flguras Geométricas:

Figura 15

Paralelogramo Pentagono



Animales:

Pez. Sl Camello
Personas*_-' '

o Dama Caballero indio Joven
caminando caminando _ _ sentado
8. Experlmenta formando diferentes figuras con el siguiente |

par de piezas del TANGRAM. {la figura 16 corresponde al’
prlmer par yla 17 al segundo) :
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LEn que forma difiere el grado de dificultad, si en éste Ultimo
caso no deben quedar piezas sin colorear?.

3.4.2.5. Acoplamientos Pitagdricos
3.4.2.5.1. Algunos datos hitoricos:

Pitagoras fue un Matematico y Fildésofo Griego que nacié hacia
el afio 569 antes de Cristo. El Teorema que lleva su nombre ha
dado lugar a numerosas y diversas investigaciones. Se han
elaborado centenares de demostraciones del Teorema tanto por
Mateméticos y profesionales como por aficionados.

El enunciado de dicho teorema (conocido universalmente como
el puente del burro) es el siguiente:

"En un triangulo rectangulo cualesquiera y en longitudes de una
misma unidad el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos".

Se conoce como hipotenusa en un triangulo rectangulo al mayor
de los lados y es opuesto al angulo recto. Y los catetos son los
dos lados que forman entre si el angulo recto

Al parecer Pltagoras celebro su demostramon sacnf;cando una
centena de bueyes aunque dicha demostracién no era sino una
justificacion de la propiedad. Esta como muchas otras
investigaciones antiguas se han perdido. .

3.4.2.5.2. Algunas llustraciones
Grafica: Matematicamente se expresa como:

Sea ; ¢ lahipotenusa _
a,b los catetos entonces
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"Aplicada a fa figura (Fig. 18), del conocido " molino

de viento”, la justificacién se basaba en una

A B equivalencia de cuadrados: el cuadrado C, trazado
T sobre la hipotenusa del triangulo rectéangulo, debia

ser equivalente a la union de los cuadrados Ay B,

frazados sobre los catefos; en efecto, el cuadrado
C (nimero) de cada lado del triangulo rectangulo
corresponde al érea del cuadrado (figura) trazado

sobre ese mismolado”. (Henry Camus /1995/pag124)

Figura 18
La justificacion fue realizada, no por Pitagoras solo sino por un
equipo de Pitagéricos. La propiedad ya habia aparecido unos
diez siglos antes en las tablas de arcilla babilonica, y es probable
gue los egipcios ya la hubieran aplicado a la construccion de sus
templos

La figura19 Hustra un método que se le
atribuye al matematico hindu Bhaskara
(hacia 1150 d. C.). Segtn él, no es
necesaria explicacion alguna, y se limité a
escribir "iMiral” bajo la figura.

Se puede construir un modelo de corcho, 4 Fig. 19 b
cartulina de color y alfileres

{(Brian Boft. 101 Proyectos... /1991/pa983).'

b __.a  Colocamos los cuatro triangulos

“] comoseveenlafigura20a, con
el fin de formar un cuadrado
ABCD deladoa+bydejarenel
a centro un hueco cuadrado de
lado c.

G

b

a Fig. 20 b
Dibujemos el cuadrado ABCD. Desplacemos ahora los triangulos
y situémoslos en la posicion mostrada en la figura 20 b, que deja

dos huecos cuadrados de lados a y b. La superficie blanca ha de
ser la misma en los dos casos, asi que ¢ = a? + b2
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o En las figuras 21 y 22 se ilustra una atractiva
demostracién con dos piezas de carén fuerle,
Primero se unen A con B y C con D mediante una
goma o cinta elastica, fig. 21. Las plezas se sostienen
una en cada mano; después, se le dala vuelta a la
pieza de la derecha, dando la posicién que vemos
1 en el segunde diagrama, fig. 22.

Halla el centro del cuadrado ABDE
trazando sus diagonales BE y AD. Ahora
divide este cuadrado en cuatro piezas
iguales trazando las rectas XY y UV que
pasan por su centro y son,
respectivamente, paralelas a los lados
del cuadrado sobre la hipotenusa AC.

Flg. 23 Fig. 24

Las figuras 23 y 24 nos presenta una bonita ilustracién de éste
teorema debida a Henry Perigal (corredor de Bolsa londinense y
astrénomo aficionado) hacia 1830.

Procedimiento: "Dibuja un tridngulo rectangulo ABC vy los
cuadrados construidos sobre sus lados, como indica la figura 23
Corta el cuadrado ABDE en las cuatro piezas anteriores y coldcalas
en las esquinas del cuadrado de lado AC, siguiendo la numeracion
de la figura. En el medio queda un cuadrado pequefio sin cubrir,
que es exactamente igual al cuadrado de lado BC {compruébalo)".
(Brian Bolt. Actividades M./1989/pag.28).

3.4.2,5.3. Taller 6
Construye un cuadrado como el de la figura 25 y recorta las 4

piezas que se marcan con linea gruesa luego recorta un cuadrado
como el de la figura 26.
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Fig. 25
Ahora resuelve:

1. ¢ Qué nombre recibe cada una de las 4 figuras geométricas
de la fig. 257.

2. Construye con las 5 piezas recortadas un cuadrado.

3. ¢Cual es el area que limita los tres cuadrados formados (fig. 25,
fig. 26, y el formado con las piezas de la fig. 25 y la fig. 26)7?

4. Calcula el area de cada pieza, tomando como unidad de
medida el lado de una cuadricula

5. ¢ Qué otros poligonos diferentes al cuadrado puedes formar
con las 4 primeras piezas? y (,Con las 5 piezas?

6. Calcula el perimetro de cada una de las 5 piezas.

-\I

. Construye en hojas cuadriculadas dos cuadrados de 8 y 6
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longiiudes de! lado de la cuadricula. Ahora divide estos dos
cuadrados en diferentes piezas. Luego trata de formar un
cuadrado con todas las piezas formadas. Intenta realizar unas
divisiones convenientemente.

Veamos dos divisiones obtenidas por estudiantes de 6° y 7° grado
(ver fig. 27):

il
+

Il
o

Flg. 27

A partir del grado 7° las pequefias deducciones son muy
deseables en Geometria. Las ilustraciones visuales como las
expuestas anteriormente son especialmente atractivas, dichas
ilustraciones son particularmente recomendables en los casos
de equivalencia de areas, superposiciones efectivas de figuras y
descomposiciones de figuras.

3.4.2,6. El Origami Como Acoplamiento

Al doblar un papel varias veces uniendo sus partes hasta formar
diferentes figuras, estamos realizando un acoplamiento.
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3.4.2,6.1. ¢Qué es el Origami (o Papirofiexia)?

Es el arte de crear figuras facilmente reconocibles a partir de una hoja
de papel, sin cortar ni pegar, simplemente doblando. Sus posibilidades
son infinitas, se puede clasificar como un juego, un pasatiempo, un
arte, una ciencia, una artesania y muchas otras cosas mas.

3.4.2.6. 2. ;Cuando apareci6?

"El origen del origami suele atribuirse al Japédn, donde siempre ha
contado con gran aficién popular. Sin embargo, ha habido una
tradicién europea totalmente independiente de |a japonesa. La
evolucidn histérica de la papiroflexia esta intimamente ligada a la
del papel de fibra vegetal”. (Eduardo Clemente /1990/pag.16). En
Europa, parece que ya en el siglo XVI o incluso antes el arte de
plegar papel estaba difundido a nivel popular. El hecho de que
todas las figuras tradicionales que conocemos hayan llegado hasta
nuestros dias fransmitiéndose de generacion en generacion, de
padres a hijos, implica una tradicion viva y continuada de varios
siglos, por lo que la papiroflexia ha tenido seguramente una gran
difusién desde hace mucho tiempo. "Parece ser que fue en [a
Exposicién Universal de 1878, en Paris, cuando llegaron a Espaia
las primeras figuras japonesas, uniéndose asi ambas tradiciones,
Oriental y Occidental, que hasta entonces habian evolucionado
aisladamente. Este hecho dio a |a papiroflexia una dimension més
amplia que la que habia tenido hasta entonces"”. (Eduardo Clemente
/1990/pag.19). Pero soio a principios del siglo actual empez6 éste
arte a desarrollarse rapidamente. En Espafia aparecieron pioneros
como D. Miguel de Unamuno (1864 - 1936), que fue el primer
hombre de ciencia del mundo gue se tomé en serio el arte de
hacer pajaritas de papel, y el Dr. Soldrzano (1883 - 1970), infatigable
creador durante toda su vida, y en Japon, Isao Honda (1888 -
1975), gran investigador y divulgador del origami, y Akira Yoshizawa
(n. 1911), actualmente considerado el més prolifico de los autores,
y el mas conocido dentro y fuera del Japdn.

i
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3.4.2.6.3. s Para qué sirve?

Posee valores muy positivos por ejemplo, su capacidad para
desarroliar la habilidad manual, la imaginacién, la intuicién
geométrica, el espiritu creativo, desarrolla la inteligencia y
facilita la comprensién de conceptos matematicos, implica
en mayor o menor grado, dependiendo de su complejidad,
analisis, especulacién, en definitiva, agilidad mental que
desarrolla las posibilidades intelectuales para enfrentarse con
otros problemas de légica o matemética.

"A la papiroflexia también se le puede considerar como
ciencia. Los pliegues no son mas que operaciones de simetria
a veces bastante complejas, y pueden ser ideadas y
estudiadas metodolégicamente en términos geométricos. El
caracter matematico que pueda tener el plegado de papel no
esta refido con el lado artistico, aunque tampoco tiene por
qué coincidir.

Como ejemplo del aspecto cientifico de la papirofiexia,
podemos mencionar a los aficionados que se dedican a
demostrar teoremas geométricos utilizandola.

Incluso hay algun trabajo publicado sobre la resolucion de
ecuaciones de tercer grado sélo doblando el papel". (Eduardo
Clemente /1980/pag.12).

La papiroflexia es ademas un buen instrumento en el proceso
educativo. Las virtudes mas evidentes en principio, son el
desarrollo de fa habilidad manual y mental, el de la
concepcidn volumétrica y la coordinacién de movimientos,
gue ayudan al escolar a tomar conciencia de la operatividad
de las propias manos y estimula la creatividad.
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3.4.2.6.4. Construccién de una caja sin tapa:

En un trozo de pape! rectangular cuadriculado (un centimetro
por cada lado) realicemos los siguientes pasos (pisando f:rme
cada doblez, ver f;gura 28) '

1.

2

3.
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Doblamos por la mitad.
Doblamos nuevamente por la mitad.

Levantamos por una de las aberturas haciendo presién en
el vértice cerrado y levantandolo hasta formar un tr;angu!o
isésceles formado sobre una base rectangular

Dobi_amOs media porcién de triangulo, formando asi un
pentagono con dos pares de lados opuestos paralelos.

Tomando el pentdgono, descansando sobre |a base mayor y
sosteniéndolo, del lado no paralelo a ningtn otro, levantamos por
la abertura que sefialael angulorecto, opuesto al lado no paralelo
y haciendo presion en el vértice cerrado, levantamos hasta formar
un tridngulo con iguales caracteristicas al formado en el punto 3,

Doblamos media porcién de tridngulo, formando un pentagono
isdsceles, con los dos lados mas pequefios iguales y paralelos.

Doblamos cada una de las mitades, de las mitades del pentagono,
en forma paralela a la linea central (formada por un doblez
anterior y que divide el pentdgono en dos partes iguales).

Volteamos la figura y realizamos los mismos pasos que en el
punto 7. Obteniendo asi, un pentagono similar al anterior pero

menor y con los dos lados paralelos, ya no tan pequefios.




9. Doblamos una especie de porcion rectangular visible hacia
arriba. '

10.Volteamos la figura y realizamos ios mismos pasos que en el
punto 9.

11. Levantamos la figura pentagonal obtenida, con el angulo menor
hacia abajo, abriendo la parte superior.

12.Le damos forma, de una caja sin tapa, haciendo presién
en los lados laterales del fondo.

Fig. 28
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Fig, 28
3.4.2.6.5, Taller 7
Pregu'n'tas re.lacionadas a la construccion anterior.

1. (,Cuantos centlmetros mide cada una de las tres dimensiones
de la ca;a'? (

2. ¢Cuantos centimetros cubicos (maxzmo) -de agua le caben a
la caja?

3. Si ampliamos un centimetro cuatro veces, de tal forma, que
un centimetro cuadrado en realidad mida 16 centimetros
cuadrados. Construye una caja cuya base mida 16 centimetros
cuadrados. ;Cual es su volumen? .
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4. LA ARITMETIZACION DE LA GEOMETRIA

Se busca vincular la ensefianza- aprendizaje de la geometria
con la aritmética, como una posible via metodolégica de mejorar
de manera significativa la comprensién de los conceptos
matemaéticos basicos, que se orientan en la educacion basica.

De otro lado, partiendo del contexto actual educativo y sus
continuas reformas en nuestro pafs, establecer la relacién entre
las distintas categorias pedagégicas con referencia a indicadores
de logro, logros, procesos y competencias a desarrollar en la
matematicas, pués una de las tendencias educativas de mayor
influencia actual, tiene que ver con éste Uitimo enfoque
metodologico.

Se trata pues de ejemplificar la permanente relacién existente
entre geometria y aritmética y a su vez crear la necesidad de
definir un curriculo basico de geometria en el ambito escolar.
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"La Geometria es la expresion mas elaborada del
pensamiento 16gico en el lenguaje de las Matematicas”. |
COSME MATIAS BURGOS
l. S. P. "Enrique José Varona", La Habana, Cuba .

4.1. JUSTIFICACION

Es necesario responder ala pregunta (,Que implicaciones tlene
asumir los Lineamientos Curriculares en el Area de Mateméaticas
por parte de los docentes y, las docentes.en las mst:tumones
educativas?. Pretender dar respuesta a esto presupone una
nueva mirada sobre la importancia de ésta ciencia como
instrumento que posibilita el pensamiento y la creatividad en
nuestros estudiantes, es la busqueda permanente de.que hacer
y como hacer para que estos sientan lo |mportante que es
aprender Matematicas.

Lo primero a declarar es que el docente debe estar consciente
de las profundas modificaciones que ha sufrido en lo tedrico-
practico la nueva propuesta de educacion en nuestro pais a través
de su Ley General Lo C|erto es que en esta nueva mirada la
escuela aparece “curriculizada", pues toda accion, ‘proyecto,
innovacién o estrategia que conlleve a mejorar los procesos de
ensefianza aprendizaje en el aula y fuera de ella, se denomina
genéricamente Curncul_cﬂ. -

Ahora, particularmente en el drea de Matematicas asumir los
nuevos Lineamientos Curriculares es adentrarse en una nueva
dindmica del proceso docente educativo y los procesos de

! Se enflende For Curriculo en el artfculo 76 de la Ley 115 o Ley General de Educacién: “Ef conjunto
de criterios, planes de estudio, programas, metodologia y procesos que contribuyen a la formacién
integraly a Ta construccién de ta identidad cultural nacional, regional ?( logal, Incluyendo tambi#n los
recursos humanos, académicos y fi swos para poner en préctlca as politicas y llevar a cabo el Proyeclo
Educativo Institucional’.
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ensefianza aprendizaje en ésta ciencia, por lo tanto, en ésta
direccion de pensamiento, se puede decir gque el sentido
pedagégico hoy de los {ineamientos Curriculares es aportar a la
discusion de las bases cientificas, filosoficas, tedricas y
epistemoldgicas de la ciencia Matematica. A pesar, de un curriculo
Unico, obligatorio, uniforme o predisefado sin la intermediacion y
participacion de los sujetos que orientan la ensefianza aprendizaje
de ésta ciencia, se debe, buscar dar respuesta a los interrogantes:

¢, Qué son las Mateméticas?

(,Como evoiuclonan las Mateméticas?
¢Que plensan Ios dlferentes expertos alrededor de estas y su
ensenanza’?

¢ Qué teorias gnoseologlcas dan respuesta al por qué es |mportante
aprender Matematicas y mediante que procesos del pensamiento?
¢ Qué competencias podemos desarrollar y poseen aplicamon en
el campo de las Mateméticas?

¢, Cémo desarroliar aprendlzajes S|gn|flcat|vos a traves de ias
Matemat:cas? '

ol

No se trata solamente de pensar Ias Matemat:cas desde el punto
de vista platomco Iog|0|sta formallsta antuicmnlsta 0
constructuvista, es adentrarnos a tratar de comprender y entender
como el estudiante. se apropla de los conceptos matemat;cosP y
enque momento del proceso se hace necesario recurrrr ala praxis
de una u ofra concepcion del conocimiento, como una estrategia
de trabajo que permita que los estudlantes accedan en forma mas
&gil y comprensible a éste.

2gedice "Por conceplo se enliende el reflejo mentat de una clase de Gosas, procesos reEacmnes de
una realidad ob}elwa o de fa conciencia (o €] ref[ejo de una clase de c[ases) sobre fa base de sus
caracteristicas invariantes. . . . . . S ‘

En esta expllcaclén dal concepto se habla sobre el reflejo menlal El reﬂejo verbat de la clase de
€0Sas, Procesos o relaciones, sobre la base de las caracteristicas invariantes, se realiza mediante la
definicion”. {Tratamiento de concepEos y definiciones matematicos. W. Jungk 1986, p. 58).

130




No esta dicha la Ultima palabra y por ello los Lineamientos en el
area de Matematicas provocan una mirada hacia la constante
blusqueda de nuevos conocimientos y nuevas formas de pensar
el acto educativo. En este caso, se pretende investigar y llevar a
la préactica nuevas didacticas encaminadas al desarrollo de
competencias y procesos integrales de formacién que busquen
el mejoramiento de los niveles acadéemicos y formativos de los
estudiantes que aprenden mateméaticas. Sibien, los lineamientos
nos presentan algunas bases tedricas de las diferentes formas
de Pensamiento Matematico mediante la categoria conceptual
de conocimientos basicos, también lo es, que no aportan en ias
formas metodologicas de aplicarlos y desarrollarlos en el aula
de clase y fuera de ella. {en consonancia con la L.ey General de
Educacion y el respeto por la metodologia que aplica el propio
docente - la libertad de catedra-).

¢, Como desarrollar los diferentes tipos de pensamiento propuestos
en los Lineamientos Curriculares de Matematicas, en nuestros
contextos escolares? Pretender dar respuesta a esta pregunta
se constituye en un verdadero problema de investigacion, para
lo cual debemos disefiar, experimentar y construir propuestas
metodoldgicas desde nuestras escuelas que conlleven a aportar
en este campo de accion de la Educacion Matematica, la cual
busca hoy profundizar sobre el desarrolio del pensamiento y Ia
creatividad en los alumnos. Tarea docente que se adelanta desde
hace 10 afios en el area de Matematicas del Centro de Estudios
e Investigaciones Docentes.

Para cumplir con esta significativa tarea historica observamos
que nuestra mision, visién, lineas generales de investigacion y
formacion de docentes se corresponde con esta intencionalidad.
{Lineas Generales para las Propuestas de Investigacion en el
CEID ADIDA, 2001).
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Para adentrarse en |la comprension de los Lineamientos de
Matematicas es necesario el estudio y el serio conocimiento sobre
los antecedentes filoséficos, epistemoldgicos e histéricos que dan
origen al actual enfoque de las Matematicas en nuestro pais,
evitando a elaboracién de conjeturas alrededor de si se presenta
un verdadero cambio o simplemente estamos repitiendo teorias
del pasado o ya reevaluadas.

Esta es la principal intencion del presente texto: LA
ARITMETIZACION DE LA GEOMETRIA A TRAVES DE LA
FORMACION POR COMPETENCIAS, incitando a los maestros
y maestras a pensar en la necesidad de construir propuestas
metodoldgicas para la ensefianza de la Matematica Escolar a
través de la profundizacién en la educacion basica de las
asignaturas de aritmética y geometria, como una posible via
metodologica de enfatizar ésta Ultima, dado los cambios en los
currfculos y las diferentes concepciones modernas acerca de la
ensefianza de las Mateméticas.

Lo claro es que la situacién actual de cambio en la Didactica de
las Matematicas se viene dando segun los expertos desde la
década de los 60s y 70s hacia la llamada "matematica moderna".
Sefiala el Doctor Miguel de Guzman de la Organizacién de
Estados |beroamericanos para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura, que entre las principales caracteristicas de éste
movimiento de renovacion y sus efectos por él producidos se
pueden contar los siguientes:

+ Se subrayaron las estructuras abstractas en diversas areas,
especialmente en algebra.

+ Se pretendio profundizar en el rigor légico, en la comprension,
contraponiendo ésta a los aspectos operativos y manipulativos.
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+ Esto dltimo condujo de forma natural al énfasis en la fundamen-
- tacion através de las nociones iniciales de |a teorfa de conjuntos y
en el cultivo del algebra, donde el rigor es facilmente alcanzable.

* La Geometria elemental y la intuicién espacial sufrieron un gran
detrimento. La Geometria es, en efecto, mucho mas dificil de
fundamentar rigurosamente.,

» Conrespecto a ias actividades fomentadas, la consecuencia
natural fue el vaciamiento de problemas interesantes, en los
que la Geometria Elemental tanto abunda, y su sustitucién por
ejercicios muy cercanos a la mera tautologia y reconocimiento
de nombres, que es, en buena parte, lo que el algebra puede
ofrecer a este nivel elemental.

La patente carencia de intuicién espacial es uno de los problemas
que observamos hoy con frecuencia en nuestras propias aulas
de clase y esto es una de las causas mediante las cuales nuestros
estudiantes presentan dificultades en el momento de la
comprension de los conceptos mateméticos.

4.2. FUNDAMENTACION PEDAGOGICA Y CONCEPTUAL
SOBRE COMPETENCIAS EN EL AREA DE MATEMATICAS

Las competencias y el desarrollo de estas en el ambito escolar,
no se constituyen en una tarea facil sin la experticia del docente
que orienta el area de Matematicas en la Educacion Bésica, lo
cuai estd en directa relacién, con el dominio del contenido
matematico por parte de éste.

Esto quiere decir, que bajo el enfoque de sistemas propuesto en
los objetivos generales que se plantean en la Ley General de
Educacion y los Lineamientos Curriculares del Area de
Matematicas, es necesario también que los maestros reconozca

T
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las relaciones existentes entre los diferentes sistemas y asi
establezca el conjunto de habilidades, acciones, destrezas y
competencias a desarrollar en los escenarios escolares.

Conviene recordar que el marco tedrico del programa de
Matematicas en la década de los 70s propuso el "Enfoque de
Sistemas”, el cual buscaba..."acercarse a las distintas regiones
de las Matematicas, los nimeros, la geometria, las medidas, los
datos estadisticos, la misma logica y los conjuntos desde una
perspectiva sistémica que los comprendiera como totalidades
estructuradas, con sus elementos, sus operaciones y sus
relaciones”. (Lineamientos Curriculares del Area de Matematicas.
Ministerio de Educacién Nacional, junio de 1998, pagina )

Este Enfoque de Sistemas sigue presente hoy en la actual
normatividad y especificamente se trata en los objetivos generales
de la educacion colombiana, dando cuenta del trabajo
investigativo realizado por personajes como el Doctor Carlos
Eduardo Vasco quien utiliz6 la teoria de sistemas para reformular
el programa de Matematicas de la renovacién curricular para el
Ministerio de Educacion Nacional.

El adentrarse en la comprension de la Teorfa General de Procesos
y Sistemas implica para la educacién matematica y para guien
las ensefia el adentrarse en las muitiples relaciones de los
sistemas y los procesos que conllevan en este caso particular a
los alumnos a aprender y esto ya es complejo. Si pretendemos
definir que es un proceso, se constituye en un problema la
comprension logica del vocablo. Se dice entonces que... "Los
procesos son la categorizacién bésica de lo real. No es
propiamente definible qué es proceso. Puede utilizarse esa
palabra en ciertas frases que todos parecemos comprender. Los
procesos son siempre dinamicos, complejos en si mismos,

T o ]
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inasibles. Los cierto es que un proceso si puede descrlblrse por
dos de sus propiedades: :

« Su complejidad o multiplicid‘ad..
< Sutemporalidad o dinamica”. ( Teoria General de Procesos y
Sistemas. Carlos Eduardo Vasco, 1995 )

Entender esto implica, desde la {eoria cognitiva identificar etapas
por {as cuales se transcurre segin determinadas escuelas
psicologicas y el maestro ha de estar consciente de esta realidad,
ademas de poseer claridad conceptual al respecto, para gue en
correspondenma se desarrolle la ensefianza aprendizaje de las
Matematicas de manera mas significativa. No se puede pensar
que un estudiante, determine objetivamente si la proposicion N
< Z es verdadera o falsa y fundamente su respuesta, si
previamente no se ha tratado los dominios numeéricos en mencién,
suorden, operaciones y propiedades. Podriamos hablar entonces
en este sentido de ciertas etapas necesarias que pasan por
niveles de desarrollo mas simples hasta llegar a los més
complejos.

Acceder a los sistemas implica descubrir relaciones homologas®
y esto requiere de un pensamiento de alto nivel, el cual no es tan
frecuente en nuestras aulas de clase, debido en alguna medida
al alto contenido de formalizacion en la ensefianza de las
Matematicas. Los conceptos matematicos deberian pasar
inicialmente por una discusion dialéctica (dindmica) acerca de
su origen historico, posteriormente por su significado practico y
finalmente por las relaciones e interdependencias con otros,

Sucede en la ensefianza de la Ldgica (Slstema Logico) que se
proponga por gjemplo las ssgwentes proposiciones: Seap: 15 es

* Homélogo: Que en dos o mds figuras, organismos, conjuntos, efc., se corresponde con otros por su
posicién refativa, funcidn, estructura, ete.: los fados o dnglos homologos de dos poligonos semejantes. -
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multiplo de 3 y a: 21 es multiplo de 7, se puede obtener la
conjuncién y su respectiva simbologia:
15 es multiplo de 3y 21 es mdltiplode 7, p A g

En el sistema de conjuntos si:
A=3,6912,15) y B=1{7,14,21}, entonces AnB=:

O @, lo que significa que A+ B,

Luego para el caso anterior el cardinal de Aes Sy el de B es 3,
lo cual quiere decir que: '

AuB ={3,6,9,12,14,15,21}, que en el sistema numérico
se traduce: A B=n(A)+n(B),por consiguiente .5+3 =28

Descubrir estas relaciones e interdepencias no es tarea facil en
la mente de nuestros estudiantes o inclusive en la mente de
nosotros los docentes, dado que en ella las relaciones entre los
distintos pensamientos: 16gico, numérico, variacional, espacial,
entre ofros, no se desarrollan como compartimentos estancos
(conjuntos de partes), sino que de alguna manera permanecen
relacionados e interrelacionados. Todo esto parece acontecer a
gran velocidad de manera integral en ios procesos de ensefianza
aprendizaje ¢ Como?... |

Por ello una importante implicacion que surge de este analisis
de los Lineamientos Curriculares es la recategorizacion de un
maestro con ciertas caracteristicas de investigador de su propia
practica docente (investigaciéon de aula) y en permanente
estudio de su saber especifico, que transita sin dificultades
por los sistemas matematicos y como verdadero investigador
busca la mejor manera de que los alumnos perciban estos
procesos de construccion y de deconstruccion de unos
sistemas en otros.
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Se puede pensar también en |a relacion existente entre las leyes
légicas que constituyen el conjunto de las bases tedricas sobre
las que se fundamentan las reglas del pensar en forma correcta
con otros sistemas. Una de las reglas de la |6gica proposicional
es la de Doble Negacion.

~(~p) e

¢, Podriamos pensar analogamente esta ley en ofro sistema o
sistemas?

(A) = A. Sistema de Conjuntos, lo cual nos dice que el complemento
del complemento de un conjunto es igual al mismo conjunto.

~(-7)= 7. Sistema numérico, en lo que se conoce como propiedad
del inverso aditivo.

Es claro que en los diferentes sistemas y pensamientos existen
relaciones matematicas, en las cuales se conserva el principio
de identidad, que debe ser de manejo didactico y metodolégico
por parte del docente, aunque no necesariamente exista
correspondencia entre estos dos elementos, dada la complejidad
de las ideas, ademas del obstaculo epistemoldgico que genera
la ensefianza tradicional de las Mateméticas.

Se podrian buscar otros ejemplos que conduzcan a una mayor
claridad sobre la necesidad de develar estas importantes
relaciones entre los sistemas matematicos y que conllevarian a
pensar los “"pensamientos" en forma integral y a través de
competencias.

Los Lineamientos en éste sentido no se constituyen en doctrina,
se deben asumir desde una mirada critica, por ello se plantea
que..."deben servir de orientacidn pero no reemplazan a los
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docentes en las decisiones que les corresponden tomar en
asuntos como: contenidos, metodologia y estrategias para la
participacion™

El maestro ha de tomar, como punto de partida para la discusion
pedagdgica, cientifica y de diagnéstico, la situacion actual de la
Educacion Mateméatica en nuestro pais, a partir del Tercer Estudio
Internacional de Mateméaticas y Ciencias TIMSS, donde se declara
tres tipos de curriculo que segun las evidencias tedricas y
practicas estan en franca contradiccién en los escenarios
escolares: el curriculo propuesto, el que se desarrolla en el aula
y el que es aprendido por los estudiantes.

En cada una de nuestras aulas de clase esta realidad es bastante
visible, de manera que surge la necesidad de que estos curriculos
estén articulados e igualmente mas préximos unos de otros, de
manera que los resultados obtenidos en la Educacién y Formacion
Matematica sean satisfactorios, esto implica revisar a nivel
institucional los Planes de Estudio y articularios a las necesidades
educativas de la comunidad.

: Dénde entonces emergen las competencias y cudl es su retacion
con los Lineamientos Curriculares, el enfoque de evaluacion
cualitativa y la formacidn integral con relacion a los procesos
fundamentales del desarrollo humano propuesto hoy?

Es preocupante, pero se podria decir genéricamente, que no se
ha realizado un estudio riguroso de lo favorable y desfavorable
de las Uitimas reformas educativas y el mismo gobierno en todos
sus niveles y muchos docentes, no hemos profundizado lo
suficiente en la comprension y entendimiento de |os procesos
cognitivos, comunicativos, valorativos y actitudinales, biol6gicos

1 ineamientos Curriculares de Materdticas. MEN. Pag.18, julio de 1998.
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y fisicos, de expresion y experiencia estética y que ademas deben
articular como un todo los procesos de ensefanza aprendizaje a
través de indicadores de logro, logros y competencias.

En estos indicadores de logro y logros aparecen de manera
implicita el desarrollo de competencias de acuerdo a contextos
escolares y locales determinados. Lo que no alcanzadbamos
algunos a pensar mediante el enfoque de objetivos, aunque otros
seguramente en el pasado lo realizaban de manera implicita.
Analicemos el siguiente ejemplo®:

Supongamos que el objetivo de un docente, fuese el siguiente
en la clase de sexto grado de educacion basica: Resolver
ecuaciones de primer grado con una incégnita. Esto nos llevaba
a determinar mediante la ocbservacion que quien resuelva dichas
ecuaciones sabe y en el caso contrario no sabe. Se trata pues
de una simple clasificacioén de los seres humanos, pero no se
indaga acerca del porque el estudiante posee dificultades en la
interpretacion y solucién de dichas ecuaciones, que nivel de
aproximacion posee respecto al dominio pleno de ésta tematica
o lo que en el contexto del curriculo cubano se denomina
genéricamente el aseguramiento del nivel de partida.

Llegamos pues al hecho de que no nos hemos detenido a pensar
cuales son las estructuras matematicas que debe poseer el
estudiante (Preconceptos) para que su aprendizaje sea mas
satisfactorio, en qué etapa del desarrollo evolutivo se encuentra,
cudles dificultades posee en torno a sus procesos de desarrollo,
qué competencias poseen y cudles estan en desarrollo. Lo anterior
porgue la educacion tradicional enmarca dentro de un modelo o
teoria de aprendizaje claramente definido, mas no integral como
se pretende en |a reforma educativa actual colombiana.

% Libro Inédito: Visidn Histdrica de ta Evaluacion integral y Competencias Basicas. Jorge Cardeiio
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No hemos indagado respecto a nuestros estudiantes en éste tema
en particular y en relacidén con los procesos si desde el :

1.

140

Proceso cognitivo:

Maneja adecuadamente el concepto de propiedad uniforme
de laigualdad para las operaciones fundamentales: suma,
resta, multiplicacion y division.

Conoce la definicidon de ecuacion.

Selecciona habilmente las propiedades de la igualdad necesarias
para resolver una ecuacion de primer grado con una incognita.

. Proceso comunicativo:

Describe verbalmente y por escrito el proceso de construccion
y deconstruccion (solucion de la ecuacion), de una ecuacién
de primer grado con una incégnita.

. Proceso valorativo y actitudinal:

‘Establece relaciones de solidaridad y equilibrio entre iguales.

Busca soluciones acertadas y concertadas a los problemas
de su vida cotidiana.

Muestra en el aula de clase y en general, una actitud de respeto
y atencién permanente.

Refleja en sus acciones, la capacidad de solidaridad y equilibrio
en la toma de decisiones.




4. Proceso biolégico y fisico:

+ Sudesarrollo mental corresponde al nivel de dificultad que
presenta la solucion de ecuamones de prlmer grado con una
incégnita.

+ Representa mediante ecuaciones realidades del mundo
concreto. Como por ejemplo: el desplazamiento rectilineo
uniforme, acelerado y retardado uniforme, la temperaturay otros.

. 'Representa graficamente coordenadas rectangulares,
mediante la localizacién de parejas ordenadas en el plano -
cartesiano

5. Proceso de expresion y experiencia estética:

» Propone situaciones de la vida real que se ajustan a la solucién
de ecuaciones de primer grado.con una incognita.

+ Participa en forma activa durante el desarrollo de las actividades
propuestas en clase. -

En el anterior andlisis cada una de estas manifestaciones,
indicios, progresos o evidencias detectables en nuestros alumnos
se constituye en Indicadores de Logro I.D.L., ya que con base en
cada uno de estos procesos del desarrollo integral se da una
aproximacion real al proceso de valoracion y construccion del
conocimiento por parte del educando, detectando proximidades
y manifestaciones que evidencian la adquw,l(:lon del logro o logros
propuestos. :

En estas acciones en contexto se develan competencias como:
el andlisis matematico de ecuaciones de primer grado en este
caso particular, el dominio de algunas propiedades matematicas
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con relacion al concepto de igualdad (Ley Uniforme para el caso
de las operaciones basicas, transposicion de términos que
conduce a la simplificacion del proceso y propiedades de las
operaciones basicas), ademas de competencias referidas a lo
biofisico, como es el caso de la representacuon geometnca de
puntos en el plano, o

Asi, se podré dar paso-a la generalizacion en la anterior
ejemplificacién llegando a concluir que la forma general de
una ecuacion de primer grado con una incognita es: ax+b=0,
con a % 0, de donde se que: : :

ax=-b {restando b en ambos miembros)

b, . ., .
De donde x = —— (dividiendo por a ambos miembros), que es la
e .
solucion Unica que posee esta ecuacion.

Luego se puede pasar a la ejercitacion, aplicando el proceso de
solucién general de la ecuacion de primer grado.

EJEMPLO 1

Resolver 3x-9=0

EJEMPLO 2

Resolver 2x +3-(x+4-2x)=5-(x+2}
EJEMPLO 3

Resolver 2x—1+3x+1_3x—121

3 4 6

A partir de este momento, no resultara desconocido la
presentacion de ecuaciones fraccionarias y la traduccion del
lenguaje escrito al simbdlico, como el caso del enunciado: ¢Qué
numero aumentado en tres, dividido por el mismo numero
disminuido en uno, equivale a siete tercios?
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Parece entonces existir una relacion entre ecuaciones lineales y
funciones lineales a nivel geomeétrico, lo ¢ual nos conduce a
preguntas que serian motivo de investigacion. Por gjemplo; ¢ Qué
relacion existe entre una ecuacion.lineal y una funcién lineal?
¢, Como fograr una mayor-comprension por - parte de nuestros.
estudiantes de |los conceptos:de ecuacion y funcién? TN

Pensar por un momento en el paso'de ecuacion lineal a funcion
lineal resulta interesante, pero se requiere de pensamiento formal.

Supo_nga la siguiente igualdad:

3x-b = 2x-3, la cual se satisface para x =2
Por lo tanto:

1=3x-5 1 = 2x-3, podemos obtener otros resultados
igualando a cualquier nimero real.

2 = 3x-5 2 =2x%x-3
3 =3x5 3 =2x-3

y = 3x-5 y = 2x-3

De esta manera, podemos pensar que 3x-5 = 2x-3 representa la
interseccion de las rectas y = 3x-5 Ay = 2x-3, cuyas coordenadas
del punto de interseccidn son x=2, y=1. Asi hemos arribado aun
termino basico de la geometria, el punto, que carece de dimension
{idea intuitiva) y el conjunto continuo de puntos en una sola
direccion nos definen una recta y una recta a su vez en el plano
cartesiano representa una funcion lineal.
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Resulta positivo que este proceso conduce a nuestros
estudiantes, en grados posteriores a una mejor comprension de
los conceptos matematicos de relacion, funcién, ecuacion €
inecuacion y el redescubrimiento del porqué en el caso particuial
de las funciones lineales se les asigna este nombre, lo cua
conllevara a la representacion geométrica en el plano cartesianc
gue para el caso en mencién es una funcién lineal, si exister
supongamos b y m, nimeros reales, tales gue para cada valo
de x en el dominio de f, se cumple que: f(x)=mx+b.

EJEMPLO : . _
Sea la funcion g definida co}r{no g{x)=2x-3. Hallemos su gréfica.

4:-:0:-:0
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Si en el caso anterior, la m toma el valor de cero, o sea si la
funcion lineal tiene pendiente igual a cero, se esta frente al caso
de f(x)=b (funcion constante)

TA

5
4

(o]

I S R T HA M S P

v

Para no ser tan exhaustivos se liegaria mas adelante a la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos o tres
incégnitas, como niveles superiores de la comprension de
funciones lineales y posteriormente a |a solucidn de sistemas de
inecuaciones lineales y a la representacion geométrica de ambos
conceptos mateméaticos, que para el Ultimo caso se corresponde
con un semiplano abierto, cerrado o la interseccion de semiplanos
(conjunto convexo poligonal). Este dltimo como concepto previo
de programacion lineal y sus problemas de aplicacién.
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Un ejemplo cualquiera seria la representacion grafica de el
conjunto de todos los puntos del plano cartesiano que satisfacen
un sistema de inecuaciones dado:

3x+y-4z0
x—-2y+1<0
2x+3y-19<0

3
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G
X
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\

3
\
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Se ha tratado dg mostrar la complejidad en los procesos de
ensefianza-aprendizaje de {a educacién matematica y la
importancia de vincular la aritmética con la geometria, dado que
de esta manera se posibilita una comprensién inicial e intuitiva
de los conceptos mateméticos, facilitando el acceder a la
abstraccion, es decir, la formalizacién de esta importante ciencia
cuasiempirica.
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Tal vez se puede concluir, que la ensefianza de expresiones como:
3.[_J-9=0

7.[_J18=3s,

en la escuela basica primaria no sea un asunto tan simple como

tradicionalmente se cree, dado sus futuros.y complejos
desarrollos.

Ahora miremos, los procesos necesarios en el proceso de
enseNanza aprendizaje, de las Mateméticas y las ciencias en
general, desde una perspectiva integral, los cuales se materializan
en la escuela y permiten el paulatino desarrollo de competencias
permanentes y variables en el transcurrir de la vida de los
estudiantes:
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INDICADORES DE LOGRO - LOGRO - PROCESO - COMPETENCIAS

4.3. GEOMETRIA BASICA

Frente a este enfoque metodoldgico, de considerar la asignatura
de geometria como eje central del curriculo de Matematicas de
la educacidon basica mediante una mirada sistémica y procesal,
es importante mostrar la importancia del desarrollo de un
pensamiento intuitivo en los primeros afos de escolaridad y pasar
al plano de la ejemplificacion para argumentar |la coherencia y
rigurosidad cientifica y posible de esta idea.
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La creatividad y la experiencia practica ha conllevado
histéricamente a los grandes descubrimientos en la ciencia
Matematica.

Se sefala como el surgimiento de los conceptos geométricos
basicos y sus registros en el ambito histdrico existentes y mas
antiguos de la actividad del hombre en el campo de la Geometria,
son unas tablas inscritas de arcilla cocida enterradas en
Mesopotamia y que se cree a la fecha, en parte al menos, que
proceden de los tiempos sumerios aproximadamente 3000 a. c.
También existen tablas cuneiformes babilonicas que vienen de
periodos posteriores, tales como la primera dinastia babildnica
de la era del rey de Hammurabi, el Imperio Nuevo Babildnico de
Nabuconodosor, y las eras siguientes persas y seletcidas. De
estas tablas vemos que la geometria antigua babilonica esta
intimamente relacionada con la medicién préactica.

Con respecto a la Geometria egipcia antigua aparecen los papiros
de Mosc(i y Rhind, textos mateméticos conteniendo 25 y 85
problemas (1850 a. De C. Y 1650 a. De C.). Un notable ejemplo
numérico es la férmula correcta para el volumen de un tronco de
una piramide cuadrada, siendo h la altura, ay b las longitudes de
los lados de las dos bases cuadradas y como su descubrimiento
debe considerarse como un ejemplo extraordinario de induccion
o como lo denomina Eric Temple Bell reconocido historiador
matematico "la gran piramide egipcia”.

(a* HEE b7
3

o= h-

Con estos breves ejemplos, se quiere sefialar la fortaleza del
razonamiento empirico y como este puede describirse como la
formulacion de las conclusiones que se basan en |a experiencia y
en la observacion; no esta contenido ningln entendimiento real, y
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el elemento l6gico no aparece. El razonamiento empirico requiere
de experimentacion constante y una buena dosis de intuicidn.

Esta intuicion en el campo de la geometria, es posible si logramos
establecer una vinculacion directa entre ésta, la aritmética y la
experimentacion directa con las formas y figuras, trabajo en el
cual se concentra el interés del Ceniro de Investigaciones,
buscando fortalecer la ensefianza de ésta asignatura en los
establecimientos educativos de nuestro departamento y ayudando
a elaborar una propuesta metodoldgica y didactica que permita
este desarrollo.

El interés principal sera el trabajar con maestros y maestras del
nivel basico de la educacion, construyendo y acompafiando
propuestas en este sentido.

4.4. EJEMPLIFICACION
PROBLEMA 1.

Demuestre que. el area del sector circular, es igual al semiproducto -
de la longitud del radio y la longitud del arco que subtiende e}
angulo central. '

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE
1. Analisis de las palabras claves del enunciado conocidas y

desconocidas, para el Ultimo caso se darian a la tarea de
consuitar las definiciones.

Area Circulo Sector Circular
Semiproducto Longitud Radio
Angulo Central Arco
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De igual manera, recordar las definiciones de circunferencia, radio
y didmetro como elementos principales de ésta.

Arco: Es una porcién cualquiera de circunferencia limitada por
dos puntos.

Cuerda: Es el segmento que une dos puntos cualesquiera de
una circunferencia.
Diametro: Es toda cuerda que pasa por el centro.

Circulo: Porcién del plano delimitada por la circunferencia. El
circulo es el conjunto de todos los puntos interiores de la
circunferencia.

2. Después de este paso previo, proceder a interpretar la
definicion planteada en el enunciado del problema, para luego
dibujar {a gréfica correspondiente al enunciado y compararla con
la obtenida por otros comparieros.

x= Area del sector circular

3. Anélisis de la gréfica, estableciendo |a relacion entre el area
del circulo y la magnitud del angulo de una vuelta, con el area
del sector circular y el angulo central formado.

4. Se pueden proporcionar impulsos a los estudiantes, en
caso de no recordar algunas de éstas expresiones matematicas.
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¢, Cual es el area del circulo ?
¢ A cuantos grados equivale una vuelta completa ?

5. Con las dos relaciones establecidas se calcula el area del
sector circular por parte de los alumnos.

6. Se recuerda la formula para calcular la longitud de la
circunferencia, a manera de impulso.

Mediante actividad practica se puede construir varias
circunferencias en carton paja, luego recortarla, trazarle su
diametro y con ayuda de un metro de costura (plastico) medir
la longitud de la circunferencia Lc y la longitud del diametro D.
Finalmente establecer una relacién entre éstas dos. ; Cuantas
veces cabe el diametro en la longitud de la circunferencia?.
&A qué es igual la longitud de la circunferencia?

Ec—: 3,1415...

D
LG .

D =q, entonces: L, =D.x

Como D = 2r, sustituyendo se obtiene:

7. Se recuerda la conversion de grados sexagesimales a
radianes, en caso de que se halla olvidado.

ZONA PROXIMA DE APRENDIZAJE
8. ¢ Podemos establecer una relacion andloga entre la longitud de

la circunferenciay la longitud-de un arco determinado, expresado
en términos de la longitud del radio y el angulo en grados?
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x = 4rea del sector circular
we1? i 360°
X —p 0°
X+360°=mrieQ°
Tr2e Qe ]
X= "
360° M
Como la longitud de |la circunferenciaes: L_=2 =,

La longitud de un arco esta dado por: s'=0° -1, de donde:

S
—= =0° ycomo 360°=2mn, sustituyendoen (1) se obtiene:
;

S0

X = —

27 | | 2_1“‘ 2

9. En laférmula encontrada inicialmente para el area del sector
circular se sustituye el angulo central en funcion de la longitud
del arco y la longitud del radio y el denominador por su
equivalencia en radianes y finalmente se simplifica.

10. EJERCICIOS

a. Calcular el area de un sector circular en una circunferencia
cuyo radio mide 2 cm y el arco subtendido por ei angulo central
tiene una longitud de 9 cm.

b. ¢El érea encontrada, es la misma u’diizando las dos formulas
obtenidas?

c. Sir=6 cmy el area del sector circular x 36 om?, entonces
,Cudl es la longitud del arco s?
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11. TAREA

a. Comprobar si el area de un sector circular se puede calcular
también mediante la relacién matematica:

2
hy

xSC‘ =
T 26
PROBLEMA 2.

TRATAMIENTO DE EJERCICIOS DE APLICACION Y DE
EJERCICIOS CON TEXTOS.

Tomado de: Sergio Ballester Pedroso, Bernardino Aimeida, Aida
Alvarez y otros. Metodologia de la Ensefianza de la Matemética,
1999,
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FASES FUNDAMENTALES
DEL TRABAJO CON
PROBLEMAS

FASES PARCIALES DEL

TRABAJO CON PROBLEMAS

1. Orientacion hacia el problema

Busqueda del problema o
motivacion.

Planteamiento del gjercicio
Comprension del ejercicio.

2. Trabajo en el problema.

Precision

Analisis.

Busqueda de la idea de
solucion.

3. Solucién del problema.

Realizacion del plan de
solucion.

Representacion del plan de
solucion.

4. Fase de evaluacion de la
solucion de la via.

Comprobacion de la
solucién.

Determinacion del nimero de
soluciones.

Estimacion y comprobacion
de los resuitados obtenidos.
Consideraciones
retrospectivas.
Consideraciones
perspectivas.

Analicemos a continuacion el siguiente problema, mediante el
empleo de estrategias heuristicas, para el caso de la Fisica
Matematica y su relacion con la Geometria.
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IMPULSOS
(ACTIVIDAD DEL PROFESOR)

1. ORIENTACION HACIA EL
PROBLEMA.,

La familia Galindo deciden realizar un
viaje en su automovil particular, el cual
consume cuatro galones de gasolina
corriente cada 200 Km.

Este automdvil se dirige de Medeliin a
Puerto Araujo con un movimiento
variado, durante las dos primeras horas
viaja con una velocidad de 40 km/hy en
las siguientes 2 horas de recorrido viaja
con un movimiento uniformemente
acelerado hasta alcanzar una velocidad
de 80 Km/h, a partir de éste instante
durante la Gltima hora de recorrido vigja
con un movimiento uniformemente
retardado hasta detenerse.

Se pregunta:

¢, Cuantos kilémetros en total recorrié
el automovil ?

¢, Cuanto combustible consumié el
automovil?

Comprensién del ejercicio

¢ De que se trata el problema?

ACTIVIDADES DEL
ALUMNO

Formula el texto del
problema con sus propias
palabras, interpreta
palabras claves como:
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2. TRABAJO EN EL PROBLEMA

¢, A qué rama de las matematicas o
ciencias en general pertenece el
problema planteado ?

¢, Qué es conveniente hacer para
iniciar la solucion de éste problema?

¢, Seranecesario separar lo conocido
de lo desconocido ?

¢ Seréa necesario trazar una grafica
analitica que contenga la informacion
dada ?

consumo, combustible,
distancia, movimiento
acelerado, uniforme,
retardado y otros.

Pertenece a la Fisica

Lo dado:

Consumo de combustible:
$ por cada 200 Km

Movimiento Uniforme:
t=2h y Vc=40 Km/h
Movimiento Uniforme
Acelerado:t=2h

Vi= 40 Km/h y

Vf= 80 Km/h
Movimiento Uniforme
Retardado:t=1h

Vi= 80 Km/h vy

Vf= 0 Km/h

Lo buscado:

- Espacio

total recorrido: 8
Consumo total de
combustible.
Alumno construye la
gréafica;
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Se trata de buscar el espacio total
recorrido y el costo total del
combustible utilizado.

¢, Has resueito alguna vez un
problema similar a éste ?

3. SOLUCION DEL PROBLEMA

¢, Qué via conocemos para resolver
un problema de éste tipo?

¢ Qué féormulas matematicas nos
permiten calcular de acuerdo a la
grafica los espacios recorridos por
el automovil?

Busca problemas
analogos por su contenido
o forma, estos podran
encontrar problemas
resueltos en libros de
Fisica o Matematicas.

El alumno reflexiona sobre
la gréfica y las posibles
relaciones entre los datos.

Area del rectingulo -
A =bh
Area del trapecio

Ai — (bl +b2)_h
2
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¢ Estan dadas todas las
condiciones para resolver el
problema ?

¢, Qué es necesario calcular ?
¢, Qué operaciones tendriamos
que realizar ?

Tenemos todas las condiciones
para calcular el costo del
combustible consumido por el
automovil, durante el recorrido.

Ay =—— = 40Km
2

Area del tricgngulo
b.h
A=y

Si, estan dadas todas las
condiciones.

Lasumade las areasy el
costo del combustible.

A = 2h.40% =80 Km

(40%+80%ﬂi)
A4 = 2h

, =
[IQO%:’—I].‘?]?
4 = —'—‘5— =120Knt

i

1h.80—{@E

S,

total —

80Km+120Km+

40Km=240K

Si, porque se tiene el
espacio total recorrido y
el costo del combustible
por cada 200 Km. Precio
de un galén de gasolina
corriente: $3141,18
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4. FASE DE EVALUACION DE LA
SOLUCION DE LA VIA.

&, Es compatible el resultado

obtenido con el texto del problema?

¢, Es Unica la solucion ?

¢, Como procedimos para {a solucién
del problema ?

¢, Puedes resolver éste problema
por otra via?

200 Km $12564,72

240 Km X
S
_ 240km $12564,72
200 K7z

X =$ 150.077,66

Comprueba si existe
alguna contradiccién con
lasrelaciones que se dan.

Si, cada figura que
representa un movimiento
tiene una sola medida de
su area.

1. Representar
graficamente los datos.

2. Calcularlas reas que
representan el espacio
recorrido durante cada
movimiento.

3. Sumarlas.

4. Calcular costo de
combustible.

Simediante las formulas
de movimiento, que se

emplean en la Fisica;
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S=vt
§= (V,. +Vf)‘t
S = (Vf - Vf)"
Si, valorando esta
LEs aplicable ésta via a la solucion |posibilidad ante
de otros problemas? situaciones similares.

4.5. LAS MATEMATICAS EN EL NUEVO ICFES

Un aprendizaje adecuado de los anteriores conceptos
matematicos y geométricos desarrollados de manera didactica
con nuestros estudiantes, como se mostré en los dos ejemplos
anteriores, puede favorecer mejores resultados en el nuevo
enfoque de evaluacion que plantea el ICFES, fundamentado en
las competencias.

La hueva Prueba de Estado ICFES, sefiala cuatro ejes teméaticos:
Conteo, Medicién, Variacion y Aleatoriedad. El caso de interés
en el presente frabajo es la Medicion y sus ejes conceptuales
como la medida, métrica y espacio, relaciones de equivalencia y
proporcionalidad en medidas asociadas a formas geométricas,
sus movimientos, propiedades y operaciones.

Esto Gltimo es el caso particular de interés en el presente
documento, por lo tanto analicemos algunos ejemplos:

4.5.1. La siguiente figura ilustra las dimensiones de un solido
rectangular que sera fabricado en cartulina:
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H z ‘E
| | 7
P x —
Si x=6 cm, y= 8 cm y z= 10 cm, es posible construir la caja

teniendo en cuenta que se desperdlma materlal al cortar, con
un pedazo cuadrado de cartuhna de SRR

A 12 cm de Iado
B. 14 cm de lado
C. 16 cm de lado
D. 20 cm de lado -

4.5.2. A partir de la siguiente figura, se puede calcuiar el
perimetro del triangulo mscrlto en la semicircunferencia,
si se sabe que: ‘

A. El perimetro del triangulo OAC

B. Elradio de la circunferencia

C. La media del segmento BC

D.

El perimetro de la circunferencia o -
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4.5.3. Observe con atencion los siguientes rectangulos:
Dichos rectangulos son proporcionales porque:

2 A
B 4
4
: 8
A Besel doble de 4. :
B. Los angulos correspondientes formados por Ias

diagonales son congruentes respectlvamente
C. 2:4=48

D. El area de B es 4 veces el drea de A

4.5.4. Con el fin de analizar el movimiento de una particula
se muestra la grafica correspondlente la ecuacion de
ia func;on es: :

y=x+4
y+x+4=0
2y +2x-8=0 =
y=-x+4 \ A

cow>
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4.5.5. Lagrafica muestra larelacién entre la cantidad de calor Q
suministrada a una sustancia Y a la temperatura T de la
misma, durante un proceso termodinamico. De la siguiente
grafica se puede inducir que:

o

i
i L
I i
I
i
i
1
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1
1
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i
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]
I
i
I S,

o
>
k>

O

\ 4

;

. A. Existe un intervalo de valores de Q en el cual la

temperatura se mantiene constante, ‘

B. Durante todo el proceso |la temperatura aumenta
constantemente.

C. Existe intervalos en los cuales la temperatura disminuye
durante el proceso.

D. El trabajo necesario para desarrollar el proceso es
equivalente al area bajo la curva.
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5 METACOGNOCION Y DIDACTICA
LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA
POR PROBLEMAS

Metacognicion es la reflexion sobre el propio aprendizaje y so-
bre el proceso que se realiza al lograr el conocimiento; es re-
flexionar sobre la manera en que accedié a un tema especifico,
cudles fueron los pasos realizados para alcanzar a elaborar un
concepto o sistematizar una red conceptual. El papel del docen-
te consiste en facilitarle a los alumnos esta reflexién, mediante
ejercitaciones previas, los medios para acceder al conocimiento
de la estructura cientifica, y concretar cada etapa con niveles de
complejidad cada vez mayores. '

La ensefianza a través de la resolucién de problemas es actual-
mente el método més invocado para poner en practica el princi-
pio general de aprendizaje activo y de enculturacion. Lo que en
el fondo se persigue con ello es transmitir en lo posible de una
manera sistematica los procesos de pensamiento eficaces en la
resolucion de verdaderos problemas.

Tengo un verdadero problema cuando me encuentro en una
situacion desde la que quiero llegar a otra, y no conozco el
camino que me puede llevar de uno a ofro.

AUTOR

CARLOS E. PINO GUERRA
Licenciado en Mateméaticas U. de M.
Docente de la

Normal Superior de Medellin
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5.1 INTRODUCCION

En la didactica actual esta adquiriendo cada vez mas relevancia la
REFLEXION SOBRE EL PROPIO APRENDIZAJE Y SOBRE EL
PROCESO QUE SE REALIZA AL LOGRAR EL CONOCIMIENTO.
A esta reflexion se le da el nombre de METACOGNICION. Es
importante que el alumno reflexione su propio conocimiento, sobre
la manera en que accedié a un tema especifico, cuales fueron
los pasos realizados para alcanzar a elaborar un concepto,
sistematizar y llegar a una red conceptual.

El papel del docente consiste en facilitarie a los alumnos esta reflexion,
mediante ejercitaciones previas, los medios para acceder al
conocimiento de la estructura cientifica, y concretar cada etapa con
niveles de complejidad cada vez mayores.

Es decir, el docente debe crear las condiciones para que el alumno
reconstruya el saber: esta situacién nos introduce en el tema de
la METACOGNICION vy su utilizacién como medio eficaz para
optimizar el proceso de aprendizaje.

La metacognicion, en términos generales, se refiere a ia
capacidad del individuo de pensar acerca de su propio
pensamiento y sobre su propia actividad cognoscitiva.

5.2 METACOGNICION: SU CONCEPTUALIZACION

Aungue el término es relativamente nuevo, la preocupacion por
la problemética de conocer como el hombre piensa sobre su
propio conocimiento es tratada, por filésofos primero y por -
psicologos después, desde hace tiempo. HANS AEBLI, director
del Departamento de Psicologia Pedagogica de la Universidad de
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Berna, ya en 1982/83 dict6 un seminario que titula
METACOGNICION: ¢vino viejo en odres nuevos?.

Los estudios acerca de la tematica comenzaron en la década del
70. Desde el punto de vista psicolégico, lo inicio JEAN FLAVELL.
Este estudioso de la Psicologia Evolutiva se preocupé por su
propio razonamiento. Enuncid la siguiente definicion:
“METACOGNICION se refiere al conocimiento o conciencia que
uno tiene acerca de sus propios procesos y productos cognitivos”.
FLAVELL, fundamentalmente tratdo de averiguar como se
manifiesta la METACOGNICION a lo largo de la evolucion del
individuo. Distingue entre:

El SABER METACOGNITIVO: concebido como la parte del saber
almacenado que se refiere a la zona de realidad “pensamiento”.

La EXPERIENCIA METACOGNITIVA: se relaciona con la gestion
cognoscitiva y la mayoria de las veces son actividades
cognoscitivas momentaneas.

Otros autores enuncian las siguientes definiciones:

La METACOGNICION se refiere a la comprension del saber, una
comprension que se exterioriza en una aplicacion provechosa o
en una representacion directa del saber correspondiente.

LaMETACOGNICION es nuestro grado de conciencia de nuestras
actividades mentales.

CHADWICK, referenciando dicha conceptualizacién a los
+ alumnos, expresa:

“gs la conciencia de sus procesos y estados cognitivos que puede
tener el alumno”.
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‘es el proceso por el cual los estudiantes reflexionan sobre su
propio conocimiento y sobre como esta cambiando”.

Refiriéndose al hecho de “aprender a estudiar’ los psicologos
HERNANDEZ y GARCIA consideran que ia METACOGNICION:
‘... supone tomar conciencia sobre los propios procesos
intelectivos, permitiendo un mayor autocontrol sobre el propio
aprendizaje”,

Todos coinciden en que METACOGNICION es el autocono-
cimiento de cémo se procede mentalmente para lograr su saber.

De acuerdo con la terminologia de HANS AEBLL, el docente debe
conocer las estrategias que favorecen esa reflexién y ayudan a
la persona a apreciar que su conocimiento, para ser tal, sigue
una secuencia determinada, es estructurado e interrelacionado,
por ejemplo, de AUTO-OBSERVACION y de EVALUACION

5.2.1. El proceso de aprendizaje y la Metacognicion

La METACOGNICION tiene importancia para el proceso de
aprendizaje. El alumno al reflexionar acerca de los pasos
concretados para lograr un aprendizaje, evallia lo positivo y lo
negativo y puede de manera consciente modificar el rumbo de su
aprendizaje. Es un conocer para hacer y mejorar lo que se hace.

La METACOGNICION pasa a ser asi una capacidad practica. E|
que la posee se autoevalla y autocritica permanentemente y de
acuerdo con los resultados puede revelar etapas en las que se
presentan las dificultades.

La organizacién secuencial y coherente de los contenidos
matematicos de tal forma que se expliquen y deduzcan unos de
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otros, es tarea fundamental del docente para que se desarrolie
la capacidad practica de la METACOGNICION.

Para HANS AEBLL “la METACOGNICION es representacion del
conocimiento”.

Segin este autor, comprende tres aspectos que le permiten
distintas formas de metacognicién. Se pueden correlacionar
aspectos y formas de la siguiente manera:

ANTONIJEVIC y CHADWICK plantean que la METACOGNICION
tiene tres funciones, equivalentes a los aspectos fijados por
AEBLE

a) Planificaciéon del Aprendizaje: "el alumno tiene que tomar
conciencia de la tarea que enfrenta... qué informacién tiene ya
aprendida... debe fijar objetivos de corto alcance”.

b) Supervision sobre la marcha: el alumno debe preguntarse a
si mismo acerca de su progreso.

ASPECTOS FORMAS
a) Reconocimiento de deter- | - Autoevaluacion.
minados hechos cognitivos. - Autoinstruccion: la persona se

dice asimisma qué quiere hacer
y elabora un plan.

b) La representacion de estos | - Evaluacion de las acciones
hechos (mediante conceptos). | - La estimacion de la propia
capacidad de rendimiento en
relacion con la dificultad de la
tarea: hay un saber referido
al propio poder 0 no poder.
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ASPECTOS

FORMAS

¢) La operacion con estos
conceptos verbales sustitutos
(porque reemplazan a los
hechos cognitivos originales).

METACOGNICION de alto
poder: lainstruccidén construye
un plan. Pero una instruccion
de nivel superior e dice "no

debo olvidarme de proceder
de acuerdo con el plan”.

c) Evaluacion del éxito: es el analisis consciente del éxito que el
alumno ha tenido, puede comparar varias estrategias que ha
usado, con el fin de identificar las que fueron mas eficaces.

La reflexion del alumno se inicia en el momento en que encara
una tarea, donde como primera accion, piensa si la comprende.
Pues es comun encontrar alumnos que ni siquiera entienden qué
tienen que hacer. Es decir no comprende la esencia del trabajo.
Esta etapa se corresponde con la denominada por AEBLI:
“reconocimiento de determinados hechos cognitivos”.

Luego, es el mismo alumno quien fija las pautas de trabajo
(AUTOINSTRUCCION) y las autoevallia una a una. Finalizada la
tarea realiza un repaso mental de los procedimientos utilizados,
reconociendo los mas eficaces para lograr el conocimiento buscado.

Como vemos, distintos autores coinciden en que de esta manera,
el alumno adquiere conciencia de cuanto aprendié y como.

“Aunque los maestros quizds crean que ensefian a pensar al
ensefar que piensa ofra persona, lo que hacen, es ensefiar e}
producto del pensamiento de otra. Al confundir asi el producto
con el proceso, se los induce a error”.

175




Considero que el proceso de aprendizaje y la capacidad de
metacognicion para el caso del trabajo matematico siguen esta

secuencia:
PROCESO APRENDIZAJE GUIA DE PREGUNTAS
OBSERVAR Formulacidn del [ Qué es?, ¢para qué sirve?,
problema. icomo funciona?. ¢(Qué
conozco sobre el tema? ¢ Quée
Busqueda de la  [técnica debo utilizar para
informacion. abarcarlo?.
DESCRIBIR Procesamiento |;Como se puede dividir?.
ANALIZAR Analisis de la  [|¢Cuantas partes y categorias
situacion. existen?.
¢LEn qué se diferencian?.
INTERPRETAR Estructuracion de |, Qué razonamientos, qué
la informacion. calculos o construcciones hay
que efectuar?
GENERALIZAR Elaboracion de ¢ L.as soluciones elegidas son
soluciones, las adecuadas?.
VALORAR Valoracién de la |4 Qué importancia tiene?.
importancia de
las mismas
APLICAR Aplicacion de la  {¢,Qué utilidad tiene?.
o las estrategias |¢,Qué errores presenta?.
escogidas. ¢,Qué puede hacerse?.
¢,Qué estrategias pueden dar
buen resultado?.
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METACOGNICION

GUIA DE PREGUNTAS

+ ldentificacion de los objetos.

¢Cudl es?, ¢qué tipo de problema es?,
sde qué indole es?.

¢, Qué informacién busqué?.

¢, Qué técnica utilicé para seleccionar
la informacion?.

+ Recuperacion de la
informacion.

+ Reconocimienio de cada
hecho interviniente,

¢ Se adectian a la resolucion que tomé?.
¢ Qué hechos reconoci?.

La comparacién o clasificacién ¢es la
adecuada?.

» Arado de lared de relaciones.

Los razonamientos, los calculos ¢son
los correctos?.

La relacion de estos datos... con...
¢ esta bien?,

¢, Todos los elementos configuran ta red?.

+ Seleccion de alternativas.

La solucién ¢ es la correcta?.
¢ No existe otra posibilidad?.

« Evaluacion del nivel de
adecuacion a la realidad.

¢Se ajusta a lo requerido?.

¢ Qué es lo mas significativo?.
¢ Qué es necesario subsanar?.

+ ldentificacién de la
estrategia adecuada a
la nueva situacion,

La altemativa propuesta, ¢ es posible de
aplicar a la nueva situacion?

El procedimiento seguido para aplicarla
4es el adecuado?.

+ AUTOCHEQUEO

¢ Qué aprendizaje no domino?.
¢ Qué técnica requerida no domino?.
¢ Que pasos no resolvi bien?.




L as etapas, como puede apreciarse, responden a cada proceso
de la ciencia matematica. Se enuncia una guia de preguntas,
que son las que mentalmente se formula el alumno para arribar a
la solucion del problema. Paralelamente se hizo el posible listado
de preguntas que puede realizarse cada uno cuando piensa
acerca de |los pasos seguidos para obtener la solucién requerida.

Las autopreguntas que se formulan los alumnos les permiten
reflexionar criticamente acerca de su propio pensamiento. Al
respecto dice MONEREO:

“El método de autointerrogacién metacognitiva tiene un objetivo:
conseguir que el alumno conozca las modalidades de
procesamiento y decision cognitiva que emplea con el fin de
objetivarlas; para ello establece un sistema de autorregulacion
del proceso de pensamiento, a través de interrogantes que el
sujeto debe hacerse a si mismo antes, durante y después de la
ejecucion de la tarea”.

La autointerrogacion metacognitiva, con algunas variables, ha
resultado ser un método eficaz para mejorar el autoconocimiento
de los propios mecanismos de aprendizaje y comprension.

De acuerdo con el esquema planteado, el alumno realiza una
serie de pasos para resolver un problema, o bien lograr un
conocimiento. Alcanzado el objetivo “lo valora” o formula un juicio
critico acerca de la alternativa elegida y a partir de ahi la puede
aplicar en otro contexto semejante. Pero lo que queremos
remarcar es el proceso metacognitivo que posteriormente realiza,
que se constituye en un autocontrol de su pensamiento. Parte
de las autopreguntas fundamentales: ¢qué pasos no resolvi
bien?, ;qué técnica no manejo?, ¢, qué aprendizaje no domino?,
para llegar, repasando todas las etapas cognitivas, por el camino
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inverso, hasta la identificacién del problema u objeto de
conocimiento.

El proceso de aprendizaje es el siguiente: el alumno parte de un
problema o de un tema, concretando las etapas del método
cientifico y ilega a formular la solucién - conceptualizacion. Esta
capacitado para aplicar el nuevo conocimiento en cualquier otra
circunstancia contextual semejante. Pero su aprendizaje lo
concreté cuando mentalmente repasé los pasos transitados, a
partir de sopesar la validez de las alternativas, los métodos vy las
técnicas utilizadas, para llegar por este camino a la identificacion
del tema. La representacion grafica de este proceso de
aprendizaje y metacognicion es:

OBJETO DE CONOCIMIENTO G—————  APRENDIIAJE

OGNICIO
CONCRECION DE PROCESOS METACOGNICION

CIENTIFICOS

LOGRO DEL CONOCIMIENTO

Ante esto surge inevitablemente la pregunta: ;hay estrategias
que permitan el aprendizaje metacognitivo?. Es una inquietud
de muchos cientificos en los Ultimos afios. La preccupacién es
INDAGAR en esta tematica.

5.2.2 Las Estrategias Metacognitivas

¢,Como aprender a aprender?. Evidentemente la toma de
conciencia del mecanismo que condujo a la adquisicién de un
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conocimiento, a la solucién de un problema, es el proceso
generativo mas rentable. Es la verificacidn mental de las etapas
realizadas, de |a sistematizacién de la informacidén y de |a validez
de cada una de las técnicas empleadas. Es la reconstruccion
del saber por parte del alumno mediante las etapas del método
cientifico. El objetivo es el aprendizaje, mas que de contenidos,
de la estructura y funcionalidad de la ciencia. Aprende asi un
mecanismo, que le permitira actuar en ofras oportunidades en
que tenga necesidad de acceder a un determinado conocimiento
matematico.

Por lo tanto, el alumno aprende la forma de proyectar una accion
para llegar a una meta. Pero tiene que conocer como recotre €l
camino hacia la meta. El proceso mental de cada tramo de ese
recorrido, con sus escollos, asi como también el reconocimiento de
la herramienta que le facilitd el acceso, le da la posibilidad de
vivenciar nuevamente “el camino recorrido”, juzgar y valorar cada
uno de los pasos realizados.

Para optimizar el proceso de metacognicién algunos de los aspectos
a tener en cuenta son:

1. El profesor no sera un distribuidor de conocimientos, sino que:

- Encuadraré los contenidos matematicos en una teoria cientifica
determinada, la cual estara respaldada por el marco filosofico,
psicolégico y epistemoldgico. Ese telon epistemoldgico debe
constituir la estructuracién de su clase. Con ello no gueremos
que el alumno aprenda la epistemologia de la disciplina, sino
gue el trabajo que realice debe estar pautado por el profesor
coherentemente, de acuerdo con ese contexto cientifico.

- Su actitud sera de respeto a las diferencias individuales de los
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alumnos, quienes son el centro del proceso ensefianza —
aprendizaje.

- Utilizara técnicas para facilitar el redescubrimiento del
conocimiento por parte de los alumnos.

- Acostumbrara a los alumnos a analizar cada tema y a
cuestionar distintos planteos.

- Introducira actividades de reflexién sobre los procesos de
aprendizaje implicados en tareas de la vida diaria.

- Creara situaciones problematicas y promovera fas que parten
de los alumnos.

- Agilizara, mediante reiteradas ejercitaciones, el repaso mental
de cada uno de los pasos que tuvo que realizar el alumno para
lograr el conocimiento y favorecera la comparacion de
procedimientos usados para identificar el mas eficaz.

- Estimulara la expresion del alumno, oral o escrita, del “pensamiento
acerca de su pensamiento”, para sefialar errores y omisiones.
Mediante preguntas le haré “pensar envoz alta’ sobre lo que realiza”.

Para hacer mas consciente alin el proceso mental es importante
que el alumno lo desarrolle por escrito.

- Facilitara la seleccion de las estrategias de aprendizaje que
los propios alumnos identifiquen como eficaces a través de las
préacticas en la clase.

- Ofreceréa la oportunidad de reflexionar y debatir sobre las
tacticas de aprendizaje y los procesos mentales del aprendizaje
de sus companeros.
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- Apoyara la implantacion de nuevas estrategias metacognitivas
a lo largo de todas |as clases.

2. Eltiempo: la efectividad de estas estrategias sera mayor en la
medida en que su aplicacién comience desde los primeros afos
de escolaridad y se opere en distintas asignaturas. La aplicacion
aislada en un curso o en una disciplina tiene menor consistencia.

3. Difusion de la informacion: los alumnos deben conocer los
objetivos, la utilidad y los beneficios que brindan las estrategias
planteadas para lograr el aprendizaje y la metacognicion.

4. Reconocimiento de toda la comunidad educativa: muchas
veces un trabajo como el planteado se destruye porque existen
agentes educativos que, hacen desvalorizaciones o adoptan
actitudes desfavorables, ante los alumnos.

Ensefiar a pensar acerca de su pensamiento “no puede ser un
agregado, como un tema mas, para enriguecer un programa’.
De esa manera, se crearia una dicotomia entre el método para
aprender y la actividad intelectual acerca de ese aprendizaje. La
adquisicion, por una via, del método para acceder a los
conocimientos, y por otra, del trabajo mental de recomposicion,
no asegura frutos redituables.

El alumno debe adquirir una vision de conjunto acerca de los
contenidos adquiridos y de la eficacia de las medidas tomadas
en cuanto a la consecucion del logro final repensando la
estructura de su actuacion. Para ello debe entender lo que hizo,
saber con qué finalidad realiz6 las distintas etapas de una accién
y por qué resultaron adecuadas o no. La reconstruccion de un
conocimiento siguiendo los pasos por mera rutina constituye un
saber inculcado, como o es repetir de memoria un contenido.
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En cambio, cuando el alumno logra armar mentalmente la
estructura del proceso realizado para aprender determinados
contenidos, el conocimiento adquirido significa algo mas que el
recuerdo de una secuencia de actividades y de la suma de datos
informaticos. Al respecto, refiriéndose a la metacognicién dice
MONEREOQO:

Puede contribuir no solo a desarrollar la autonomia de aprendizaje
de nuestros estudios, sino también a dotarles de sistemas de
autoandlisis, autorregulacion y autooptimizacion de sus propias
estrategias de enfrentamiento a tareas de ensefianza —
aprendizaje.

No olvidemos que metacognicion segin AEBLI significa
“representacion del conocimiento”. La representacion supone un
proceso de abstraccion. La capacidad de abstraer varia de
acuerdo con la edad, pero también con diferentes niveles. Esto
implica que es necesario proceder con mucha cautela. La
capacidad de representacion, por ejemplo, no es la misma en
todos los alumnos de 13 afios. Si la metacognicion requiere un
proceso de absitraccién, solamente los alumnos gue hayan
alcanzado niveles de estructuraciéon légica del pensamiento
estaran en condiciones de “pensar sobre su propio pensamiento”.

Se plantea esta cuestion: ¢ejercitar la metacognicion puede
beneficiar el proceso de aprendizaje en todos los niveles del
sistema educativo?.

5.3 La ensefianza de las matematicas por problemas
El objetivo basico del modelo didactico propuesto es facilitar al

alumno situaciones que posibiliten la reconstruccién del saber.
Esto le permite pensar acerca de los pasos seguidos para
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hacerlo y le brinda elementos para valorar, juzgar y responder
correctamente ante situaciones semejantes que se le presenten.

Se contribuye a la formacién de una persona que selecciona,
relaciona, compara, organiza, planifica, dotada de una actividad
mental constructiva, que no permanece pasiva ante el objeto
de aprendizaje. La RESOLUCION DE PROBLEMAS es una
ejercitacion de aplicacion que facilita lo antedicho. El alumno
al pensar en una accién para solucionar el planteo presentado,
esta planificando la forma de alcanzar una meta. Ello significa
encontrar un camino para lograr el objetivo. Al recorrerlo habré
obstaculos y elementos facilitadores. Los primeros son las
dificuitades, que contribuyen también a fa adquisicién de la
capacidad selectiva de utilizar el procedimiento para llegar antes
y mejor a la solucion.

Al respecto dice AEBLI:

“Es de desear que los alumnos tengan constante ocasién de
abordar problemas y resolverlos por su propia cuenta las tareas
mas importantes de esta indole son las de aplicacion.
Proporcionan a los alumnos |la oportunidad de aplicar en nuevas
situaciones y objetos, conceptos, operaciones y también
procedimientos generales ya conocidos”

Completan esta idea RATHS y WASERMANN de la siguiente

manera:

“La solucion del problema suele equipararse a la investigacion.

Esto podria incluir actividades tales como el planteo de problemas,
la interpretacion y evaluacion de datos. Un problema implica que

hay alternativas presentes. Sin alternativas, no hay problema,

los problemas son siempre preguntas, pero las preguntas no son

siempre problemas”
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Resuelto el problema y en pos de |la adquisicion de la tonia de
conciencia del proceso realizado para lograrlo
(METACOGNICION) es impartante el repaso mental de las etapas
concretadas. Debe ser exteriorizado para permitir la evaluacion
por parte del docente, no ya del producto logrado, sino de la
capacidad del alumno para reconocer las acciones realizadas.

Esta verificacion comienza en clase, cuando se realiza una vision
retrospectiva del trabajo. Lamisma no es una repeticion tradicional,
no apunta a los contenidos, sino que analiza la evolucion del frabajo
realizado, es una reflexion metedolbdgica. Los alumnos puntualizan
los procesos y las tareas mediante os cuales comprendieron el
fendmeno estudiado. Por lo tanto, las actividades de captacion,
liberadas de los contenidos se ponen de manifiesto. Esta
identificacion hace mas sencillo su aplicacion en ofra situacion similar.

Los alumnos construyen nuevos procedimientos de accion, o
nuevos aprendizajes, mas facilmente cuando emplean esquemas
adquiridos anteriormente en otros conceptos.

Este es el momento en el cual el docente se cerciora de que fa
solucion hallada no es producto simplemente de la reproduccion
estereotipada de saberes precedentes, sino resultado de una
verdadera ELABORACION.

La ELABORACION en el campo cognoscitivo fue definida de la
siguiente manera;

El proceso, a través del cual la mente, de modo personal y
subjetivo, se aplica en forma activa y constructiva sobre una
informacidn determinada.

Al hablar de ELABORACION, por lo tanto, presuponemos que el
alumno pensé en varios caminos a tomar para llegar a la solucién
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del problema, en distintas formas de accion, evaiud cada unoy
ajustd los planes de acuerdo con los resultados. El término
ELABORACION lo usamos cuando, a partir de la informacion
que posee, el alumno establece relaciones y construye una idea
diferente a la expuesta en los textos. Sin embargo, en una primera
etapa, nos conformamos con que ejercite algunas interrelaciones
estructurales de un tema matemético. Posteriormente, poco a
pOCo, sera capaz de ta construccion total de una red conceptual
caracterizante de un tema matematico.

En la resolucién de problemas existe toda una gama de niveles
de complejidad que hay que equilibrar en cada afio de escolaridad
y periodo de ciclo lectivo.

lL.as problematicas sencillas pero interesantes, estimulan el
pensamiento y lo orientan hacia la meta. No son necesarias, por
parte del docente, preguntas directas, solo las que marcan el
rumbo a seguir. Los alumnos trabajan primero en forma
desordenada, pero una vez establecida la secuencia, razonan de
a dos las propiedades, los argumentos aducidos, juzgan los medios,
las acciones parciales a realizar y otros. En clase discuten las
propuestas con sentido critico, sopesan la validez de cada una,
ensayan la posibilidad de su realizacion. El resuitado es el
surgimiento de varias propuestas en las cuales se hace resaltar
los problemas y los beneficios.

En la clase siguiente, se realiza una consideracion retrospectiva
de |la tarea realizada. Los alumnos repasan con el pensamiento
las acciones realizadas, es decir, las recapitulan interiormente.
Recuerdan mentalmente [as fases mediante las cuales
planificaron las obras. El profesor solicita a un alumno la
exposicion oral de las tareas realizadas. Paralelamente, otro
alumno escribe las distintas fases en el pizarrén. El! resultado
final es un cuadro esquematico de los pasos seguidos.

186




Nuestro objetivo es doble: que el alumno aprenda a resolver un
problema empleando las etapas de un método generalizado, y que
adquiera la capacidad de metacognicion. Es necesario no caer en
la presentacion de una receta, a la cual los alumnos lleguen por
aplicacion mecanica.

Los pasos formalizados en la solucidon de problemas, como los
pasos en el método cientifico del manual de laboratorio no son
congruentes.

Los términos: método cientifico y resolucién de problemas se
han convertido en férmulas exhortivas, mas Utiles a los profesores
gue a los cientificos. A estos Ultimos les interesa hacer, los
primeros por desgracia, parecen interesarse por un dogma cuya
aceptacion sin preguntas tratan de asegurar en forma
catequistica. Nos sentimos tentados a decir que se usa un método
no cientifico y la resolucién de problemas son deducciones y
resimenes de la manera cémo han organizado los datos. Cuando
se hace un esfuerzo para gue los alumnos se consagren a
actividades de resolucién de problemas, se advierte que se
emprenderan varias operaciongs del pensamiento. Cuando los
alumnos reunen los datos pueden ohservar, comparar y analizar.
Cuando el individuo usa la operacién de acuerdo con un sistema
que justifica, emplea un método cientifico.

El deseo de mejorar el aprendizaje de la matematica y de las
ciencias en general, ha hecho que surgieran, como alternativas
a la ensefianza fradicional, diversos modelos didacticos de
ensefianza; entre elios se puede citar la ENSENANZA DE LA
MATEMATICA POR PROBLEMAS.

Ensefiar y aprender a revolver problemas se ha identificado
como uno de los ejes centrales en la ensefianza de la
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matematica. Para explicar |la caracteristica general de este
enfoque conviene definir lo que se entiende por PROBLEMA:

“Un problema es cualquier pregunta matematica que para ser
solucionada requiere que la persona seleccione una(s)
operacion(es)”. (R. Morton, 1927)

“Tenemos un problema cuando necesitamos investigar
concienzudamente por una accion apropiada para llegar a
concebirlo claramente, objetivo que no es aicanzable de
inmediato. Por lo tanto, resolver un problema significa encontrar
tal accion” (POLYA, 1925)

“El problema puede ser definido como cualquier situacion, que
produce por un lado un cierto grado de incertidumbre y, por otro
lado, una conducta tendiente a la blisqueda de su solucién”
(PALACIOS, 1993).

“Problema es una pregunta que es desconcertante o dificil”
(SCHOENFELD, 1992).

“Por problema se entiende una tarea para la que un individuo o
grupo requiere o necesita encontrar solucién, pero para lo que
no existe un procedimiento facilmente accesible que |la garantice
o la determine completamente; el individuo o grupo debe realizar
varios intentos para encontrar una solucion” (. LESTER, 1980}

GEORGE POLYA propone clasificar los problemas en:
PROBLEMAS DE RUTINA
Puede ser resueltos aplicando, directamente y en forma mecanica,

unaregla que el alumno no tiene dificultad para encontrar, también
pertenece a este tipo de problemas que demandan la utilizacion
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correcta de un término o simbolo del vocabulario matemético,
pero no hay en ellos INVENCION alguna, ni desafio a la
inteligencia (PROBLEMAS CERRADQS).

PROBLENMAS DE NO RUTINA

Los verdaderos problemas son aqueilos que requieren, del
alumno, un cierto grado de creatividad y de originalidad, son
problemas para los cuales no se pueden identificar en forma
directa un modelo de solucidn; son aquellos que requieren de
estrategias como: chequear, trabajar hacia atrés, explorar
patrones, argumentar y otros.

F. LESTER (1980) y R. CHARLES (1982), proponen clasificar
los problemas en:

ESTANDAR

Requieren de traduccion de un enunciado verbal en operaciones
mateméaticas.

NO ESTANDAR

Son problemas de proceso o investigacion abierta, requieren para
su solucion el uso de métodos flexibles y de procedimientos de
no rutina.

PROBLEMAS DEL MUNDO REAL

En estos problemas se necesita seleccionar y aplicar herramientas
de la matematica en forma adecuada. Asi cabra hablar de la
manipulacion de objetos reales, la consulta de fuentes de
informacion, suministro del algoritmo o no y otros.
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ACERTIJOS

Estos problemas dependen de descubrir, “adivinar”
estrategias inusuales para alcanzar su solucion.

L.a mayoria de los autores coinciden en dar pautas
metodologicas para la resolucién de problemas, al estilo
de las ofrecidas por POLYA, LABARRERE y MULLER:
comprender el problema, busqueda de [a via de solucion,
resolucién y vista retrospectiva y su resoluciéon con los
momentos de la actividad. Estas pautas metodolégicas
tienen fundamento especial en la HEURISTICA y sus pasos
se pueden resumir; asi:

COMPRENDER EL PROBLEMA

Se refiere al ¢ qué dice?. Inicialmente se lee el enunciado
mediante una lectura global. Se relee el enunciado en forma
analitica en busca de los datos y la incdgnita. Si hay alguna
figura relacionada con el problema debe dibujarse y
destacar en ella la incognita y los datos mediante una
notacion adecuada, esto es la modelacion.

CONCEBIR UN PLAN

Se debe reformular el problema; es decir, determinar si
puede enunciarse el problema de formas diferentes. El
problema puede ser modificado mediante medios
especificos como la generalizacion, la particularizacion,
el empleo de analogias y el descartar una parte de las
condiciones. El concebir un plan se refiere al ¢ puedo
decirlo de esta forma?, ¢ como lo puedo resolver?, o sea,
buscar la via de solucién.
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EJECUTAR EL PLANY COMPROBAR CADA PASO

Para ejecutar el plan se deben hacer consideraciones y
tener en cuenta algunas circunstancias como:
conocimientos adquiridos, grado de concentracion, empleo
de analogias, aplicacién de tanteos inteligentes y ofras.
Hace falta examinar los desarrollos, unos tras otros, para
evitar cualquier error. El alumno debe estar seguro de |a
exactitud del proceso.

EXAMINAR LA SOLUCION OBTENIDA

Es una vision retrospectiva, inciuye el andlisis de la
solucion y el analisis de procedimiento, ademéas de Ia
comprobacion. Lo anterior responde a las preguntas ;es
correcto lo que hice?. ¢ Existe otra via de solucién?.

La pregunta ¢ para qué otra cosa sirve?. Permite establecer
relaciones entre los problemas matematicos y de estos con
el mundo fisico. Este procedimiento generalizado, para
utilizar por el alumno, en la solucién de problemas puede
servir como un modelo para conducir la ensefianza de la
matematica por problemas. ‘

El trabajo propuesto por ALAN SCHOENFLED juega un
papel importante en la implementacion de las actividades
relacionadas con el proceso de resolver problemas en el
aprendizaje de la matematica. SCHOENFELD fundamenta
su propuesta en lo que denomina la adopcion de un
MICROCOSMO MATEMATICO en el salén de clases. Esto
es, propiciar en el aula de clases condiciones similares a
las que los matematicos experimentan en el proceso de
desarroilo de la matematica.
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Por su parte, MIGUEL DE GUZMAN plantea la utilizacién
del juego en la ensefianza de la matematica, sefiala la semejanza
de estructura entre el juego y la matematica; presenta un modelo
para favorecer el desarrollo heuristico a través de los juegos
basados también en las fases propuestas por GEORGE POLYA,
los reinterpreta para mostrar la semejanza de actitudes que se dan
en la realizacién de un juego y en la resolucidén de un problema
matematico.

Seglin SCHOENFELD (1989), los principios epistemologicos de la
resolucion de problemas deben ser reconocidos por los alumnos.
Estos consisten en lo siguiente:

- Encontrar la solucion de un problema matematico no es el final de
una empresa matematica, sino el punto inicial para encontrar ofras
soluciones, extensiones y generalizaciones del problema.

-Aprender matematica es un proceso activo que requiere discusiones
de conjeturas y pruebas. Este proceso puede guiar a los estudiantes
al desarrollo de nuevas ideas matematicas; es necesario considerar
actividades de aprendizaje que sean consistentes con los principios
epistemolégicos.

- Laresolucion de problemas es una actitud cognitiva compleja, que
caracteriza una de las actividades humanas inteligentes. La teoria
sistematica sobre los mecanismos de la resolucion de problemas
es un avance relativamente reciente de la psicologia cognitiva.
5.4. CONCLUSIONES

Ante el frabajo con estrategias metacognitivas los alumnos
reaccionan de manera diferente:

- Algunos, requieren constantemente la ayuda del docente. La
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dependencia, en muchos casos, se debe a la falta de experienciay
de préactica en “pensar por si mismo”.

- Otros, son capaces de concentrarse en una tarea. Empiezan
con gran interés pero se cansan pronto. No es suficiente decirles
gue tienen que pensar, es necesario proporcionarles actividades
gue los hagan pensar.

- En casi todas las clases hay un alumno seguro, que tiene la
verdad incondicional. Suele ser categérico en proposiciones que
carecen de pruebas reales. Estos alumnos necesitan de mas
gjercitaciones que los hagan pensar.

- Existen alumnos que se resisten a las ideas nuevas, a nuevas
situaciones. Prefieren ios caminos viejos pero conocidos. Pensar
implica una nueva forma de enfrentar una situacién, examinar
las alternativas existentes y ensayar nuevas respuestas.

- Hay algunos que jamas se atreven a responder preguntas que
los induzcan a pensar. Prefieren repetir lo ya expuesto porque
tienen miedo a equivocarse. Ante la duda que les pueda surgir,
prefieren callar. A medida que pasen por situaciones que los
obliguen a pensar vencen esta faita de confianza en si mismo.

- Otros alumnos no quieren pensar. Suponen que al docente le
corresponde el trabajo de pensar y a ellos responder. Resisten
todo cambio. Planteandoles constantemente actividades que
los hagan pensar, proporcionandoles una buena orientacién
reflexiva, podra contribuirse a modificar su forma de actuar.

Dentro de las ventajas de la resolucion de problemas se puede citar:

- Resulta un componente importante en el estudio del
conocimiento matematico.
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- Posibilita desarrollar conceptos y teorias matematicas, a partir
de la propia resolucién del problema.

- Contribuye a la solidez de los conocimientos.

- Contribuye al desarrollo del pensamiento logico y creador de
fos alumnos.

A su vez tienen como limitaciones fundamentales:

- La preparacién y motivacion de los alumnos para ese tipo,
tan exigente, de actividad.

- El tiempo disponible para trabajar con el programa.

- La dificultad de saber cuando se aplica un procedimiento
heuristico determinado. Existe el hecho de que, al ser las
heuristicas suficientemente generales, pueden no decir nada
en campos donde el resolutor no tiene suficientes conocimientos,
ni se puede aplicar a la solucidn de todos los problemas.

A continuacién daremos ejemplos de los distintos tipos de
problemas segun las clasificaciones antes anotadas:

1. Calcular e} area de un trapecio cuyas bases miden 12 cmy 18 cms
respectivamente y su altura mide 6 cms?. Respuesta: 90 cms®.

2. Cuales son las dimensiones maximas enteras de un rectangulo
cuya area mide 32 cm??. Respuesta: b = 32 cms; a =1 cm.

3. Dos tubos pueden llenar un depodsito en 4 horas, cuando se
usan ambos al mismo tiempo. ;Cuéntas horas se necesitaran

194




para gque cada tubo, por si solo, llene el deposito, si el de menor
diametro tarda 3 horas més que el de mayor diametro?.
Respuesta: 8,77 h; 9,77 h.

4. Demuestre que, sir, yr, son las dos raices de ax? + bx + ¢ = 0,
entonces.

5. Demuestre que, en todo tridngulo rectangulo cada cateto es
media proporcional entre su proyeccién sobre la hipotenusa y
la hipotenusa entera.

6. Demuestre que, en todo tridngulo rectangulo la altura es media
proporcional entre los dos segmentos que ella determina sobre
fa hipotenusa.

7. Demuestre que, en todo tridngulo rectangulo el producto de
los dos catetos es igual al producto de la hipotenusa por la
altura trazada desde el angulo recto.

8. Demuestre que, en todo triangulo rectangulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de [os cuadrados de los catetos.

9. Exprese: 0, 727272... como el cociente de dos enteros:
Respuesta; 8/11.

10.  Cual es el valor de la suma de los coeficientes de (x + 1)*.
Respuesta: 2%
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6. LAENSENANZA POR PROBLEMAS UNA ALTERNATIVA EN
LA EDUCACION.

El desarrotlo de las sociedades humanas ha estado ligado al
avance de |las ciencias.

Histéricamente las ciencias permiten al ser humano realizar
una compilacién del conocimiento, para de esta manera,
permitir a la sociedad que esa acumulacidén de conocimiento
se perfeccione, con el objetivo de hacer mas asequible el
mundo al ser humano. '

“Esencialmente los métodos y resultados cientificos modernos,
aparecieron en el siglo XVII gracias al éxito de Galileo al
combinar las funciones del erudito y artesano, A los métodos
antiguos de induccidon y deduccién, Galileo afiadid la
verificacion sistematica a través de experimentos planificados,
en los que empled instrumentos cientificos de intervencion
reciente” (Enciclopedia, Microsoft, Encarta 2000)

La matematica, tiene tradicién como soporte para el desarrollo
de otras areas, dada su rigurosidad cientifica.

“Los lineamientos curriculares para la educacion matematica,
planteados por el Ministerio de educacion Nacional (MEN),
enfatizan en el enfoque de sistemas dividiendo |a ensefianza
de las matematicas en varios sistemas: pensamiento numérico
y sistemas numéricos, pensamiento espacial y sistemas
geométricos, pensamiento métrico y sistemas de medida,
pensamiento aleatorio y los sistemas de datos, pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos, resolucion y
planteamiento de problemas” (Lineamientos curriculares de
Matematicas, 1997).

199




Son algunas alternativas metodoldgicas para la ensefianza de
las matematicas:

El aprendizaje significativo y la ensefianza por problemas.
El aprendizaje significativo.

Es considerado como una propuesta de avanzada, en cuanto a
que permite la movilizacién del pensamiento por parte de los
estudiantes.

Ausbel, es uno de los principales representantes del aprendizaje
significativo, de sus planteamientos se ingieren varios elementos:

- Esnecesario crear condiciones de tal manera que el abismo entre
el conocimiento nuevo, pueda ser pasado de una manera facil.

- El concepto de mapa conceptual, permite interrelacionar los
diferentes conocimientos.

- Lo significativo para una persona depende de su vivencia e
intereses. {Tesis de didactica de las matematicas de Ana Gloria
De Torres, Cuba, 1998,

6.1 IMPLICACIONES DEL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

El aprendizaje ‘significativo ha demostrado ser una propuesta
valiosa en la ensefanza de las matematicas, se recomienda:

Debe suscitarse una actitud consciente y deliberada en el
estudiante de tal forma que se constituya en forma de motivacion.

Debe facilitarse la creacion de un enlace cognitivo lo
suficientemente fuerte que permita establecer la relacion entre
lo que el alumno sabe y lo que no sabe.

Vigotsky con su teoria del enfoque sociocultural, plantea que el
aprendizaje es un proceso social e historico, donde para sl
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acercamiento al conocimiento influyen factores como la cultura,
la época, las condiciones del aprendizaje. Existe una intima
relacion entre pensamiento y lenguaje. El lenguaje es una
manifestacion del pensamiento.

El aprendizaje significativo tiene conceptos que son necesarios
trabajar como son:

Zona de desarrollo préximo:

La zona de desarrollo proximo esta formada por varias etapas o
niveles.

Nivel real de desarrollo, en este el estudiante denota la zona en
la que realmente se encuentra, puede entonces detectarse alli Ia
zona de desarrollo proximo o potencial.

Intervencion del maestro:

Es necesario que el maestro en su capacidad de observacion y
su experiencia pueda permitir que se genere un desequilibrio en
el estudiante, para aprovechar y lograr de este modo que hallan
avances en el proceso cognoscitivo. Puede también el maestro
propiciar el trabajo con pares.

6.2 LA ENSENANZA POR PROBLEMAS

Se entiende como ensefianza por problemas una metodologia
en la cual los estudiantes se ven sometidos s;stematlcamente
ante situaciones problémicas.

ZQué es un problema?

Para el investigador matematico Polya, “un problema significa
buscar de forma consciente una accién apropiada para lograr
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un objetivo claramente concebido, pero no alcanzabie de una
forma inmediata.

Existen diferencias entre lo gque es un problema y lo que es un
ejercicio, autores como R, Borasi, realizan la clasificacion de
acuerdo con los elementos estructurales para la tipologia de
problemas:

1. El contexto del problema, situacion en {a cual se enmarca el
mismo.

2. La formulacion del prob!ema definicion explicita de la tarea a
realizar.

3. Ei conjunto de soluciones que pueden considerarse como
aceptables para el problema

4. El método de aproximacidn que podria usarse para alcanzar
la solucion.

“..la resolucién de problemas debe erigirse como objeto de
aprendizaje, fin en si misma, como contenido procedimental
aplicable en cualquier situacion...” (Contreras Gonzalez Luis
Carlos revista suma 1997)

Son varias las posiciones que existen sobre resolucion de
probiemas, al interpretar los mismos como un fin o como un medio.

En ocasiones, se entiende la resolucion de problemas, como
destreza basica a desarrollar en los estudiantes y en otras como
una tarea muy compleja que da motivacién a la clase.
Consideramos que ambas posiciones no son excluyentes, sino
que por el contrario se complementan para potenciar al educando.
Opina el Dr. Contreras: “laresolucién de problemas no es un simple |
afiadido de la clase de matematicas, ni algo exclusivo de los dias
anteriores a las vacaciones, en el impulso, el motor de la clase, lo
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que pone al estudiante ante el reto de hacer mateméticas”.
¢ Es posible que existan modelos para solucionar problemas?

Algunos educadores y pedagogos consideran que hay tantos
modelos como estudiantes hay, autores como el MSc Miguel
Llivina (Cuba), han reflexionado sobre el tema, sobre io cual
pudiéramos entonces considerar;

Cuando se habla de modelo matematico para solucionar
problemas, debe pensarse en estructuras de pensamiento, las
cuales tienen un caracter psiquico y desde el punto de vista
psicologico no es posible caracterizar las estructuras de
pensamiento, la personalidad de un sujeto es muy compleja y
existen elementos conscientes e inconsciente que son los gue
permiten actuar y tener motivaciones sin que él muchas veces al
proceder se de cuenta de ello.

Surge entonces la inquietud de si al resolver problemas hay que
tener una comprensidn algoritmica de este proceder o si por el
contrario se trata de una actividad heuristica,

Al observar la definicion inicial de lo que es un problema y su
diferencia con lo que es un ejercicio, podemos considerar que el
problema, si es una actividad que se encuentra enmarcada dentro
de la heuristica.

Son innumerables los autores que coiciden en gue al resolver un
problema “entra afuncionar el concepto de base orientadora, y dentro
de la cual enfran en funcionamiento tres unidades psiquicas:
Instrumentacion ejecutadora, estado cognitivo y estado
metacognitivo” (Llivina Miguel, gestacién de la conducta inteligente).

Se propone entonces seguin Polya, a grandes rasgos, cuatro fases
bien definidas en la resolucion de problemas.
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1. Comprender el problema: Se lee varias veces el texto hasta
lograr comprenderlo, se buscan analogias con otros problemas
y palabras claves.

2. Analisis del problema: Aqui se relaciona, sintetiza, generalizay
se valora. Nos preguntamos si hemos encontrado problemas
semejantes a éste, o si el problema puede enunciarse de otra
manera,

3. Solucidn del problema: En esta fase el sujeto actla, realiza
operaciones, graficos, comparaciones, evalla,

4. Comprobar, evaluar y valorar. Se mira aqui no sélo el resultado,
sino también que se hace un andlisis retrospectivo de todo el
proceso, se evallan otras posibles vias de solucidn del problema.

Son limitaciones de la ensefianza por problemas:

El tiempo que requiere su implementacién, sobre todo al
comienzo.

El nivel que deben mansjar los estudiantes de los contenidos,
para posibilitar seguir avanzando, en grupos de menor nivel
académico se dificulta méas su implementacion, lo cual no implica
que no pueda hacerse,

Ejemplos de solucién de problemas

A. La suma de las edades de un padre y su hijo es 65 afios y el
hijo tiene 25 afios menos que el padre. Hallar la edad de ambos.

El maestro orienta el proceso a través de una conversacion
heuristica {(guiadas con preguntas con intencionalidad)

MAESTRO:
¢, Qué datos nos piden y qué datos se nos dan?
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ALUMNOS:
Nos dan las sumas de las edades de ambos y también su
diferencia.

MAESTRO:
&,Como podemos utilizar dicha informacién?

ALUMNOS:

La informacion nos sirve para hallar Ia solucién.
MAESTRO:

&Y como podemos hacer esto?

ALUMNOS:
A través de ecuaciones,

MAESTRO:
procedamos a la solucion.

ALUMNOS:
DATOS

Sea x |la edad del padre
X = 25 Edad del Hijo

Edad/padre + Edad/hijo =65 Planteamiento del problema

X+x-25=65 Planteamiento de la ecuacién
X+ X-25+25 = 65425 Procedimiento de solucién
2x+0 =90 Suma
2x =90 X =45 Simplificaciéon
2 2 '

MAESTRO: ¢Qué procedimiento utilizamos?
MAESTRO: ¢Cual puede ser otra via de solucién?
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B. EJERCICIO PROPUESTO POR EL DOCTOR PAUL TORRES
(Instituto Superior Pedagdgico "Enrique José Varona®, La
- Habana Cuba)

EJERCICIO DE RESOLUCION GEOMETRICA

Procedimiento de construccién de friangulo dados sus lados, y
definicion de triangulo equilétero.

Profesor: Se supone ya trabajada la construccion de triangulos,
dados tres elementos.

Profesor: 4 Se puede, bajo determinadas condiciones, realizar
construcciones con un nimero menor de datos? ; Como?

Profesor: ¢ Qué es conveniente hacer para iniciar la resolucion
de un problema? Separar lo dado de lo buscado (regla heuristica).

Profesor: ¢Que es conveniente hacer ademas en el caso de
gjercicios geométricos (Elaborar una figura de analisis).

Profesor: ¢ Qué hacer para avanzar en la resolucién de ejercicios?.
(,De que métodos de construccidon geométrica disponemos?
¢ Podemos reducir la tarea a la obtencién de puntos aislados o
es necesario trabajar con toda figura?

C, dado como dato
A 2,6 cin e
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(A Cuantos puntos se reduce el problema si se traza el
segmento AB?

Alumnos:

Como al trazar C = 2.6 cm, se tienen Ay B, entonces el gjercicio
se reduce a obtener C, por lo que debemos utilizar el método de
los lugares geométricos.

Profesor:

¢ En que consiste la utilizacién de este método?

$, Qué hacer para obtener la posicion exacta de C?

¢, Qué significa lugar geométrico que contenga a C?

Alumnos:
Necesitamos encontrar la interseccion de al menos dos lugares
geométricos gque contengan a C.

Profesor:
Debemos interpretar el dato “triangulo equilatero” que significa
que sus fres lados son iguales.

Profesor;
¢ Qué lugares geométricos para C podemos inferir de ello?
¢ A qué distancia de Ay de B, se encuentra C?

Profesor:
¢, Como obtenemos finalmente C?

Profesor:
¢ Cuales entonces son los pasos de resolucién?
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SOBRE LA ASIMILACION Y LA EVALUACION DE LA
MATEMATICA

Se pretende presentar a los maestros primero que todo una
justificacion de porqué ensefiar matematicas, la cual esta basada
en la cantidad de aportes que ésta le brinda al ser humano para
su desarrollo intelectual, social y personal. - -

Por otro lado, se busca inquietar a los maestros de matematicas
en como ensefar mejor, teniendo en cuenta que es la asimilacién,
cud! es su proceso y como saber su resultado.

En correspondencia con lo anterior, se brinda un pequefio
bosquejo de como preparar las clases de matematicas teniendo
en cuenta las categorias rectoras del proceso de ensenanza -
aprendizaje.

Por ditimo, el articulo sefala algunos aspectos y recomendaciones
para la evaluacion de la asimilacion del contenido matematico,
especificando las principales funciones que ésta debe cumplir y
cémo hacer que sean realmente confiables al momento de tener
que dar una valoracion del aprendizaje de los estudiantes.
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7. SOBRE LA ASIMILACIONY LA EVALUACION DE LAS
MATEMATICAS :

" “No se graba con solidez en la mente sino
aquello que el entendimiento conoce
‘rectamente 'y la memoria fijfa con cuidado”
(Comenio, 1995,p. 88)

En los Gltimos afios la Educacion ha sido objeto de diferentes
reformas en el ambito mundial, como en: Estados Unidos (1983),
Espana (1986), Japon (1987), Inglaterra y Gales (1988) y Francia
(1989). En el ambito latinoamericano, paises como: Argentina,
Chile, México y Venezuela también han hecho atgunas reformas
c;ue mcuden directamente en la Educamon

Con estas reformas educativas, los estados buscan que los
ciudadanos se formen desarrollando capacidades criticas, analiticas,
reflexivas y creativas; que sean auténomos, solidarios y libres; que
tengan habilidades para solucionar problemas de diferente indole,
para asimilar la tecnologia necesaria para el progreso de la
humanidad y que produzcan avances cientificos significativos,

La Constitucién Colombijana de 1991 plantea una nueva
conceptualizacién de la Educacién, la cual es retomada en
la Ley General de Educacién (Ley 115) de 1994, donde se
trazan los fines, los objetivos y las directrices para alcanzar
el mejoramiento de la Educacién en Colombia.

Dentro de los fines de la Educacién Colombiana, que plantea dicha
Ley, se contempla: “el acceso al conocimiento, la ciencia, la técnica
y demas bienes y valores de la cultura, ‘el fomento de la
investigacion y el estimulo a la creacion artistica en sus diferentes
manifestaciones” (Ley General de la Educacion, 1994, p. 9)
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Ademas, invoca “el desarrollo de la capacidad critica, reflexiva
y analitica que fortalezca el avance cientifico y.tecnolégico
nacional, orientado al mejoramiento cultural y de la calidad de
vida de la poblacion, a la participacion en la budsqueda de
alternativas de solucion a los problemas y al progreso social y
economico del pais”. (Ley General de Educacion, 1994, p. 9)

Es sabldo que el estudio de la Matematica contribuye al
desarrolio .del pensamiento, entre ellos al desarrollo del
pensamiento |0gico, fisico y creativo con fantasia, mediante el
fortalecimiento de actividades mentales como: analizar,
sintelizar, comparar, clasificar, generalizar, abstraer y concretar.

Ademas, la Mateméatica ayuda -a fortalecer {as habilidades
propias para manejar rapida y seguramente medios auxiliares
como instrumentos de medicion y dIbUJO tablas de calculo,
reglas y Ieyes entre otras.

Tamblen aporta a ia formacion de la personalldad creando en el
individuo cualidades de disciplina, tenacidad, constancia y espiritu
critico; desarrolla la capacidad para utilizar correctamente el
lenguaje matematico y por ende una formacion lingliistica que
permite transferir este Iengua;e al lenguaje comun.

Por otra parte, la matematica -aporta al desarrollo del
pensamiento fisico, la imaginacién espacial y el pensamiento final.

El pensamiento fisico se refiere al hecho de establecer
reflexiones entre el mundo fisico (movimientos, formas y
transformaciones) y la geometria como (puntos, rectas y
angulos), que aparecen inmersos en el mundo real. Es la
capacidad que tiene un individuo, que ha estudiado geometria,
de pasar ante un edificio y ver en él el ortoedro o el cilindro que
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representa, de observar la trayectoria recta o curva que lleva
un avion gque pasa en su vuelo por el espacio aéreo y de
comparar las formas y los tamafios de las cosas, entre otras,
gracias a sus conocimientos geomeétricos.

La imaginacién espacial ... ocurre ante todo en la ensefianza
de la geometria, donde los alumnos se capacitan para
imaginarse objetos espaciales y las relaciones entre estos.
Sobre la base de datos verbales o representaciones planas y
para trabajar correctamente con ellos” (Jungk, 1983, p.20).

Entiéndase como pensamiento final "los procesos del
pensamiento encaminados a un producto final determinado...
en este caso existe cuando el alumno tiene que realizar tareas
de construccion” (Jungk, 1983, p.20)

Con estas habilidades, cualidades y procesos de pensamiento,
el hombre desarrolla una destreza maravillosa para solucionar
todo tipo de problemas y construir diversas cosas que le sean
necesarias en la vida.

En correspondencia, la Mision de Ciencia, Educacién y
Desarrollo propone, dentro de la reforma a la Educacion, “dar
prioridad al dominio de diversos marcos de pensamiento por
parte de los alumnos, de manera que tengan capacidad de
reflexionar, planear y hacer la monitoria de sus propios procesos
mentales” (Colombia al Filo de [a Oportunidad, 1996, p. 181)

Es por eso que la Matematica, siendo una de las ciencias que
mayor contribucion al desarrollo de procesos mentales brinda,
se ha reestructurado en nuesiro pais, buscando el logro de
objetivos que concreten la propuesta de la Mision de Ciencia,
Educacion y Desarrollo.
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Para ello propone, en los objetivos de la Educacion, que se
busque: “el desarrollo de las capacidades para el razonamiento
l6gico, mediante el dominio de los sistemas numéricos,
geométricos... asi como para su utilizacion en la interpretacion y
solucién de los problemas de la ciencia, latecnologiay los de la
vida cotidiana”. (Ley General de Educacién, 1994, p.22)

Es claro que el aprendizaje de la Matemética es sumamente
importante para el desarrollo de la sociedad, sin embargo a
pesar de las reformas gue se plantean falta mucho camino por
recorrer para llegar auna asimilacion creadora de la Matematica.

Hoy, se tiene la necesidad de motivar a los alumnos para que
aprendan autébnomaments, el maestro debe ubicarlos en el camino
del saber, mediante sus propios conocimientos, acompafiandolos
en sus procesos, de modo que les brinde todas |as posibilidades
para lograr un nivel de asimilacion del conocimiento lo més alto
posible para cada uno sin importarle el camino, el método y fos
medios que utilice, pero considerando siempre como punto de
partida para llegar a ese nuevo saber, todos los conocimientos
ya existentes en los alumnos y la utilidad del nuevo aprendizaje.
Frente a lo anterior, el expresidente de Colombia, Dr. Cesar
Gaviria expresa: '

“Nuestra sociedad demanda un sistema educativo capaz de
formar ciudadanos libres y creativos, auténomos e innovadores,
sin quienes no sera posible consolidar una sociedad democratica
y abierta, inserta en la economia global y en la cultura
contemporanea” (Gaviria, 1993, p.27)

Aun cuando todo lo expresado es factible de alcanzar se
vienen presentado una serie de dificultades en el proceso de
ensefianza —aprendizaje a nivel mundial.
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En correspondencia con lo anterior, expertos maestros de la
educaciéon Matematica como. Miguel de Guzméan, Alonso
Takahashi, Liliana Sifieris, Paul Torres, entre otros, expresan que
el aprendizaje de la Matematica es deficiente y en la medida
que el estudiante avanza en su grado de escolaridad éste
empeora, : : : :

Ademas desde finales del siglo pasado viene manifestandose la
baja calidad en la educacidén colombiana, o cual responde, enfre
muchas causas, a la falta de una adecuada formacion de fos
maestros y de un mejoramiento sustancial en sus condiciones de
vida, asi lo manifiesta Gabrlel Garcia Marquez en el Enforme de
los Sabjos: -

"Décadas de descuido, de desgrefic en el manejo de la Educacion
en Colombia nos han dejado un entramado social débil, una
capacidad productiva infima, baja competrtrwdad escaso civismo
y una creatividad deformada.”

(Garc:a 1996 p. 117)

Todo lo anterior conlleva a buscar una preparacion adecuada de
fa ensefianza de la Matematica con el animo de mejorar el bajo
nivel de asimilacion gue vienen demostrando los estudiantes.

Es asi como se hace necesario perfeccionar {a enseiianza de la
Matematica buscando que el nivel de asimilacion de ésta sea
creador, lo gque conlleva a un alto nivel de cultura y desarrollo
social que en ultima instancia arroja un mejoramiento sustancial
de la calidad de vida de los ciudadanos, una sociedad
democratica, abierta y competitiva a nivel mundial.

Para ello, es importante saber qué es la asimilacion, cual es su
proceso y como saber su resultado.
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En primera instancia, |la asimilacion se reconoce como un términc
de la didactica que nos indica el dominio que posee un individuc
sobre determinada ciencia o la apropiacion que se tiene de ur
contenido de ensefianza.

Es un principio didactico que garantiza el conocimiento sélidc
del contenido de ensefanza, la comprension total y profunda.del
objeto de estudio, saber expresar el pensamiento mediante e
lenguaje verbatl y ser capaz de utilizar dichos conocimientos er
la practica para resolver las situaciones que se le presenten.

En segundo lugar, el proceso mediante el cual un estudiante
asimila los conocimientos se da de diferentes maneras, las cuales
son una base para el desarrollo del pensamiento y que culmine
en la fijacion de éstos.

Este proceso se inicia conel contacto del individuo con el objeto
de estudio o una representacién del mismo y a través de Ia
comparacion en sus variaciones le permite realizar abstracciones
y generalizaciones entre otras.

Para poder desarrollar este proceso es necesario que el
estudiante se exprese, que manifieste lo que observa, asi
exterioriza lo que considera del contenido de la ensefianza y o
convierte en su lenguaje interno, lo cual garantiza el dominio o
apropiacion del conocimiento.

No obstante, el conocimiento no se logra totalmente sin adquir la
capacidad para realizar una actividad con él, es decir, las
habilidades y los habitos propios de un conocimiento determinado.
Estos se obtienen de la aplicacion constante y repetida del
contenido de ensefanza en diversas situaciones matematicas o
extramatematicas.
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Cabe anotar que una buena asimilacion del contenido de
ensefianza determina en el estudiante caracteristicas como: una
actitud consciente, activa & independiente, desarrolio del lenguaje
e interés cognoscitivo.

7.1. CARACTERISTICAS DE LA ASIMILACION

7.1.1. La actitud consciente: consiste en la manera como un
estudiante participa activamente en el proceso de aprendizaje,
siendo consciente de lo que hace, lo cual se demuesira en la
facilidad con que expresa lo aprendido, para ello es importante
que el profesor le dé a entender al estudiante la finalidad del
objeto de estudio, su valor y su via de solucién.

7.1.2. La actitud activa: se refiere a que el maestro dirige al
estudiante a participar activamente en la construccién del nuevo
conocimiento, poniendo en practica sus habilidades, destrezas y
habitos.

7.1.3. La actitud independiente: es la que contribuye al
desarrolio del pensamiento independiente del estudiante,
logrando asi aplicar los conocimientos y habilidades adquiridas
en el aprendizaje para resolver auténomamente situaciones de
la vida diaria.

7.1.4. Desarrollo del lenguaje: muestra la capacidad de pensar
de los estudiantes, cundo ellos expresan verbalmente |as
experiencias acumuladas, lo que observan y aprecian del mundo
y la ciencia objeto de estudio.

El lenguaje es el vehiculo para la asimilacién de los conocimientos
mediante el cual convierte larealidad objetiva enla teorfaylo
concreto en o abstracto,
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Por ello es importantisimo, que el maestro permita al estudiante
expresar lo que ve, lo que percibe, las relaciones que identifica
entre los objetos de estudio, sélo asi se garantiza que existen las
condiciones necesarias para adquirir el aprendizaje.

7.1.5. El interés cognoscitivo: se trata de la disposicion que
manifiestan los alumnos por el aprendizaje, las ganas de conocer
nuevas cosas, la necesidad de realizar actividades cada vez mas
compiejas, la satisfaccién por adentrarse en nuevos
conocimientos, el deseo de aventurarse en nuevos conocimientos,
las ansias de saber.

Este aspecto lo logran los estudiantes gracias a la disponibilidad
del maestro para establecer una 6ptima motivacion por el tema
de la clase, que ayude a sus estudiantes a desarrollar el interés
por el conocimiento, partiendo del propio amor por lo que él
ensefia; mostrandole al estudiante lo atractivo y Util que es el
nuevo conocimiento, objeto de estudio.

El modo de alcanzar una buena motivacion en los estudiantes es
diverso, claro esta que algunos de los procedimientos mas
destacados para lograrlo son:

- Utilizar un método en el proceso de ensefianza - aprendizaje
adecuado a las necesidades de los estudiantes.

- Generar discusiones en torno a una pregunta inteligente,
puntual y atractiva en el momento preciso.

- Ensefiarles a utilizar las habilidades, los habitos y las destrezas
adquiridas para obtener nuevos conocimientos.

- Proponerles que sean atentos de manera individual y que
utilicen todo su potencial para el trabajo en equipo, aportandole
asf a sus compaiieros todo lo que esta a su alcance.

- Proponer actividades que busquen el desarrollo creador del
estudiante.
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- Convencerlos de respetar |a palabra de los compafieros y asi
poder ser escuchados con respeto.

Luego del proceso mediante el cual se asimilan los conocimientos
se hace necesario saber cudles son los resultados de dicha
asimilacion.

7.2. NIVELES DE ASIMILACION

En correspondencia con lo anterior se tienen los diferentes niveles
con los cuales un estudiante logra la asimilacién del contenido
matematico. Ellos son;

7.2.1. Familiarizacion: en este nivel se hacenrepresentaciones
muy generales del objeto de estudio, se obtiene un conocimiento
de identificacion del contenido; este nivel prepara al estudiante
para niveles superiores. Es el comienzo de la asimilacion.

7.2.2. Reproduccidn: el estudiante esta en condiciones de utilizar
el algoritmo o reproducir un modeio del objeto de estudio, en
este caso puede funcionar muy bien la memoria y en algunas
sifuaciones es muy mecanico lo gue se hace, osea que no siempre
se tiene absoluta comprensidon del conocimiento.

7.2.3. Aplicacién o produccidn: este nivel se caracteriza por la
facilidad para resolver problemas. El estudiante debe aplicar los
conocimientos que posee, utilizar sus habilidades para resolver
situaciones que se le planteen, debe comprender el objeto de
estudio para poder utilizarlo de la manera mas agil, correcta y
adecuada, con la intencion de explicar o solucionar el problema
que se le presenta .

7.2.4. Creacién: se caracteriza por la capacidad de los
estudiantes para obtener los medios que los ayuden a resolver
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un problema determinado, dadas pocas condiciones, el estudiante
debe conseguir el resto de la informaciodn, la via y los
conocimientos necesarios para llegar al objetivo planteado. En
este nivel es donde el estudiante es habil para investigar,
demostrar y construir el conocimiento nuevo.

De esta manera, se viene tratando de guiar el proceso de
ensefianza — aprendizaje, convirtiendo la asimilacion en parte
de éste, lo cual conlleva a organizar la preparacion cuidadosa y
la ejecucién precisa del mismo.

7.3 CATEGORIAS DEL PROCESO ENSENANZA-APRENDIZAJE

Para ello, se deben identificar y preparar las categorias del
proceso de ensefianza — aprendizaje, entre las cuales se tienen
los objetivos, el contenido y el método.

7.3.1. L.os objetivos: enuncian lo que deben lograr los alumnos
en el desarrollo de habilidades, capacidades mentales y
contenidos especificos. Los objetivos suelen clasificarse en:

Instructivos: son aquellos que se refieren especificamente al
campo del saber, es decir, como se hacen las cosas y poder
hacerlas. Son estos los objetivos del saber y poder.

Desarrollo intelectual: se refieren al campo de las
elaboraciones mentales, donde se da el analisis, las
abstracciones, las inferencias, la creatividad, las aplicaciones en
la solucion de problemas, entre otros.

Educativos: en estos se expresa el campo de las cualidades
de la persona, son los que propenden por que el estudiante se
forme en ser critico, reflexivo, analitico, responsable, ordenado,
disciplinado, entre otros.
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Con estas tres clases de objetivos se busca el desarrollo integral
del estudiante, es valorado asi en forma holistica, io cual debe
ser lafinalidad de la instruccion matematica. Ademas los objetivos
cumplen las siguientes funciones:

Determinativa: pues a partir de ellos se puede seleccionar el
tema o los contenidos a tratar con los estudiantes, el matodo a
emplear para el tratamiento de dichos contenidos, la forma general
en que se desarroilara la clase.

Orientadora: ya que le indican al maestro lo que los estudiantes
deben lograr, estos a su vez deben estar enterados de los
objetivos a cumplir pues comao lo vimos anteriormente se trata
de que el proceso de ensefianza — aprendizaje sea consciente y
activo asi su trabajo tendra mayor sentido y orientacién.

Valorativa: permiten comparar en cada estudiante el logro
alcanzado, es decir, su nivel de asimilacion o rendimiento
académico, de alli se emite un juicio de valor que indica si se
debe reorientar el proceso de aprendizaje del estudiante o se
puede seguir adelante con otros contenidos.

Se puede concluir, por las funciones, la clases y la finalidad de
los objetivos, que estos son la categoria rectora del proceso de
ensefanza — aprendizaje de la Matematica.

En correspondencia con los objetivos y la primera funcién de
estos, esta la categoria contenido.

7.3.2. Los contenidos: son todo aquelio que se ensefa, son el
saber especifico de la Matemética. Lo componen los conceptos,
las definiciones, los teoremas, los procedimientos algoritmicos,
los procedimientos heuristicos, las habilidades para emplear
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estos conocimientos, las cualidades de la personalidad, los
valores, las convicciones, entre otros.

Vemos que los contenidos se dividen en tres aristas, gue son: el
campo del saber, el campo del poder hacery el campo educativo;
pues siempre deben estar en correspondencia con la
clasificacion que se ha planteado para los objetivos y ademas
deben ser de entero dominio del profesor.

No obstante, no es suficiente tener muy bien planteados los
objetivos y seleccionar los contenidos, es necesario
complementar estos con la seleccién de un adecuado método de
ensefianza para garantizar unas buenas condiciones de trabajo
docente educativo.

7.3.3. El método: es el conjunto de acciones del maestro, que
provocan actitudes en el alumno, en relacién con el contenido
para lograr los objetivos propuestos.

El metodo se refiere al cdmo enseriar, y tiene dos aspectos que
lo caracterizan:

- Aspectos Externos: son los medios con que expone el
profesor, las preguntas que hace sobre el contenido, los
diagramas que utiliza, el control que realiza, los talleres y tareas
gue emplea para llevar a los alumnos al logro de los objetivos,
en fin, todo lo que e profesor hace para ensefiar un determinado
contenido.

- Aspectos Internos: son las reflexiones que se deben hacer
sobre como aprenden los estudiante, cudles acciones hacer para
ver que ocurre en la mente de ellos, se refiere a la ruta que sigue
el procedimiento en el cerebro para llegar al conocimiento.




El método como proceso de ensefianza — aprendizaje de las
matematicas debe propender por resolver'las contradicciones
que en este proceso se presentan. Eilas son:

- El desequilibrio cognitivo: se refiere a las contradicciones a las
gue llega un estudiante en el momento de enfrentarse entre lo
que sabe y el nuevo tema de estudio. El método debe buscar
que el estudiante redescubra los conocimientos, que la materia
se le presente como un reto agradable.

Segiin 1o dicho, el maestro debe ser un impulsador gue lleve a los
estudiantes a un aprendizaje productivo; debe inducirlo a analizar
a fondo los contenidos, qué dicen éstos, cual es su historia, cudles
SON sUs consecuencias y sus limitaciones, cual es su razén de ser
y su utilidad, donde esta su génesis y cémo ha sido su evolucion;
buscar que se recreen con la tarea de reproducir una parte esencial
de la experiencia original de dicho saber.

La ofra contradiccion se refiere a la relacién entre la demanda
del maestro y el nivel de desarrolio del estudiante.

La demanda del maestro es la exigencia que éste ejerce respecto
al desarrollo de los estudiantes, en las preguntas, los ejemplos,
los gjercicios, las tareas y todas aquellas acciones o medios que
utiliza en el proceso docente — educativo.

El Nivel de Desarrollo del Estudiante: se refiere al nivel del
conocimiento que ha adquirido éste, el cual es el nivel de
asimilacion que manifiesta frente a los diferentes temas de
estudio.

% La demanda de.l maestro debe ser mayor que el nivel de
desarrollo del estudiante, de modo que se produzca la posibilidad
para que el estudiante atraviese con éxito la zona de desarrolio
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préximo, la cual como lo expuso L. Vigotski, es 1o que hay entre el
nivel real de desarrollo y el nivel de desarrollo potencial, es decir
poder detectar qué y cuando un sujeto puede hacer algo solo y
que puede hacer para lograr a partir de alli y llegar al aprendizaje
dirigido o potencial.

Demanda del zona desarrollo nivel de desarrolio
maestro o préximo  del estudiante

Se puede afirmar que la dificultad que se viene presentando en
el aprendizaje de las matematicas no es a causa del texto que se
utiliza, ni del niimero de horas que se disponen para ésta, ni de
la cantidad de estudiantes que hay en el grupo, ni mucho menos
del contenide a ensefiar,; el problema realmente se presenta en
el método de ensefianza, éste debe cambiarse o adecuarse al
nivel de desarrollo de los estudiantes, al entorno donde se realiza
el proceso de ensefianza - aprendizaje.

Se debe propender por un método qgue proporcione al estudiante
la posibilidad de redescubrir los conocimientos matematicos, que
se le presente la materia como un reto que le guste, donde el
maestro sea facilitador o impulsador que lleva al estudiante al
aprendizaje productivo o creativo. Podemos concluir que una
buena preparacion del proceso docente—educativo tiene su inicio
en la identificacion y preparacién de éstas categorias. Hasta ahora
se ha trabajado en la solucién de preguntas cotidianas gue surgen
en el ambito de la educacion, tales como: 4 para qué se ensefia?,
jpara qué se aprende?, ;qué se ensefia?, ;qué se aprende?,
¢como se ensefia?, ;,como se aprende?.

Segun lo anterior, se debe tener presente que el proceso docente-
educativo de la Matematica, no es lineal, se divide en periodos y
cambios de actividad en el transcurso de la dinamica del proceso.
Son eslabones que ifamamos funciones didacticas y en eilas se
pueden destacar tres momentos que son:
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4 el primero es la preparacion de la nueva materia, que consiste
en asegurar el nivel de partida en cada estudiante para acceder
al nuevo conocimiento, luego se hace la motivacion para que el
estudiante se sienta interesado o activo en la adquisicion del
nuevo saber y por Gltimo se hace la orientacién hacia el objeto
pues es alli donde el estudiante se entera definitivamente sobre
qué se trabajarg en clase.

<4 El segundo aspecto es el trabgjo en la nueva materia, donde
se elaboran los nuevos conocimientos hasta llegar a su definicion,
se hacen demostraciones, construcciones geomsétricas, se
resuelven problemas, en fin, la tarea fundamental aca es el
proceso de busqueda del estudiante para llegar al objeto de
estudio, es decir a su propio conocimiento.

4 En dltima instancia, esta el trabajo con la nueva materia el
cual contempla dos momentos:

uno de ellos es la fijacion o consolidacion del conocimiento, este
se realiza de diferentes formas como:

t Laejercitacién: eslarealizacion de ejercicios para uso del
nuevo conocimiento.

i La profundizacién: donde se buscan las propiedades del

objeto de estudio.

f La sistematizacion: consiste en verbalizar y redactar el nuevo
conocimiento y la demostracion del mismo;
es importante comparar, analizar, buscar
analogias, contraponer situaciones alo
dado, entre ofras.

La aplicacion: se resuelven problemas matematicos o

extramatematicos aplicando el conocimiento

adquirido. '

g
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i Elrepaso: se hace larevision de! proceso, mediante el cual
se adquirié el conocimiento, este se viene
realizando en las deméas formas de fijacion y su
tarea principal es reactivar el conocimiento en el
estudiante.

Elrepaso debe hacerse inmediatamente se esta estudiando el tema
pues es el momento en que hay mayor tendencia al olvido.

Cabe anotar que la importancia de la consolidacién en el proceso
docente ~ educativo es extrema pues el objetivo de esta es
emprender una lucha contra el olvido, s decir adquirir conocimiento
paraun largo plazo. Ef otro momento del trabajo con la nueva materia
es el control, alli el maestro verifica si el estudiante ha comprendido
el objeto de estudio y cudl es el nivel de asimilacion del mismo.

En este momento se efectiian las tareas, los talleres y todo tipo
de actividades donde el estudiante demuestre las habilidades y
conocimientos que ha adquirido.

En este tipo de actividades es importante tener en cuenta algunas
recomendaciones como:

- Presentar los ejercicios de manera que éstos le propicien al
estudiante una consciente actividad de aprendizaje.

- Que en los gjercicios se desarrollen las capacidades en forma
integral .

- Que éstas sean significativas y motivadoras para el estudiante.

- Que lleven al estudiante a crear situaciones nuevas.

- Cada ejercicio debe contribuir a el desarrollo en los diferentes
campos del aprendizaje.

- Sedebe tener en cuenta la diferencia del aprendizaje encada
estudiante de modo que a menor nivel de aprendizaje se le
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ayude con datos o explicaciones adicionales y a mayor nivel
de aprendizaje se le aumente, dosificadamente, la cantidad y
dificultad de ejercicios.

- Variar las condiciones de los ejercicios de modo que se hallen
diferentes datos o se realicen nuevas cosas.

- Emplear en la redaccién de los ejercicios la misma persona,
preferiblemente la segunda y que sean claros y concisos.

- Procurar que la solucion sea aplicable a multiples situaciones,
es decir velar por |la universalidad de los ejercicios.

Recuérdese que la consolidacion esta ligada a toda actividad de
ensefianza-aprendizaje, ahora bien si éste esta gdecuadamente
planeado, debe considerar también la actividades de la evaluacion.

Para abordar el tema de la evaluacidén debemos tener en cuanta
que lo que se ensefia en matematicas debe ser de pleno
conocimiento del maestro, este debe conocer su génesis y las
posibles extensiones del mismo contenido, lo cual da
posibilidades de diagnosticar el nivel de partida para el préximo
aprendizaje y estimular la profundizacién con el tema de manera
individual y extra escolar, buscando un proceso mas productivo.

Para lievar a cabo un proceso de ensefianza- aprendizaje mas
productivo es importante tener en cuenta el nivel de desarrollo
cognitivo de los alumnos, lo cual es la rapidez con que aprende
cada individuo; todos somos suficientemente inteligentes para
aprender algo y en particular matematicas, pero cuando se nos
esta dando la oportunidad de aumentar &l nivel de inteligencia.

En consecuencia con lo anterior, tenemaos que no es necesario
apresurarse en la ensefianza de la matematica, después de todo
no se trata de dar una gran cantidad de informacién, sino que lo
que se estudie, por poco que sea, se aprenda.
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En el proceso de ensefanza-aprendizaje debe primar el ensefiarle
al estudiante a que recorra su propio camino y redescubra por si
mismo las cosas que otros han dejado ya demostradas; una buena
estrategia para ello es poner al estudiante en una situacion similar
a la que pudieron tener los mateméticos de otras épocas es decir,
partir de la historia de la matematica para liegar a valorar,
interpretar y aplicar los contenidos que hoy estudiamos, se debe
buscar ensefiar aprender.

Al respecto, Heideguer decia: "ensefiar es mas facil que aprender,
porque ensefar significa dejar aprender” .

Cuando todo esto se considera en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la matematica, se esta buscando mejorar la calidad
del aprendizaje de la misma; asi que la evaluacion que se haga
del proceso debe buscar dar cuenta de lo que se logra dia a dia
en el estudiante.

Segun lo. anterior, la evaluaciéon debe ser educativa, la cual
observa esencialmente los procesos que van elaborando los
estudiantes y el profesor. La evaluacion se asume como un
proceso que considera al estudiante en forma holistica, lo mira
- como el ser integral que es.

Respecto a la evaluacion, el colectivo de especialistas del ICCP
de cuba dice que “la evaluacion es un componente esencial del
proceso ensefianza - aprendizaje, que parte de la definicion
misma de los objetivos y concluye con la determinacion del grado
de eficiencia del proceso dado por la medida en que la actividad
del profesor y el alumno haya logrado como resultado los objetivos
propuestos” (Colectivo de especialista del ICCP, 1984).

7.4. FUNCIONES DE LA EVALUACION
Es asi como la evaluacion debe cumplir las siguientes funciones:
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7.4.1. Funcion instructiva:

Indica que a traves de la evaluacién el alumno también aprende,
pues al ser evaluado se contribuye con la consolidacion del
aprendizaje, se incrementa la actividad creadora del alumno, se
crea condiciones para asimilar la nueva materia en forma efectiva.

7.4.2. Funcion educativa:

Que favorezca una actividad mas responsable hacia el estudio,
contribuyendo a la atencion voluntaria y permanente, tiene
caracter motivador pues el alumno muestra mayor interés y fuerza
cuando se autoanaliza, fortaleciendo su caracter y formandose
capacidades constructivas; que sean criticos y autocriticos.

7.4.3. Funcién diagnostica:

Con la evaluacion se detectan las facilidades vy dificultades
individuales de los alumnos para que a partir de alli se fortalezcan
los primeros y mejoren los uitimos.

7.4.4. Funcidén desarrolladora :

Que los alumnos deban hacer anélisis, sintesis, inferencias, sacar
conclusiones, etc; en las actividades dadas que se propongan,
lo cual contribuye al desarrollo del pensamiento.

7.4.5. Funcion de control:

Que busque una comparacion entre el nivel de asimilacion actual
del alumno y el anterior; que el maestro verifigue cuanto se ha
fogrado respecto a lo programado.

Ademas se deben tener en cuenta los elementos que intervienen
en la evaluacidn, ellos son los objetivos, los contenidos, los
documentos y el sistema de evaluacién que se emplea.
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Al respecto, se plantea que se evalla el logro de los objetivos, la
evaluacion comienza con los objetivos y termina valorando el
logro de éstos. Son estos los objetivos de nivel, los generales de
la asignatura y los especificos del grado.

En cuanto a los contenidos, |a evaluacidon se debe programar de
modo que coincida con los temas que se han visto en las clases.
Existe una clasificacién de contenidos que son: referente a los
contenidos generales de las distintas asignaturas, los del plan
matematico y el tema de la clase.

Con relacion a los documentos se emplean lo que son el P.E.I, el
plan de estudios, et programa de area y el plan de curso de
donde debe surgir el plan de cada clase.

Ademas, referente a los tipos de evaluacion o sistema evaluativo
es importante planearla con la concertacion de los estudiantes,
teniendo en cuenta de respetar y cumplir lo que se acuerde, bien
sea examenes parciales y finales o una evaluacion continua,
frecuente y sistematica.

Cabe anotar, que si se ha optado por una evaluacion de
parciales y final y el estudiante a demostrado el logro del
objetivo en los parciales, no se hace necesario evaluarlo
nuevamente en el final.

Para llevar a cabo la evaluacion matematica se pueden abordar
diferentes clases de actividades:

- Las que llevan a la comprobacion, es hacer un corte en un
determinado momento para conocer el rendimiento académico
de los estudiantes, se comprueba para controlar.

- Las que llevan a un control frecuente, sistemético continuo,
son aquellas que de modo constante actan para verificar
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los objetivos alcanzados; se divide en control previo, cuya
tarea principal es diagnosticar y hacer un control sistematico,
donde se comprueban los resultados que se van obteniendo
durante el proceso.

- Y por ultimo, las que llevan a un control de medicién o calificaciones,
es una comparacion respecto a un patron aportado, a partir de
un objeto; por lo cual se emite una calificacién o da unainterpre-
tacion de las mediciones que permite arrojar un juicio de valor
en una escala establecida.

En todo caso, cuando se realiza una evaluacion se deben
hacer preguntas que se ajusten al logro de {os objetivos, a la
realidad del estudiante, al nivel de asimilacion que posee y al
tipo de consolidacién que se ha empleado.

Completando lo anterior, dichas evaluaciones deben ser:

- Validas: que apunten a comprobar los objetivos vistos.

- Confiables: que al aplicarse en grupos de un nivel similar se
obtengan resultados en un rango proximo.

- De facil manejo: donde las preguntas sean claras, precisas
y se tenga lo necesario o de lo contrario dar una aclaracion.

No obstante, estas recomendaciones de forma se puede
complementar con recomendaciones de fondo que aporten al
mejoramiento de la ejecucion de la evaluacion en el proceso
docente — educativo.

Teniendo en cuenta que el sujeto que se evallua pasa por distintas
etapas de desarrollo cognitivo, éstas se deben tener en cuenta
para el planeamiento e implementacion de las actividades de
aprendizaje y evaluacion, en cada etapa el estudiante esta en
condiciones de realizar o adquirir experienciasy conocimientos
que le ayuden a pasar a la etapa siguiente, este paso sera mas
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agil y productivo si el maestro disefia actividades agradablesy
positivas, acordes a la etapa en que se encuentran los
estudiantes, con el animo de que las aprovechen en pro de su
enriquecimiento y crecimiento personal.

Por otro lado, el sujeto como ser individual e integral, posee
un ritmo particular que en el momento de aprender algo es
diferente al de otros sujetos incluso de su misma edad en su
misma etapa de desarrollo cognitivo ¢ de sumismo grado, esta
individualidad debe respetarse en el estudiante evitando asi
la frustracion vy el fracaso en el logro de los objetivos.

Para contribuir al respeto por la individualidad del sujeto y un
buen proceso de evaluacion, se pueden aprovechar al maximo
situaciones que se presentan en clase como: las lecciones orales
y escritas, |las actividades para resolver en clase, los ejercicios
propuestos, las lecturas, las mesas redonda, los debates, las
preguntas y las respuestas que surjan frente a un tema
determinado; ya que estas le estan brindando informacién al
maestro y al estudiante, no solo sobre su nivel de asimilacion
académico, también sobre sus logros en matematicas, también
dejan ver el interés, el esfuerzo y la motivacion que tienen los
estudiantes por la Matematica. '

Ademas, estas actividades suelen disminuir en los estudiantes
los grados de estres y tension; los alejan de la idea de una “nota”
y los motiva mas a trabajar, claro esta que toda actividad que
se proponga debe ser evaluada para no permitir que el estudiante
decaiga en sus elaboraciones y ademas desarrolle aptitudes de
disciplina, responsabilidad, y puntualidad.

En correspondencia con lo anterior, se obtiene una evaluacion
integral del alumno cuando se tiene como idea principal de
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evaluar, no estigmatizar o clasificar fos estudiantes en buenos y
malos, sino en descubrir sus debilidades para actuar sobre ellas
y superarias.

Recuérdese que la Matemética, es una de las ciencias que mas
atemoriza a un buen porcentaje de estudiantes y si el proceso de
ensefanza- aprendizaje se desarrolla de manera amena,
productiva y constructiva acompaniada de una evaluacion que le
ayude a complementar su conocimiento, a afianzar su saber;
entonces se estara trabajando en procura de una mayor calidad
de la educacion matematica pues el estudiante que se acomode
al proceso en mencion desarrollaré una actitud positiva frente a
su aprendizaje de la matematica.
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RESUMEN

La propuesta didactica para lograr el aprendizaje significativo de
la solucion de la ecuacion lineal comprende el planteamiento de
una red conceptual como estrategia de intervencién pedagégica,
en la cual se integran diferentes métodos aplicados en su solucion,
reportados en la literatura sobre el tema, bajo una
recontextualizacién en el proceso de su ensefianza. Con ello, se
procura dotar de significado a cada uno de los aspectos
fundamentales involucrados en el proceso de solucion de la
ecuacion lineal, como son: la acepcion del signo igual como
identidad e igualdad ecuacional, el afianzamiento de las
identidades aritméticas y de las equivalencias e identidades
algebraicas, el planteamiento de ecuaciones como sistemas en
equilibrio y el desarrollo de algoritmos para su solucién.
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8.1. INTRODUCCION

Uno de los aspectos fundamentales en la ensefianza de las
matematicas consiste en lograr que los alumnos en los primeros
anos de la basica secundaria interioricen, de manera
significativa, los algoritmos aplicados en la solucién de las
ecuacionss lineales. Este propédsito toma mayor relevancia, dado
que es comun observar que en el proceso de la solucion de
ecuaciones, los alumnos se ven enfrentados a problemas de
orden cognitivo, evidenciados en el momento en que requieren
pasar de una solucién netamente intuitiva (caso X+3 = 8) auna
solucidn reflexiva (caso 3X+ 5 = 224). Adicionalmente, los
alumnos manifiestan dificultades durante el proceso de Ia
solucion de ecuaciones lineales cuando se ven enfrentados a
la necesidad de usar las propiedades formales de las
operaciones y a la aplicacidn del orden en que las operaciones
se deben ejecutar, especialmente, cuando se presenta mas de
una ocurrencia de variable.

Atendiendo a la necesidad de menguar los problemas
mencionados anteriormente, se propone el uso de una red
conceptual, ajustada a |la concepcidn tedrica planteada por el
profesor Oriando Mesa1, acorde con una propuesta didactica
integral. Dicha red conceptual consiste en la seleccién de un
motivo o problema inicial, la organizacion basica de los
contenidos tematicos que el motivo permite desarrollar, la
estructuracidn de niveles de conceptualizacién, la seleccién de
preguntas y actividades fundamentales, las posibilidades de
motivacion hacia otros aprendizajes y la evaluacion de los
procesos de aprendizaje.

' MESAB,, Orfando. Criterios y Eslrategias para la ensefianza de las mateméticas, Sanlafé de
Bogola, 1997,




8.2. CONCEPCION DE LA ESTRATEGIA DE INTERVENCION

La estrategia de intervencion propuesta, parte de considerar
como motivoe de aprendizaje a los diferentes métodos de
solucién de ecuaciones lineales recopilados de la |iteratura
r . . L. 2
sobre el tema por Hernan Ortiz y Nuredine Gaviria® , dado
gue poseen un fuerte componente activo o reflexivo que
permiten captar el interés del estudiante, generando la
construccién de aprendizajes significativos.

La exposicion de los contenidos teméticos que sustentan la
estrategia de intervencién se arganiza en orden creciente de
complejidad, de modo que posibilite la significacién de los
distintos aspectos involucrados en la solucion de las ecuaciones
lineales. Dicha exposicién de contenidos implica concepciones
de la psicologia, la epistemologia y la matematica formal.

Para el desarrollo de la estrategia se proponen actividades y
preguntas que permitan el afianzamiento de los distintos
aspectos involucrados en la solucién de ecuaciones.

Las actividades consideradas son de tipo libre y dirigida. Las
actividades libres permiten el descubrimiento de relaciones,
producto del analisis y la reflexion sobre hechos y tematicas
relacionadas. Las actividades dirigidas permiten la conduccion
hacia un objetivo particular.

Las preguntas elaboradas son de tipo cerradas y abiertas. Las
preguntas cerradas son aquellas cuyo fin es registrar los logros
alcanzados al rededor de los aprendizajes basicos. Las
preguntas abiertas son aquellas cuyo fin es promover la
reflexion, la creatividad y la investigacion.

?  ORTIZ,Hy GAVIRIA, N. Estrateglas para un aFrendizaée significativo de fa solucién de la
ecuacién fineal. Universidad de Antioquia, Medeltin, 1998,
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8.3. ESTRUCTURACION DE LA RED PARA EL DESARROLLO
DE LA ESTRATEGIA DE INTERVENCION

8.3.1. A. Afianzamiento del concepto del signo igual, " =",
en el contexto de la solucion de ecuaciones lineales.

Como requisito previo al proceso de solucién de |a ecuacion lineal

se debe dar claridad sobre las acepciones de la igualdad que

han de ser involucradas, con especial énfasis en las de identidad

y equivalencia .

8.3.1.1. Definiciones y conceptos

8.3.1.1.1.  Acepciones de la igualdad: Segun el diccionario
enciclopédico Espasa, el términoigualdad corresponde
a

En téerminos generales

- conformidad de una cosa con otra en naturaleza, forma,
calidad o cantidad.

- correspondencia y proporcién que resulta de muchas
partes que uniformemente componen un todo

En términos matematicos
- Expresion de equivalencia de dos cantidades.

ParaC. Pisoty M. Zamansky4, la nocidn de igualdad representada
por el simbolo " =" tiene varias acepciones en matematicas:

ESPASA CALPE S.A,, Madrid, 1997
4 PISOT, C y ZAMANSKY, M. Matemdticas generales. Algebra- Andlisis. 1967,

239




u lgualdad como identidad: x = y, la cual significa que no se
distinguira x de y. Asi, 3 =3.

5 Igualdad como condicional; igualdad entre los dos
miembros de una ecuacion; gx =5 .

u Igualdad como definidor de simbolos, ejemplo: y = f(x)

| Igualdad como isomorfismo entre dos conjuntos, ejemplo:
!11 =H,

= Igualdad como equivalencia, ejemplo; % = g

Entre tanto, de acuerdo con Martin Sccas y otross, en aritmética
el signo " =" se entiende como una "accién" fisica, el cual, unas
veces sirve para conectar un problema con suresultado numerico
como en 3 +5 =[] otras veces permite "relacionar" dos procesos
que dan el mismo resultado3 x 4 =4 .+ 4 + 4, y en algunos casos
relaciona la secuencia de pasos intermedios de un proceso que

conduce a un mismo resultado3 x (5 - 2)+ 4=3x3 + 4=13 (trece)

Al respecto, Kaye Stacey y Mollie MacGregors, consideran que
la interpretacion de las ecuaciones por parte de los estudiantes
puede ser influenciada por experiencias anteriores en aritmética,
por ejemplo, cuando su fundamentacion ha sido tal que el signo
igual le significa "dar o hacer", como en "3 mas 56 da 8"
Mencionan los autores que tal hecho se evidencia cuando los
estudiantes usan el signo igual para dar respuestas parciales

5  SOCAS, MARTIN y Ofros. Iniciacién al Algebra. Espafia: Sintesis, 1989
¢  STACEY,K and MacGREGOR;M . ldeas about symbolism that students bring to Algebra. En:
The Mathematics Teacher, Vol 99; No 2; 1897.
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moviéndose de izquierda a derecha, como en

56
3+5=8x7= > =28, siendo un uso restringido pero familiar

para el signo igual, el cual se considera un cbstaculo para el
entendimiento del proceso a seguir en la solucidén de las
ecuaciones.

Por su parte Consuelo MorosT, plantea que "para el trabajo
matematico es importante concebir |a igualdad y el signo mediante
el cual se representa, como una relacién de equivalencia". Esta
connotacidn es necesaria en consideracién a que, para ciertos
propoésitos, es posible y conveniente cambiar una expresién por
ofra, que tenga el mismo valor de certeza y que simplifique los
procedimientos.

Adicionalmente, para Martin Socas’ y otros, aparece una
connotacion importante en el sentido del signo " =" en su paso
de la aritmética al algebra, en la cual, el sentido de la igualdad
se conserva cuando en el algebra se frabaja con tautologias

algebréicas, ejemplo. 5x+5=>5(x+1), pero no en expresiones
- COMO 4y -3 =2x+7, que tan sélo es verdadera cuando x -5.

En este orden de ideas, se puede inferir que para muchos nifios
la conservacion de la igualdad no es una condicion obvia para
resolver ecuaciones, por lo tanto, su trascendentalidad en el
proceso de solucion tiene que ser bien estructurada.

8.3.1.1.2. Concepto de identidad: Desde el punto de vista
de la logica y de acuerdo con P. Suppes y S H|II en

7 MOROS, C y Otros. [terpretaciones y usos del signo fgual. En: Iniciacién al dlgebra escolar;
Universidad de Caldas, Caldas, 1897,
8 SOCAS, MARTINyO[ros Infciacién al Algebra Espafia: Sintesls, 1989
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castellano se pone con frecuencia alguna forma del verbo
"ser" (como: "es", "era", "son", "eran") entre dos terminos para
indicar que nombran o se refieren a una misma cosa, por
ejemplo:

Gabriel Garcia Marquez es el primer novelista colombiano en
ganar el Premio Nobel de Literatura

I

Definiendo: e
a

Gabriel Garcia Marquez
el primer novelista colombiano en
ganar el Premio Nobel de Literatura

lo cual, se puede simbolizar en la forma: e =q.

Para dichos autores el signo igual, " = ", se denomina
también "signo de identidad", sin embargo, es comun
utilizar el verbo " ser" en otro sentido que no corresponde
al de identidades, ejemplo:

a. Gabriel Garcia Marquez es un escritor colombiano; donde:
"Gabriel Garcia Marguez" nombra o indica fa misma cosa
que "un escritor colombiano”.

b. Los perros son animales; donde perros son idénticos a
animales.

En los anteriores ejemplos ho se cumple que:

a. Un escritor colombiano sea igual a Gabriel Garcia Mérquez
b. Animales seaigual a perros
9 SUPPES, Py HILL, 5. Introduccidn a fa 16gica matematica. Bogold: Reverté, 1993
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Para decidir cuando una proposicion puede traducirse utilizando
el signo de identidad es necesario precisar io que significa esta
acepcion, por lo cual, se debe recordar que el signo de identidad
se coloca sdlo entre términos que han de ser nombres de una
cosa y la misma cosa, porque dos cosas distintas no son ‘una
misma cosa. : '

Asi, es como los autores en mencién exponen el siguiente
ejemplo ilustrativo: dos lapices nuevos de la misma caja, aunque
tengan una apariencia tan igual que no se distingan, son sin
embargo, lapices distintos -no idénticos-, por lo que seria falso
decir "primer |apiz = segundo lapiz"; dado que decir.que son
iguales o idénticos significaria que son el mismo lapiz, y no que
son tan analogos que no se distinguen. Es por ello, por lo cual
el signo” =" no se coloca entre dos cosas, sino entre dos
simbolos de expresiones, significando que las dos expresiones
se refieren a una misma cosa o son la misma cosa. Asi se puede
decir;

Medellin =1a capital del_departémehto de Antioquié.
R . ... {se refieren al mismo sitio)
4x5=2x10. - . (se refieren a la misma cantidad)

Los autores considerados exponen que si bien la idea es simple,
en el lenguaje usual son frecuentes las confusiones, dado que
se usan las palabras "igual" o "identico" de unaforma que no es
estrictamente exacta ( para el ejemplo tratado "estos lapices son
identicos"), es decir, de unaforma no concordanie con el sentido
matematico y 16gico preciso.

8.3.1.1 .3HOConcepto de equivalencia: De acuedo con P. Suppes
y S. Hill', "dos proposiciones se dicen que son légicamente

" SUPPES, Py HILL, S. Introduccién a la Idgica matematica. Bogold: Reverlé, 1993
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equivalentes si, en cualquier posible asignacion de certeza, las
dos tienen el mismo valor de certeza"

Ej'emplo.: dadas dos proposiciones p, g se presenta las
posibilidades - ,

P19 iPy 9|9y P Pe—s
v | v v % Y
v | F F v F
Flv v F F
F|F v v v

Enel casoque p < q sea tautologico (es decir verdadero}, se

considera que existe una equivalencia tautolégica entre la
propo‘sicién p vy la proposicion q, es decir, p <> q. Estoes, ambas
proposiciones son légicamente equwa!entes (ambas verdaderas
0 ambas falsas).

sea la proposicion 1. p: 3+4=7
sea |la proposicion 2. g 3+8=11
por lo tanto, ' p< q [locual significa gue tienen

el mismo valor de verdad, mas
no que son idénticas (iguales))

Este planteamiento tiene importancia en el sentido de que al ser

equivalentes las dos proposiciones pueden ser intercambiadas,
es decir, a partir de una de ellas obtener la otra, asi:

3+4=73+4+4=7+4<3+8=11

Por su parte Gategno (1974), citado por Consuelo Morosﬁ,
plantea que la relacion de equivalencia, 'es considerada la

" MOROS, C y Otros. Interpretaciones y usos del signo igual. En: Iniciacién al dlgebra
escolar; Universidad de Caldas, Caldas, 1897, p 25-42
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relacion mas comprensiva, flexible y por lo tanto ia méas Util, la
mas amplia, dado que para ciertos propdsitos es posible cambiar
un item por otro, mientras que, por ejemplo, la identidad apunta
a un atributo el cual no cambia".

Ejemplo:
La expresién 3x 2 +3 esidéntica ala ‘expresion 3 x(2 +1)
dado que ambas se refieren al mlsmo atnbuto veamos
3+243=9y 3 (2+1)~
6+3=9 3+(3) =
9=9 9= 9

asi;3x2+3=3x(2+1)

La expresion 3x + 3 es idéntica a la expresmn 3+ (x+ 1),
dado que para cualqwer valor de x S|empre se cumpilra que
3x+3=3+(x+ 1), es decir, ambas expresiones se réferiran a la
m!sma cantidad.

La expresion3+2+3=9 es equwaiente tautologlcamente ala
expresion 3«2 +3-5=9 -5dado que ambas expresiones son
l6gicamente equivalentes, es decir, ambas son C|ertas {una de
ellas puede dedumrse de la otra), veamos: '

3x2+3=9 y 3x2+3:9

6+3=9 3x2+3-5=9-5
9=9 6+3-5=9-5
9— 5—9 5

4= 4 '

La expresion 3x +3 =9 es equivalente a ia expresmn x+1=3,
dado que la segunda se puede deducir de la primera y ambas
poseen el mismo valor de verdad para el mismo valor de x
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3x+3=9

3x+1)=9
3-(x+1) _9

3 3 donde ambas expresiones se cumplen para y = 2
x+1=3

8.3.1.2. Actividades y preguntas
8.3.1.2.1. Actividades libres

1)

a)

b)
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Actividades libres

Observe su cuerpo y establezca que partes de éste son
simitares, "iguales".

Exprese qué entiende por ser similar, ser igual o
idéntico y ser equivalente. Dé ejemplos.

Arme pares de figuras similares, "iguales”, con el material
resultante de recortar cada uno de los siguientes modelos, de
modo que las partes coloreadas y numeradas queden ubicadas
en posiciones similares y dibUjelas. Posteriormente, sustraiga
alguna de las partes de cada uno de los pares de figuras
armadas (correspondientes al mismo color y ndmero) y
dibujelos, analice cada nuevo par de figuras resultantes,
;,cémo resultan ser entre si, el nuevo par de ﬁguras’? '




8.3.1.2.2. Actividades dirigidas

i

a) Complete las figuras de modo que queden similares,
"iguales”.

"tguel o

b) Determine la cantidad de puntos, que debe contener el
circulo vacio en cada par de figuras, de modo que la cantidad
de puntos del lado izquierdo sea igual a la cantidad del lado
derecho.

L)

‘iguat @ “wuala'

i

SRR

Porqué? L porguér

¢) Complete |a siguiente secuencia de figuras de modo que cada
par de figuras queden similares, ‘"iguales", adicionando
elementos (dibujandolos) o elimindndolos (tachando con una
equis X). :

“igrael a" Plgual a" tgual a”
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d) Complete la siguiente secuencia de figuras, adicionando o
eliminando la cantidad de puntos necesarios, para que se
"conserve la igualdad” en la cantidad de puntos en ambos pares
de figuras. -

i "igual a" i, “Sgual "

8.3.1.2.3. Preguntas Cerradas

a) Cuando se realiza una accién a un lado de una igualdad,
2, qué se debe hacer en el otro lado de la igualdad, para que se
"conserven" iguales ambos lados?

b) Cuando dos objetos o cantidades iguales son modificados,
adicionando o eliminando el mismo elemento o cantidad a ambos
lados, qué se obtiene como resultado?

8.3.1.2.4. Preguntas abiertas

a) ¢Qué otro tipo de operaciones diferentes a la adicion o
eliminacion se pueden realizar en una igualdad para obtener
una nueva igualdad, equivalente a la inicial ?

b) ¢ Qué ventajas se pueden obtener al hacer transformaciones
de las igualdades ?

8.3.2. Afianzamiento de las identidades aritméticas,
identidades algebraicas y equivalencias algebraicas.

Antes de dar inicio a la solucién de la ecuacién lineal se debs
hacer claridad sobre lo que significay lo que se pretende conla
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generalizacién matemética’ y sobge el papel que juega el
simbolismo en la conceptualizacion = . De igual forma se debe
dar claridad sobre los conceptos de identidad aritmetlca e
identidad algebraica. :

l.a estrategia desarrollada acoge la rq?todologia propuesta por
Nicolas Herscovicks y Carolyn Kieran -, de partir de identidades
aritméticas para dar significade a las identidades algebraicas.

8.3.2.1. Definiciones y conceptos

8.3.2.1.1. Concepto de generalizacién matematica: Para Luis
Radford " la generalizacion depende de los objetos matematicos
que estan siendo generalizados, es decir, no es una actividad
libre del coniexto, existiendo muchas clases de generalizaciones

gue pueden todas ser muy diferentes.

Algunas de ias formas de generahza(;lon que pueden presentarse

son:

a) cuando los términos numencos son reemplazados por
variables, ejemplo 3x5=5x3 €N axb =bxa

b) cuando modelos o esquemas obtenidos en situaciones
concretas, generalmente numéricas, Son entendidos,
ejemplo: 2,4,6,8,...,2n

) . 18 . ‘. )
Para McLeEIan y Dewey, citados por K. Lovell ', la generalizacion
comprende dos subprocesos:

-2 Ver. SKEMP, Richard. Sicologia del aprendizaie de las matemdticas. Madrid: Morata, 2% Ed,
1993.

13 Ver. PHILIPP, Randofph. The Many Uses of Algebraic Variables. En: The Malhematics
Teacher. Vol 85 No 7; 1892,

" HERSCOVICS, Nand KIERAN, C. Ceonstructing Meaning fortheConcept of Equatién. En: The
Mathematics Teacher. Vol 73 N08 1980.

15 RADFORDL. Some Reflections on Teaching Algebra Through Generalizallcg} En: Approaches
to Algebra, Perspectives for Research and Teaching. Netherlands, 1996.

1® LOVELL, K. Desarrollo dé los conceptos bédsicos matemdticos ycnentlr cos en los nifios.
Madrid: Morata 6% Ed., 19 6
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a. Abstraccion o exclusion de todas las cualidades especificas
de cada objeto, excepto su "unicidad" o "singularidad”.

b. Agrupacién de objetos para formar una clase o conjunto
homogéneo.

8.3.2.1.2. Concepto de identidad aritmética: Es una igualdad
que involucra, Gnicamente, simbolos numéricos y simbolos
operacionales. Ejemplo: 3x5+12= 60 2-3.

Toda |gualdad aritmética es una ldentldad porque relaciona
expresiones equivalentes que corresponden al mismo atributo
o cantidad.

8.3.2.1.3. Concepto de identidad algebraica: Es unaigualdad
gue ademas de simbolos numéricos, involucra simbolos literales,
entre los cuales, por convenc;ones establecidas, unos
representan nlimeros paramétricos  (nimeros conomdos) y otros
representan nimeros generalizados, que hacen que dicha
igualdad se satisfaga para un rango determinado de
valores, como en las siguientes expresiones;

3x + 3 =30c+1); x representa un nimero generalizado {cualquiera)
X representa un nimero generalizado (cualguiera)
(ax)2+2abx+b=(ax+b)2;{
a,b representan niimeros paramétricos
leg X =2 jogx, x representa un rango de nimeros generalizados
(de valores positivos)

n_1u

Cuando mediante el simbolo se relacionan expresiones

equivalentes, se establece una identidad. Ejemplo:
12-(x+1)
4

T Pardmetro: varfable que, en una familia de elementos, sirve para identificar cada uno de ellos
mediante su valor numérico, .

Las expresiones 3x+3 VY son equivalentes, esto es,
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se cumple que para cualquier valor de x se obtiene el mismo
12 (x+1)

4

De lo anterior se desprende que toda identidad es una
equivalencia.

resultado, por lo tanto, 3x +3 = es una identidad.

8.3.2.1.4. Concepto de ecuacion lineal en términos de una
variable: Es una expresién de [a forma ax + b = ¢, donde x es Ia
incégnitay a, b, c son nimeros paramétricos (con ¢ diferente de
cero para gue exista la ecuacion). Ejemplo: 3x + 8 = 35. .

Cada parte que compone una ecuacion, y que estd separada
por el signo igual, recibe el nombre de miembro de ia ecuacion,
izquierdo y derecho.

Las ecuaciones, no son afirmaciones verdaderas univer-
salmente, es decir, el signo " =" no conexiona identidades, sino
que obliga a las incognitas a tomar un valor para que la expresién
sea verdadera, valor al cual se ie denomina solucién de la
ecuacion.

Las expresiones 3x + 3 y 2x + 5 no son equivalentes, esto es,
no se cumple que para todos los valores de x se obtiene el
mismo resultado, por lo tanto, 3x + 3 = 2x + 5 es una ecuacion.

8.3.21.5. Los %imbolos literales y sus diferentes usos:
Randolph Philipp  plantea que se deben diferenciar las maneras
en que las variables son usadas en contextos matematicos, y
usa el concepto de "simbolo literal" para describir el uso
matematico de una letra, reconociendo que una variable no
necesita ser representada por un simbolo literal, ejemplo:

9, +=9

' PHILIPP, Randolph. The Many Uses of Algebrale Varlables. En: The Mathematics Teacher. Vol
85 No 7; 1992 - -

D mm—_ii o e i ————
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El autor citado plantea que los simbolos literales pueden ser
usados como constantes, parametros, cantidades variantes,
incognitas, etiquetas, nimeros generalizados y como simbolos

abstractos, asi:

1. Etiquetas 1Y en 3/ =1Y (3 piesenuna

yarda)
2. Constantes T, e ¢ Namero irracional pi,base dei

logaritmo natural ¢,
¢ velocidad de la luz

3. Incognitas X en 5x-9=9

4, Niimeros Generalizados a,b en g+b=>b+a

5. Cantidades variantes X,y en y=9x-2

6. Parametros m,b en y=mx+b

7. Simbolos abstractds ax ax* x = x (identidad para la

operacién . )

Un simbolo literal implica una "incégnita" cuando la meta es
solucionar una ecuacion, ejemplo: x + 8 = 19, donde se requiere
determinar el valor de x, de modo que haga la ecuacion verdadera.
Los simbolos literales se refieren a "niimeros generalizados"
cuando todos los valores reemplazantes de los simbolos literales
resulten en una proposicién verdadera, como con las identidades
o en las tareas de transformar una expresion, ejempio: al simplificar
2t + 3t -9, en 5t - 9, esta implicita la identidad 2t + 3t = 5t.

, 19
Al respecto Martin Socas y Otros ™ , plantean que no parece
adecuado para el desarrollo del algebra hacer una introduccién
de la misma viendo las letras como un objeto, lo cual seria un

12 S0CAS, MARTIN y Otros.  Iniclacién al Algebra. Espafta: Sintesis, 1989
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contexto demasiado especifico que ahogaria su desarrolio
posterior. Analogamente, un comienzo del algebra de forma que
se considerara a los simbolos literales como incognitas
especificas con un unico valor, tambien limitaria el proceso
posterior. Por lo tanto, plantean que una .introduccion mas
adecuada podria ser considerar las letras como nameros
generalizados, lo cual permitiria pasar desde la arltmetlca hacia
su generalizacién y de esta al algebra.

8.3.2.2. Actividades y preguntas ' -
8.3.2.2.1. Actividades libres

a) Utilizando alguna de las distintas operaciones (+, — X, ), O
combinandolas, elabore ‘cinco identidades aritméticas. -

b) A partir de {as identidades obtenidas en .e'l'ejercicio a), realice
nuevas operaciones (+, —, x, +).a ambos lados de la igualdad
de modo que se generen nuevas identidades

¢) En cada una de las identidades obtenidas en el ejerc:|0|0 b),
cambie uno de los ndmeros por un simbolo fiteral. ¢Qué
representa ése simboio literal 7

d) Cambie los simbolos literales asignados en el gjercicio ¢), por
un ndmero diferente al dado inicialmente. Escriba lo que sucede.

8.3.2.2.2. Actividades dirigidas.

a) Realiza 'las siguientes operaciones e indica los pares de
ellas, en las cudles se obtlene el mismo resultado.

1) 6+12= - 5) 3x7+4+1—
2) 46+3)= 6) 2x5+3=
3) 5+48= 7} 4x6+12=
4) 3+4+5+6= 8) 10- 6+3x7=
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b) Enelespacio enblanco escriba la expresion del lado derecho
que iguala aladel [ado izquierdo, es decir, que den el mismo
resultado.

8+12 = (7x3)-9
2x8+6 = (18 +36) = 3

17- 7+2x4 = 4+6+12

6+(15-3)+2 = 3x5+4+1

c) Enlas siguientes igualdades que valor representan

- X X

+12=3+4+5s6 = . porgué?
2) A vsez2.M3 5 A - porque?
3) 3xB+4+1=10-5 +3x@ &» = _____ porqué?

4) 4x@+12= 4(@+3) . @ = porgquée?

d) En las siguientes igualdades, (',qué valor representana, m, zY n?

1) a+12= 3+4+5+6 a = ipor qué?
2) m+8=2m+3 m = Lpor qué?
3) 3z+4+1=10-5 +3z , = _ . - ipor qué?

4) 4n+12=4(n+3) - n = __ipor que?

e) En cada unadelas siguientes igualdades, asigna un valor
al simbolo literal diferente a los enconirados en el gjercicio d).

N a= . +12=3+4+5+6

254




¢ Qué pasa con laigualdad ?
2)m = _ +8=2___ +3

¢ Qué pasa con la igualdad ?

3) , = 3 +4+1=10-5+3__

$Qué pasa con la igualdad ?

Yp =_ 4 +12=4(___+3)
¢, Qué pasa con la igualdad ?
8.3.2.2.3. Preguntas cerradas

a) Sien una igualdad se efectdia una operacioén (+, —, x, +), en
uno solo de los lados del signo igual, ¢ qué pasa con la igualdad?.
¢ Qué se debe hacer en el otro lado del signo igual, para volver
a obtener una igualdad?

b) ¢Qué representan los simbolos @@3@ a,m,zYmn,
en los ejercicios c) yd), de la actividad 2) 7

c) ¢En la misma actividad, que diferencia hay entre lo que
representan 4, v s, Yy loque representan ; y 7.

d) Al transformar las igualdades del ejercicio d), de la
actividad 2), realizando nuevas operaciones (+, —, x, +), sobre
ellas, qué nuevosvalorestoman g, m, z Y n ?.

;Qué se puede concluir con relacion a las nuevas igualdades
surgidas?

8.3.2.2.4. Preguntas Abiertas

a) Dada la expresion 3x.42=3x+5, (qué valores puede
tomarx? ¢Qué se puede concluir?
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b) Dada la expresion s5x+3 = 6x—4, {Qué operaciones se
pueden realizar para dejar la “x” sola en un lado de la igualdad?

8.3.3. Afianzamiento del planteamiento de ecuaciones,

En el proceso de solucidon de la ecuacion lineal es fundamental
concebir 1as ecuaciones lineales como sistemas en equilibrio y
comprender lo que conlleva el plantearlas. Esto, partiendo desde
su representacion simbdlica, Para el logro de ello, se hacen
adaptaczones de los modelos propuestos por Joe Austiny H?aéncs
Votirath por Vicente Jimenes vy por Martin Soca y otros

8.3.3.1. Definiciones y Conceptos

8.3.3.1.1. Modelamiento de ecuaciones: De acuerdo con Claude
Janvier” la modelacién en general implica unafase de formulacion
que es completada con una fase de validacion. Durante la
formulacion la situacion es examinada con el propésito de establecer
relaciones entre las variables implicadas. Esta fase de formulacion
comprende una serie de transformaciones matematicas u
operaciones que conduzcan a un modelo con representacion
simbdlica. La fase de validacion consiste en probar |a validez del
modelo chequeando las situaciones gque se propone representar.

Para el citado autor el modelo tiene doble estatus. De un lado,
esta declarado en términos matematicos y permanece
independiente de la realidad de la cual emerge. Este estatus
abstracto queda confirmado por la aplicacion de reglas que
implican manipulacion de simbolos, probando una relacién

®  AUSTIN, Jand VOLLRATH, J. Representing, Solving, and Using Algebraic Equations. En:
Mathematics Teacher, Vol 82; No 8, 1989.

2 .1JIMENES Vicente. Como{ograruna ensenanza acliva de las matematicas. Espafia: CEAC,
880

2 SOCAS, MARTIN y Otros,  Iniciacién al Algebra, Espafa: Sintesis, 1989

n JANVEER Claude, Modeling and the Initiation info Algebra. En: Approach&s!oAgebra Perspectfves_
for Research and Teaching. Netherlands, 1996,
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matematica entre las "entidades" del modelo. De otro lado,
representa objetos concretos o relaciones que pueden ser
medidas. L.uego, los elementos del modelo (los parametros de
la férmuta, los rasgos globales del grafico, las caracteristicas de
las tablas) que previamente no han tenido significado deben
darsele significado contextual en la situacion bajo consideracion.
8.3.3.1.2. Equilibracion de ecuaciones: Equilibrar significa
hacer que una cosa se mantenga igual o proporcionada a otra, lo
cual, en el contexto de la solucion de ecuaciones lineales,
corresponde a: to que se hace a un lado de la igualdad, debe
hacerse en el otro.

8.3.3.2. Actividades y preguntas

8.3.3.2.1. Actividades libres

a) Dados una balanza de brazos iguales en equilibrio, unas
fichas y unos contenedores, donde cada contenedor solo podra
incluir en su interior igual nimero de fichas y considerando que

el peso de cada contenedor es despreciable, realice las siguientes
actividades:

contenedores

#% % fichas

(Adaptado de Austin y Vollrath,1989)




Si al interior de cada contenedor se introduce un ntmero
determinado de fichas (escoger cualquier cantidad):

i) Colocar fichas en uno o ambos platillos y contenedores en uno
solo de los platillos, de tal manera que la balanza se conserve en
equilibrio. Escriba la representacion simbolica de tal situacion,
representando el numero de fichas del contenedor por una
"incognita”.

ii) Colocar fichas en unoo en ambos platilios y contenedores
en los dos platillos, de manera que la balanza se conserve en
equilibrio. Escriba la representacion simboélica de tal situacion.

b) Dados un tablero dividido en dos por un segmento de linea,
fichas de forma triangular y circular, de colores azuf y rojo. Los
triangulos para representar incégnitas y los circulos para
representar la unidad. El color azul para representar incognitas
y numeros positivos, el color rojo para representar. mcogn;tas y
numeros negativos.

numero negativo

numero posmvo

@
&
A mcognlta negatzva

zncognita positiva

(Adaptado de Martin Socas y otros, 1989; Vicenté'di_menes,
1990) S

Si lo que se represente en el lado izquierdo del segmento central
debe ser"igual" a lo que se represente en el lado derecho, realice
las siguientes actividades, considerando que la incdgnita
representa un nimero determinado (escoger cualquier nGmero):
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i} Colocar fichas circulares en uno o en ambos lados y sélo
fichas triangulares en sélo uno de ellos, de manera que se
establezca la igualdad. Escriba la representacion simbolica de
la situacion.

it) Colocar fichas circulares en uno o en ambos {ados y fichas
triangulares en ambos lados, de manera que se establezca la
igualdad. Escriba la representacion simbdlica.

8.3.3.2.2, Actividades dirigidas

a) Dadas las condiciones del ejercicic a), de la actividad 1),
representar en la balanza de brazos las siguientes ecuaciones:

1. 34+x=10 4 p+d=2p
2. 4y =12 O. 3z+5=4z+1
3. 34+5m=13 6. k+11=2k+5+k

Dadas las condiciones del ejercicio b), de la actividad 1),
representar en el tablero de fichas las siguientes ecuaciones:

1. 2X+6=12 4. 3m—-4=10-4m
2. —g =5 5. 2p+3=p-8-5p
3. 4-2y=10 6. 3k+12=3(k+4)

8.3.3.2.3. Preguntas cerradas

a) Si al plantear una ecuacién se determiné que el contenedor o
fa incdgnita representaba un valor especifico. Como se pudo
establecer, representativamente, el equilibrio o igualdad en el
modelo de la balanza o la igualdad en el tablero de fichas?

b) ;Se podra en el modelo de la balanza representar una
situacion como x 1 4 = @7 Explique. ¢ Se podra representar en
el tablero de fichas la misma situacién? Explique.
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c) ¢,Cual es la diferencia esencial entre los modelos de la balanza
y el del tablero de fichas, con respecto a las ecuaciones gue se
pueden representar con cada uno ellos?

8.3.3.2.4. Preguntas abiertas

a) ;Chal es la diferencia entre representar la ecuacién
asignando previamente el valor de la incognita y representar una
ecuacion dada, desconociendo dicho valor?

b) ¢ Es posible representar cualquier ecuacion usando alguno
de los modelos anteriores? Explique.

8.3.4. Afianzamiento de la solucion de ecuaciones lineales.

Para la comprension de los algoritmos involucrados en la solucién
de la ecuacion lineal, se debe tener claridad sobre los conceptos
de transformaciones equivalentes; reversibilidad, jerarquizacion
y orden de las operaciones; de las propiedades de las operaciones
formales y de las igualdades; asi, como del concepto de
solucion.

Para esta parte de la propuesta se adaptan las ideas
desarroyadas por Pedro Puig  ; Gastén Mialaret ™ ; Mart)'n Socas
2 . . . 2

yotros  , y por Nicolas Herscovicks y Carolyn Kieran

8.3.4.1. Definiciones y conceptos
8.3.4.1.1. Concepto de solucién: Es el conjunto de valores que

convierten en verdadera a una funcion proposicional expresada
mediante una igualdad. Las ecuaciones pueden tenerunao

2 PUIG A, Pedro.  La Matemalica y su ensefianza actual. Madrid: Condor, 1960.

% MIALARET, Gastén. La resolucidn de problemas matematicos. En: Psicologia y aprendizaje.
N° g, 1985; p 33-48

% SOCAS, MARTIN y Otros.  Iniciacion al Algebra.  Espafia: Sintesis, 1989

27 HERSCOVICS, N and KIERAN, C. Constyucting Meaning for the Concept of Equation. En: The
Mathematics Teacher, Vol 73; No §; 1980,
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multiples soluciones, de acuerdo con el grado de la ecuacion, e
inclusive no tener solucién (conjunto vacio) para un conjunto

numérico en particular. Porejemplo ,2 , 5 = o, notiene solucién
en el conjunto de los reales(Re)‘ pero es una ecuacion cuya

solucién en R, corresponde al conjunto vacio.

8.3.4.1.2. Las transformaciones en la solucién de ecuaciones:

Martin Socas y otros, plantean que la causa de los errores en la
solucion de ecuaciones, radica, principalmente, en el
desconocimiento del significado del signo igual. Observandose qus,
en la solucién de las ecuaciones, los alumnos trabajan una parte de
la igualdad sin modificar el otro miembro de la misma manera.

Es por lo anterior que se propone que, en la solucién de
ecuaciones, se debe proceder de arriba hacia abajo mediante
transformaciones sucesivas de la relacion de expresiones, las
cuales han de ser transformadas aplicando las mismas
operaciones a ambos lados de la igualdad.

Para trabajar con ecuaciones se requiere, interpretar el signo
igual que aparece explicitamente y reconocer expresiones
equivalentes cuando no se dan.

Sin embargo, Rey Pastor y Pedro Puigza, plantean que: “las
transformaciones que estudia el algebra no suelen transformar
las ecuaciones en otras equivalentes, sino simplemente
consecuencia de ellas, de tal modo que puede asegurarse gue
toda solucidén del problema propuesto debe satisfacer a la
ecuacion final, es decir, se tiene la seguridad de no haber perdido

% REY PASTOR y PEDRO PUIG, 1948




solucidn ninguna al adoptar ésta Ultima ecuacién abandonando
las anteriores; 1o que no podra asegurarse es gque todas las
soluciones de ésta Uitima satisfagan a las condiciones impuestas,
y habra que desechar las que no cumplan, es decir, las soluciones
extrafas, introducidas por las transformaciones algebraicas".

Manifiestan los citados autores que como las transformaciones que
conservan la equivalencia son muy escasas y no bastan para llegar
a la ecuacion o sistema de ecuaciones resolubles, deberan utilizarse
solamente aquellas transformaciones que no hagan perder
soluciones, es decir, las que conducen a ecuaciones consecuencia
de las anteriores; pues de lo contrario, ademas de introducirse
soluciones extrafias podrén perderse soluciones verdaderas.

Es asi como los mencionados autores exponen que las
transformaciones de una ecuacién que conservan la
"aquivalencia” son: la adicion a los dos miembros de una misma
constante o funcion entera; la multiplicacion de los dos miembros
por una misma constante distinta de cero. No conservan, en
cambio, la equivalencia (sino ciertas condiciones) las operaciones
siguientes: adicion de funciones fraccionarias, multiplicacion
por una funcion cualquiera, entre otras. Sin embargo, como estas
transformaciones conservan todas las soluciones, es decir,
satisfacen al proceso deductivo directo, pueden usarse sin
inconveniente, y hasta son indispensables para llegar a la solucion
buscada, con la sola condicién de aplicar a los resultados el
proceso reductivo inverso que, en este caso, tan sencillo, se
reduce a una simple "comprobacion", sustituyendo en las
condiciones propuestas los valores obtenidos para desechar
aquellos que no la satisfacen.

8.3.4.1.2. Lareversibilidad en las operaciones: Segun Orlando
Mesa , podemos interpretar la reversibilidad como la capacidad

% MESA B., Orlando, Contexdos para el disefio de las situaciones problema en [a ensefianza de
las matematicas. Medellin, 1997, Inédito.
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del pensamiento para anular o compensar una accion
realizada con objetos materiales o simbodlicos. Gracias a la
reversibilidad podemos considerar simultaneamente, las
relaciones entre el "todo" y las "partes".

La adicidn y la sustraccion constituyen una relacion fuertemente
estructurada, esto es, no se puede comprender la una sin la ofra.
Simbdlicamente, asociadas al modelo: g4p - c, estan los
modelos. ¢—g=b ¥ ¢c—b=qg. AsSi un nifio comprende,
significativamente, |la adiciéon 8 +2 =10, con las sustracciones:
10-2=8Y. 10—-8=2 Existe, también, unarelacién fuertemente
estructurada entre las operaciones multiplicacion y division.

Simbdlicamente, para el esquema gx b = ¢, existen los esquemas
de la division:

¢ c . g

a by b =a . Elnifio comprendera el significado del esquema
. 12 12

4x3 =12 asociado a los esquemas: 3 4y i 3,

9.3.4.1.4. Jerarquizacién de operaciones: El orden jerarquico,
ascendente, en el desarrollo de las operaciones es: potenciacion,
multiplicacion y adicion; este orden se cumple también, para las
operaciones inversas, asi: radicacion, division y sustraccién,
siempre y cuando no aparezca signo de agrupacion alguno.

l.a multiplicacion es la simplificacion de la adicion, es decir, toda
multiplicacion indica una adicion, por lo tanto, la multiplicacion
tiene menor valor jerarquico que la adicion. Es por ello, que en
un ejercicio donde aparezcan adiciones y multiplicaciones, se
debe resolver primero las multiplicaciones y luego las adiciones.
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Ejemplo:
Resolver: ¢+4x5

4x5 eslomismoque 545+5+5
portanto, 6+4x5 eslomismoque 6+5+5+5+5=26

La potenciacién tiene implicita la multiplicacion y ésta a su vez,
la adicién, por lo tanto la potenciacion tiene menor valor jerarquico
que la multiplicacidon y la adicion, es decir, se debe resolver
primero la potencia, luego el producto y por ultimo la adicidn, en
aquellos ejercicios donde aparezcan las tres operaciones
combinadas. Ejemplo:

Alresolver: 74,824

»4 eslomismoque 2x2x2x2=16
8 x 2% s lomismo que 8x16 _
gx 24 eslomismoque 16 +16 +16 416 +16 +16 +16+16

portanto, 748x2* €slomismo que
7+l6+16+16+16+16+16+16 +16=135

La adicion y la sustraccion tienen igual orden jerarquico, por lo
tanto, es indiferente cual de ellas se resuelve primero, ejemplo:

Al resolver: 5+8-6
(5+8)-6=5+(8-6)
13-6=5+2
7=17

La muitiplicacion y la division tienen igual valor jerarquico, por io
tanto, es indiferente cual de ellas se resuelve primero, ejemplo:
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tanto, es indiferente cual de ellas se resuslve primero, ejemplo:

0 5548 9
2 2
%6 o o ] 15-9=5%x3-9
Resolver: 2 6=15-9
6= 6

Debe quedar claro que el orden jerarquico de las operaciones,
en un contexto general depende de la expresion particular que
se tenga, ejemplo:

2
bt {J4x9_l: 6, _6

. ——1=3-1=2
Resolver : 2 2 5 2

8.3.4.1.5. Orden de las operaciones: Elvalor jerarquico de las
operaciones se puede cambiar utilizando los sighos de
agrupacion, los cuales indican el orden en que se deben
desarroliar las operaciones. En el desarrollo de las operaciones
aritméticas, primero se debe dar solucion a las operaciones que
se encuentren mas interiormente en un sistema de signos de
agrupacion. Par lo general, para dicho sistema, se establece que
los signos de agrupacién mas interiores sean los paréntesis, luego
los corchetes y como signos més exteriores las llaves, Es asi
como primero se debe dar solucién a las operaciones que se
encuentren dentro de un paréntesis, luego las que se encuentren
entre corchetes y por Ultimo a las que se encuentren entre llaves.

Ejemplos:

a) Pararesolver (7.2 )2 se debe resolver primero la operacion
gue se encuentra dentro dei paréntesis y este resultado elevarlo
al cuadrado 52 _ 95
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b)  Resolver: [3x(4+5)-7
Solucién: [3x (4 +5)-7]=[3x9-7]=[27-7]=20

De acuerdo con Kaye Stacey y Mollie Mac Gregorso, en una
oracion simple del lenguaje ordinario, los cuentos descritos
ocurren en el orden establecido a menos que algin cambio de
orden sea especialmente indicado, gjemplo: cuando se lea la
instruccion:  introduzca” su cheque y selle el sobre, se quiere
decir que la primera cosa a hacer es poner el cheque en el sobre.
La misma instruccion puede ser expresada como: "antes" de
sellar el sobre asegurese de que su cheque fue infroducido. La
palabra "antes" significa que sellar el sobre, si bién, fue escrito
primero en la oracién no es la primera cosa a hacer. En una
ecuacion matematica las indicaciones para el orden no son los
mismos que en el lenguaje ordinario. Ellos incluyen paréntesis
(los cuales no son usados como en el lenguaje ordinario) e
indicaciones mas sutiles que deben ser deducidas de un
conocimiento de las reglas formales para la precedencia de
operaciones.

8.3.4.1.6. Propiedades de las operaciones formales, adicién
y multiplicacién: En el conjunto de los nimeros reales (R,),
estan definidas las operaciones: adicion ( +) y multiplicacion (.),
las cuales verifican las siguientes propiedades (llamadas también
axiomas de campo):

a) Clausurativa: Paratodo a,b € R, :a+b=c, talque ceR,
a-b=d, talque deR,
b) Conmutativa: Paratodo a,b € R, a+b=b+a
a-b=b-a

T STACEY, K and MacGREGOR, M. Ideas about symboelism that students bring to Algebra. £n;
The Mathematics Teacher, Vol 90; No 2; 1997.
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c) Asociativa: Paratodo a,bceR,. a+(b+c)=(a+b)+c
. a(bc)=(a-b)-c
d} Modulativa:
- Existe el real cero tal que, paratodo a ¢ R, g+0=0+a=a

- Existe el real uno talque, paratodo a ¢ R,. g.1=1-a=qa

El real cero es llamado: médulo o elemento neufro para la
adicion.

El real uno es llamado: médulo o elemento neutro para la
multiplicacién.

e) Invertiva: - Para cada numero real 4 , existe un real Unico
llamado el opuesto de ¢, y que
sedenota —¢, talque: a+(-a)=0
- Para cada nimero real g4 0, existe un reai
unico llamado el reciprocode 4, y que se

I

. 1 .
denota ,-1 6 P talque:;.,71-106 a'(;]wl

Debe notarse que — 4 norepresenta siempre un nimero negativo,
aunque en algunas ocaciones puede serlo.  Asi, - 3 es negativo
y el opuesto de 3, mientras que - (- 5) es positivo y es el
opuesto de - 5.

El opuesto de @ también se conoce como inverso aditivode a.
El reciproco de @ también es llamado inverso multiplicativo de a.

f) Distributiva de la multiplicacién: Paratodo g,b,¢ € R,:
a(b+c)=a-b+a-c

a(b-c)=a-b—-a-c
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g) Recolectiva de [a multiplicacién: Paratodo a,b,¢ e R,:
abra-c=a-(b+c)
a-b—a-c=a-(b-c)

8.3.4.1.7. Propiedades de la igualdad: Larelacion de igualdad
cumple con las siguientes propiedades:

a) Uniforme: Sig=p, entonces, gic=hac.

b) Reflexiva: 4=g4; b=b.

¢) Propiedad simétrica: Si y=p, entonces, p—g4

d) Propiedad transitiva: Si g=4 vy p=¢, entonces, g=c¢.

8.3.4.1.8. Solucién de ecuaciones lineales con una ocurrencia
de variable: Como estrategia en el proceso de solucién de
ecuaciones lineales con una ocurrencia de variable, se propone
realizar en primera instancia todas las operaciones aritméticas
posibles, posteriormente establecer el orden de las operaciones
implicadas en el planteamiento, esto es, tomandolas desde [a
- operacidn mas interior-hasta la mas exterior. Establecido lo -
anterior, se procede al estructuramiento del orden de las
operaciones que deben ejecutarse en el proceso de solucién de
la ecuacion, basandose para ello en el proceso reversible de
las operaciones implicadas en el planteamiento, las cuales se
deben desarrollar en el lado contrario de la igualdad al de aquel
en que se planted |la operacién ( proceso que se conoce como
transposicion de términos). Esto es, desde la operacion reversible
mas exterior, hasta la operacion reversible mas interior. Ejemplo:
32

.. ., 3x+ .
en el proceso de solucidn de la ecuacion ﬁﬂ . primero
X
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resolvemos las operaciones aritméticas posibles,

3x+9
quedando: =3, Posteriormente, se establece el orden de

las operaciones implicadas en su planteamiento y en el proceso
de solucion. Para esta ecuacion:

Orden de la operaciones {Orden de la operaciones reversible
en el planteamiento en el proceso de solucion
mds interior { pMyltiplicacién | més interior division
Adicién _ sustraccién.
més exterior 4 Givision 11155 exterior multiplicacion

Asi, el proceso de solucién se entiende como un proceso
reversible, ésto es, un proceso que involucra "deshacer" o
revertir las operaciones implicadas en su planteamiento.

Para el ejemplo tratado:

1°. Se "deshace" la operacién mas exterior, determinada en el
planteamiento de la ecuacion, mediante la operacion reversible
de esta, es decir, el nliimero que estaba dividiendo en un lado
de fa ecuacion pasa a multiplicar en el otro lado de la igualdad.

3x+9=3-10

2° Se “deshace" la siguiente operacion en orden de ejecucion
en el planteamiento de la ecuacion, es decir, el niimero que estaba
-siendo sumado a un lado de la iguaidad pasa a ser restado en
en otro iado de la igualdad.

3x=30-9
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3°. Se "deshace" la posterior operacion en orden de aparicion
en el planteamiento de la ecuacion, es decir, el nimero que

estaba multiplicando a un lado de la igualdad pasa a di.vidi_r al
otro lado de la igualdad. 21 '
X=——=

3

8.3.4.1.9, Solucién de ecuaciones lineales con mas de una
ocurrencia de variable: Para este tipo de ecuaciones se
plantea hacer uso de la aplicacién de las propiedades de la
igualdad vy de las operaciones. '

7

Ejemplo de solucidon de ecuaciones utilizando las propiedades
de las operaciones y de la igualdad

ax+b=c ecuacién dada
ax+b+( ~b)=c+{—b) propiedad uniforme de la igualdad
ax + 0= ¢+({~b) propicdad del inverso aditivo

ax = ¢—b propiedad rmodulativa y ley de signos

}-(ax)il((,‘“b) propiedad uniforme de la igualdad
a. T a o v

- (I~cz)}::l(c~é‘)) propiedad asociativa de la multipl.icacién
4] [4]

c—b . . e
propiedad del inverse multiplicativo

Lx =
41

x = &7 propiedad modulativa de la multiplicacion
« .

Al observar el proceso seguido, se puede considerar la siguiente*
secuencia
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ax + b =c
ax=c-b
c-b
a
enlacual, sepuede resumir sudesarrollo en los siguientes términos:

- la cantidad que estaba siendo sumada a un lado de ia
igualdad pasa a ser restadaen el ofro lado de la igualdad

- la cantidad que estaba multiplicando a un lado de la
igualdad pasa a dividir en el otro lado de la igualdad

Este proceso de simplificacion algoritmica se conoce como
transposicién de términos.

x+13:10

Ejemplo: solucionar la ecuacién.

Solucién aplicando las propiedades Solucién aplicando la
de la igualdad y de las operaciones transposicion de términos

x+13
=10
2 | x21_3=10
x+13
[ > )-2=10-2 x+13=10-2
X+13-13=20-13 x=20-13

=7 x=17
Cuando se presenta més de una ocurrencia de variable, lo mas
conveniente es tratar la solucién de las ecuaciones siguiendo
el modelo vertical con aplicacion de las propiedades de Ia
igualdad y las operaciones.

Ejemplo: Resolver la ecuacion: gx+b=cx+d
e —
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Proceso de solucion:

ac+bh= cx+d

-} = -b
ax+ 0= ex+d-5b
ax = x+d-b

— X = =X

(ee—c)-x= 0+d-2
(a—f:)_x_ d-b
{a—c) a—c

d-b
T =
a~c

8.3.4.2. Actividades y preguntas
8.3.4.2.1. Actividades libres

a}  Considerando que el peso del contenedor es despreciable
y dada la situacion de equilibrio en la figura, plantear nuevas
situaciones de equilibrio, adicionando o quitando fichas o
contenedores (con igual cantidad de fichas en su interior cada
uno), al esquema proporcionado. Escriba simbdlicamente la nueva
situacion de equilibrio.

=
B R o
fioaiher ity
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b} Considerando que la situacién representada en el lado
izquierdo del tablero esigual alarepresentada en el lado derecho,
plantear nuevas situaciones de igualdad, al esquema dado,
adicionando o quitando fichas triangulares o circulares. Escriba
simbdlicamente la hueva situacion de equilibrio.

—~4x+7=2x-5

c) Describa cual es el proceso que sigue al vestirse y cual es
el proceso que sigue al desvertirse (fas mismas prendas). Examine
las distintas posibilidades en el orden de vestirse y desvestirse
las prendas. Existe alguna relaciéon entre el orden al vestirse,
con respecto al orden al desvestirse (las mismas prendas).

d) Dados los nimeros 4, 8, y 12 escribir las posibles
igualdades que se pueden obtener con ellos, mediante las
distintas operaciones matematicas.

e) Dados los numeros 3, 5, y 15 escribir las posibles
igualdades que se pueden obtener con elios, mediante las
distintas operaciones matematicas.

(3+5)x8

f) Dada la expresion, =132 escribir nuevas

igualdades que puedan obtenerse haciendo uso de los mismos
numeros.
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8.3.4.2,2, Actividades dirigidas

a) Utilizando el modelo de la balanza o el tablero de fichas y
haciendo itransformaciones sucesivas, hallar el valor de la
incognita en las siguientes ecuaciones, esto es, dejando la
incognita sola y positiva a un lado y el valor numérico en el otro:

1.x+8=1M 4. 2x+5=-4x+ 13
2. 3Xx+9=5x+1 5 B34 2x=-5+x-4x
3. x+12=4 6. 2+(X+3)=-x+12

b) Sila ecuacién gm +3 =35 puede ser representada por el
diagrama:

-+ @)+ @8

y su solucion puede hallarse como:

@-—b"—#“ﬁ* 4

Donde s = 4. Describa el proceso seguido en |a solucion.

c) Represente de manera similar al diagrama anterior, cada
una de las siguientes ecuaciones y halle la solucion:

Sp
+ = —:3
1. 5+x=18 4. 15
11p-10
2.7x =42 5, ps =20
Tk
3. 8k—(-5)=61 6. w~6w—~3=11

d) Solucione las anteriores ecuaciones, segun el siguiente
modelo vertical para la solucion de la ecuacién: 7x + 5 = 9x -1
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Tx+5= 9x-1
-5 = _5
Tx = 9x-56
+6 = +6
FTx+6 = 9x
—-tx = =7z
+6 _ 2x
22
3= X

e) Utilizando el modelo vertical, solucmnar Eas ssgusentes
ecuaciones

Tx+9 o O 6x-3 2477

=3x+8 ‘ =
1, 4. = -
5 ~4J5c—3:2_x 5 8x+4_.12'_ 2x — 13 _5

3. 7-(2x+8)=10-(3x~4)
8.3.4.2.3. Preguntas Cerradas

a)' ¢ Es pos;ble con el modelo de la balanza y el tabfero llegar a

2
la soluc:lon x~§ ?. Expllque
b) Dadoque:4+8=12 y 4=12-8 6 8=12-4

3x5=15 y 3= 2 6 5= 2




¢, Qué representan los anteriores resultados ? Explique.

e) ¢Qué relacion existe entre los resultados planteados en el
literal b, de este numeral, y la forma gréfica de representar la
solucion en el literal b, de la actividad 2, de esta seccién ?

4) Preguntas Abiertas

a) ¢Por qué es importante pasar de los modelos a la forma
abstracta o simbélica?

b) ¢Por qué las ecuaciones de la forma gyx+d =cx+d S€
denominan ecuaciones lineales?

c) ¢ Qué representa el que las ecuaciones lineales tengan
una solucién, varias soluciones o ninguna solucién?

d) ¢ Puedes indicar otra forma, diferente a las vistas, de solucionar
las ecuaciones lineales?

8.4 CONCLUSIONES

¢ No es viable utilizar un Unico método, de los tratados,
para darle significado a todos los procesos involucrados
en la solucion de ecuaciones lineales. Por lo tanto, es
indispensable el tratamiento de los diferentes métodos,
de manera significativa, de modo que se logre la
interiorizacidon de los algoritmos involucrados en ellos,
como son: las transformaciones equivalentes, la
reversibilidad de las operaciones, la jerarquizaciény la
ordenacioén de las operaciones.
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Para lograr la significacion de los algoritmos de la solucion
de ecuaciones lineales es fundamental tratar la acepcion
del signo "igual” como identidad y como igualdad
ecuacional, con el propodsito de que el alumno interiorice
la necesidad de hacer transformaciones equivalentes,
indispensables para el algebra, como una extension de la
acepcion de igualdad utilizada en |a aritmética, en donde
la accion (operacion) origina directamente el resultado.

Se debe dar claridad al significado del simbolo literal
involucrado en la ecuacién lineal; esto es, como incégnita
0 como numero generalizado, primordial para el
tratamiento en el algebra.
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9. MATEMATICA EN TRAJE DE FANTASIA
RESUMEN

El trabajo es un articulo de articulos interdependientes que
muestran la relacion entre matematica, belleza, vida, poesia y
arte. Es una exquisita combinacion de palabras, metaforas,
imagenes y conceptos que testimonian el trabajo mateméatica
literatura. ' -

La otra cara del trabajo esta presupuestada en la sentida
necesidad de humanizar la ensefianza de la matemética, de
sensibilizar a profesores y estudiantes del érea para que utilicen
la ciencia en beneficio de la vida. Es una invitacién a pensar
juntos un espacio flexible, comtin, cargado de emociones para
motivar el estudio de la matematica que, esta vez, se presenta
vestida en traje de fantasia.
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9.1 INTRODUCCION

A pesar de las multiples aproximaciones que se han dado entre
la cienciay el arte, todavia hay quienes conservan un paralelismo
entre ellos y se niegan a disfrutar de los rasgos comunes que
comparten.

Pretendo explicar la cercania entre la poesia como expresion de
lo bello y la matematica como revelacion del espiritu en forma y
cantidad. Para elio exploro diferentes rincones de la condicién
humana: indago por la belleza en la matematica, comparo las
verdades que se forman en ellay a su alrededor, profundizo sobre
la importancia de la imaginacién y la fantasia en el trabajo
matematico, recorro el andamiaje poético para estudiar su relacién
con lo matematico e interpreto los fulgores poéticos de la
matematica hasta llegar a afirmar con Proclus, el filésofo
Neoplaténico del siglo V: “Donde hay ntimero, hay belfleza”.

Todo el texto se mueve en dos direcciones: una es la integracién
permanente que debe existir entre la matematica, la literatura y
la vida, y otra es la humanizacion del profesor de ciencias,
especialmente el de matematicas.

Para lograr mi proposito, me muevo por apartados que guardan
una relacién de interdependencia; finamente unidos entre si. Al
final escribo la bibliografia consultada y sugerlda paraquien desee
profundizar en el tema.

Debido a la naturaleza de este ensayo, es légico pensar que no
es la Unica ni |a dltima palabra; en él no hay verdades absolutas
sino verdades exquisitas. Mi cometido, como educador, es darle
continuidad a la discusion sobre la integracién didactica que
puede hacerse en la matematica, desde el preescolar hasta
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estudios de postgrado. Mi esperanza, en consecuencia, es
contribuir a la humanizacion de su ensefianza.

9.2 SENSIBILIZACION FRENTE A LA MATEMATICA

James Joseph Sylvester, matemético inglés, revel6 en sus escritos
una sensibilidad comparativa entre la matematica y las bellas
artes: “Acaso no puede describirse la misica como una
matemética de los sentidos y la matematica como una musica de
la razén” (Newman, 1985, p.289), dejando claro que el matematico
debe sentir su trabajo asf como el musico siente la musica.

El estudiante que no esta seducido frente a la belleza artistica
de la matematica, se empeiia en construir barreras para evadir
la responsabilidad que tiene con su intelecto, y se declara
imposibilitado para estudiarla, ayudado por el profesor de turno
quien, muchas veces, no escribe mensajes, ni palabras completas
en el tablero, sino que se acostumbra a las variables, a los
simbolos y a las abreviaciones; se hace poco expresivo y declara
asi un silencio sospechoso frente a la sensibilizacidn del contexto
matematico o incluso, imposibilitindose para participar en un
debate interdisciplinario.

La matematica, como ciencia, es un producto de la libre
imaginacion, de tal magnitud que se deja afirmar como un arte,
cobra vida y belleza en la poesia, en la musica, en el juego, enla
estética, entre otras disciplinas que significan el viaje del hombre
y la mujer por el cosmos.
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Quienes asi lo vemos, le encontramos sentido a las palabras
de Rabrindranath Tagore, poeta y educador hindu, premio
Nc’;_bel de 1913:

“Para mi las tablas de muitiplicar estan escritas en los pétalos
de las flores y en las nervaduras de las hojas. Sin saberio las
mariposas, las transportan sobre sus alas. He dicho esto a
mis amigos profesores de matematicas proponiéndoles que
sacaran de ello partido para sus ensefianzas. Han alzado los
hombros y tratado mis ideas de claro de luna. Sin duda se
trata de que ellos no son postas, como yo no soy matematico”.

La mateméatica no nace para asustar a nifios y a jovenes ni
para reiterarles su fracaso escolar cuando no la estudian. Yo,
como maestro de matematicas, debo ser un motivador hacia
el desarrollo del pensamiento matematico. En efecto, a
propoésito de mi frase de combate: “no hay efecto sin afecto”,
amo mi ocupacién y soy capaz de contagiar a mis semejantes
de tal manera que ellos quieran ser maestros, o en el menor
de los casos, estudiantes apasionados de la matemética.

El profesor de matematicas esta en el deber de mostrar
permanentemente el encanto de la obra matemética asi como
de presentar la genialidad del hombre que hay detrés de cada
trabajo matematico.

La invitacion es a que profundicen en esas almas bellas que
han entregado su esencia creadora; a que sean profetas que
animen a sus estudiantes a ver la tierra prometida que ya
ustedes han descubierto. Cuando lo hagan, les garantizo que
ni ustedes, ni sus clases, volveran a ser [o mismo.
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9.3 EL AMOR EN LA MATEMATICA

Hasta hace poco no podia ver despejado el camino; el horizonte
era borroso e incluso el espacio proximo era inseguro. Caminaba
como en la infancia; creyendo que al frente, donde las montafias
marcan su linea en el encuentro con el firmamento, terminaba la
extension de la tierra, alli estaba el fin del mundo. Creci varios
aflos con esa falsa idea en la cabeza, 1a misma que me hacia
permanecer con los brazos cruzados por temor a llegar hasta la
cima y descubrir lo inesperado o morir, como pensaba que les
ocurria a todos aquellos que lo hacian.

A los trece afos, obligado por mi padre, senti el primer susto
fuerte cuando, a caballo, nos dirigimos a un pueblo que quedaba
al otro lado de la montaiia. A medida que se reducia la distancia
a la cima, mi corazén tamborileaba de miedo, pero tenia la firme
compaiiia de mi padre; por eso el susto se convirtié en asombro.
iVaya sorpresal Descubri que el mundo era més grande de lo
que yo pensaba, y que habia mas mundo después de mi mundo.
Hoy, veinte afios después, vuelvo a tener la misma sensacion al
descubrir la existencia de estructuras posibles para homologar
esta realidad real. ¢ Cual fue mi descubrimiento? Tal vez no he
descubierto nada, sino que siempre ha estado ahi, adyacente a
lo que soy, siempre ha sido asi y ese argumento fue el gue me
descubrid.
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Mi descubrimiento va ligado a la practica operatoria de |a clase
de matematicas, o en cualquier otro espacio en el cual se
requiera romper el silencio para dar paso al conocimiento. Yo
sabia que podia aprender porque soy un eterno aprendiz. Yo
sabia que podia ensefiar matematicas y geometria, pero no
sabia que podia ensefiar a amar a través de la matematica, y
menos sabia que yo en las aulas, tanto como ensefiar
geometria habia ensefiado algo mas; habia formado un
conjunto de valores a través de la geometria. Habia mejorado
vidas y familias, habia orientado personas hacia puntos mas
elevados, habia formado principios tendientes a mejorar la
relacion entre las personas.

Por eso, cuando leo tratados de Juan Amoés Comenio, Werner
Jungk y José Marti, entre muchos otros, me ocurren dos cosas:
1) recuerdo a mi padre, quien escasamente sabia firmarse,
pero tenfa un profundo respeto por la vida y por el ser humano,
y 2) me doy cuenta de que no voy solo por las aulas.

Juzguen ustedes, ya que es inevitable escribir, al menos, tres
apuntes.

“Un matemético ama su ciencia. Eso no es suficiente para un
profesor de matemdética, é/ debe ademas, amar al nifio, conocer
sus capacidades y condiciones, si le quiere transmitir
conocimientos, desarrollar capacidades y habilidades
matematicas” (Jungk, 1879, p.6)

“Educar rectamente a la juventud no es imbuirle un parrago de
palabras, frases, sentencias y opiniones tomadas de los autores
sino abrir el entendimiento de las cosas para que broten arroyos
de é/ como de fuente viva y como de las yemas de los érboles
broten hojas, flores y frutos”. (Comenio, 19985, p.85)
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“Educar es depositar en cada hombre toda fa obra humana que le
ha antecedido: es hacer a cada hombre resumen del mundo
viviente, hasta el dia en que vive: es ponerio a nivel de su tiempo,
para que flote sobre él, y no dejarlo debajo de su tiempo, con lo
que no podria salir a flote: es preparar al hombre para la vida”.
(Marti, 1961, p.19)

Ese es mi descubrimiento. No he caido en el extremo de reducirlo
todo a una sencilla charla de parque. He llegado ala clase a hacer
construcciones geométricas, a demostrar teoremas, a resolver
problemas, a elaborar conceptos matematicos, pero lo mas
importante es que he hecho la pausa antes de trabajar con el
problema para escuchar el argumento del estudiante sobre el para -
qué se debe resolver, por qué se debe construir, cual es la ganancia
para la humanidad con dichos contenidos.

En ese debate reflexivo, paralelo al desarrollo de la materia, he
conocido el estado mental de mis estudiantes, me he enterado de
sus problemas, de sus hambres, de los reveses de su adolescencia
y de tantos otros sucesos que les pasa y que el profesor ignora.
Haber valorado el poder de la palabra con afecto y efecto en el
trabajo de clase, es [o que me ha posicionado como profesor que
no olvida a sus estudiantes en la necesidad de aprender mucho
mas que matematicas.

Hace poco lo corroboré, al ver cdmo desfilaban por la vida
personas que no eran sicarios ni delincuentes, no eran
matematicos, ni gedmetras, y en algunos casos, ni profesionales,
pero se podia leer en sus rostros cémo la matematica habia
hecho su trabajo de formadora de caracter; actuaban con cordura
y madurez, tenian en su caminar la esencia que el conocimiento
les habia legado: unidad, equilibrio, rectitud, reflexividad,
armonia, conciencia, enire otros valores y actitudes que pueden
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ser formados a través de la matematica. Podian orientarse con
valentia y rectitud en |la conquista de un mundo mejor para ellos
y para los suyos.

iVaya sorpresa! Descubri que el mundo podia ser mucho mas
grande de lo que yo suponia, y que en ese mundo habia la
posibilidad de fundir el amor, la vida y la matematica.

El ya citado Sylvester es un ejemplo de esta fusion. Escuchen
sus palabras y adviertan la fuerza viva que se deriva de sus
argumentos:

“El matematico vive mucho y vive joven;, las alas del alma no se
desprenden de él tempranamente, ni sus poros se entorpecen
con las primeras particulas que vuelan de los caminos
polvorientos de la vida vulgar’ (Newman, 1985, p.290)

9.4 LA BELLEZA DE LA MATEMATICA

Arthur Cayley, matematico inglés, al hablar de la extension de
la matematica moderna, expresa: “Una extension atestada de
bellos detalles, no una extension de simple uniformidad como
un plano sin objetos, sino una regién de un bello pais
contemplada al principio desde la distancia, pero que habré que
recorrer y estudiar en cada detalle: ladera y valle, rio y pefia,
bosque y flor. Pero, como en todo, también en una teoria
matematica la belleza puede percibirse, pero no explicarse”
(Newman, 1985, p.267)
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Haga usted un ejercicio para entender, en parte, las palabras de
Cayley: seleccione un poema que para usted sea bello y trate de
explicarle dicha belleza a otra persona. O hagalo si prefiere con
una pintura, una escultura o una verdad matematica. A menudo
me encuentro con “situaciones” que reconozco como bellas pero
cubiertas de dificultad para describir dicha belleza. Lo mismo ocurre
con la matematica. Sin embargo, con la naturalidad que se ensefia
a reconocer las partes del cuerpe humano, voy a entrar en varios
detalles que testimonian lo bello en la matematica.

Las obras del poeta, asi como las del pintor o las del matematico,
deben ser supremamente beilas para que perduren en la mente.
Podria decir que |a belleza es la primera prueba en un mundo
donde no hay lugar permanente para las mentes antiestéticas.
En forma anéloga, los malos algun dia entenderan que la maldad
no sélo es una empresa mala, sino que no tiene asidero en la
mente del mundo intelectual.

La matematica es esencialmente bella. No hay lugar en ella
para enunciados incoherentes; en vez de definir la fealdad, esta
en una permanente renovacién, movida por la simetria, la
continuidad y la perfeccion. Se ve alimentada por la expresion
humana; por el contacto permanente entre el hombre/mujer y
su medio; esta poéticamente expresada en la forma y en la
cantidad. El arte se nutre de su exquisitez como una bella mujer
que se maquifla con los mejores productos.

Algunas personalidades tenian una visién racionalista del arte:
Leibnitz, matematico aleman, veia en lamusica el gjercicio oculto
de un espiritu aritmético que no sabia lo que estaba cantando.
Santo Tomas de Aquino, tedlogo y fildésofo italiano, definio la
belleza como el esplendor y el orden. Para Schelling, fildsofo
aleman, la belleza es la representacion de lo infinito en io finito.
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Boileau, poeta francés, en uno de sus célebres versos dice:
“No hay serpiente, ni monstruo odioso que no pueda lfegar a
gustarnos por medio del arte”.

La matematica cumple con el condicionamiento puesto por la
belleza a todo aquello que deba calificarse como bello.
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En primer lugar, es clara la perfeccion y a integridad de la
matematica al tener completez en cada una de sus partes y en
el todo. No puede ser bello, como tampoco valido, un trigngulo
de dos lados, o un cuadrado que tenga uno de sus lados mas
largo que otro. Un prisma oblicuo es perfecto e integro en su
definicion como lo que es. Un conjunto es completo si se utilizan
los elementos légicos que lo forman.

Observe la siguiente sucesion: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.,.,
Probablemente usted no reconozca nada estético en dicha
sucesion. Pero si reconoce que cada nlimero, excepto el uno, se
forma con la suma de los dos anteriores, entonces encuentra
una interesante secuencia que se hace mas admirable cuando
la vea en ios gajos de algunas plantas, asi como la vio Fibonnaci.
En segundo lugar, la mateméatica tiene proporcién y armonia:
existe concordancia de las partes entre sf, asi como de las partes
con el todo.-Es agradable ver como los contenidos matematicos
se necesitan mutuamente; estan interconectados unos con otros.
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Existe, ademas, una bella sinonimia entre contenidos. Un ejemplo
breve de este particular es: . :

En légica: La negacién de |la negacion de p es p.

En conjuntos: El complemento del complemento de A es A.

En aritmética: El inverso del inverso de “a" es “a”.

En estadistica: E! evento contrario del evento contrario de A
es A

Resulta muy grato ademas, al estudiar triangulos rectangulos,
ver como al estirarlos o angostarlos por uno de sus vértices, el
angulo recto permanece quieto, pero los angulos agudos se
compensan entre si para no dafiar la regla armoénica que deben
cumplir al sumar entre los dos 90 grados.

La observacion anterior se extiende a los catetos. Observe que
los catetos se alargan o se acortan para corresponderse
mutuamente con el angulo mas grande o mas pequeno: “en todo
triangulo rectangulo, el cateto mayor se opone al 4ngulo agudo
de mayor medida”. .

En tercer lugar, la matematica abre caminos con su esplendor y
claridad. Es muy satisfactorio resolver una situacion que parecia
irremediable. La matemética sirve para interpretar mejor el mundo;
para significar nuestra evolucion y conocer afondo los fenémenos
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que nos rodean. ¢Quién no ha sentido alegria al resolver un
problema mateméatico?. La resolucion exitosa de problemas
matematicos nos infla el pecho hasta el punto de mirarnos al
espejo y vernos mas bonitos y méas capaces. Nos sumimos en la
autocontemplacion a partir de la belleza matematica.

A menudo me toca ver como los estudiantes que resuelven
problemas matematicos enderezan su cuello y hacen ademanes
entusiastas frente a la conquista obtenida. Sin duda, entender la
ciencia matematica los hace ver mas bellos y los proyecta como
mejores personas.

En cuarto lugar, la mateméatica tiene sus propias leyes internas,
las mismas que {a hacen ver como una obra de arte. Es belia una
construccion geoméfrica o la demostracién de un teorema. Asi
como puede percibirse una belleza generalizada en las
propiedades de las operaciones aritméticas. La ley clausurativa,
por ejemplo, se enuncia en la suma de nimeros naturales, similar
a cualquier operacion entre iguales:

La suma de dos numeros naturales da como resulfado otro
_ numero natural.
La unién de dos especies vivas da como resuftado otra
especie viva.

Cuando se mata, sjemplo comdn en nuestro pais, se rompe,
entre otras muchas leyes, con la ley clausurativa; porque la
relacién de dos seres vivos debe generar vida y no muerte.

Todo proceso debe redundar en el mejoramiento de la condicion
humana.

Lo que se necesita es el desarrollo consciente de |a sensibilidad
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frente al trabajo matematico. La matematica calibra el
pensamiento, aclara el camino hacia la comprension del todo, no
s6lo opera en el campo de la razén sino también en el campo de
la emocion, de ahi que estemos llamados a contemplar su belleza
para luego trasladarla a los seres y a las cosas que nos rodean.

En quinto lugar, la belleza, como {a matematica, encuentra una
exacta justificacién en la vigilante relacién entre forma y razon;
contenido e idea; figura y medida. La belleza de un teorema
matemético depende de su sencillez y formalidad, y esté
sometida a la comprension de quien fundamenta o de quien
atiende a la demostracion.

Més que bello es justo afirmar
que entre dos fracciones de
igual humerador es mayor la
que tenga menor denominador

S > L,

4 6

Camo no valorar la trascendencia de enunciados que nos
ayudan a una mejor captacién del mundo como aquel que dice
“el camino mas corto entre dos puntos es la linea recta” o
propiedades que permiten el discernimiento en lo social y en
todos los dordenes como la ley transitiva:

Si a es mayor que b y b es mayor que ¢, entonces a es
mayor que c.
Si A es representante de B y B es representante de C,
Entonces A es representante de C

Continuando con la belleza de los enunciados matematicos, en
un tridngulo rectanguio de catetos a y b, y cuya hipotenusa es
c, pueden admirarse varios saberes geométricos que funden la
verdad con la belleza:
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La hipotenusa es mayor que cualqtfjiera de los catetos.
La suma de los catetos es mayor que la hipotenusa.
El area del triangulo rectangulo es la mitad de la del rectangulo.

La suma del cuadrado de los catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa.

La suma de los angulos agudos del triangulo es 90° grados.

Es sorprendente la demostracion que se hace de teoremas, en
la cual uno va hilvanando como por arte de magia una serie de
verdades, para ello construye, reemplaza, despeja, iguala,
recuerda, hasta obtener una verdad final.

Por ejemplo: En todo triangulo la suma de los angulos interiores
es igual a 180°.

Hipotesis: ABC Triangulo Tesis: A+B + C =180°
Figura Verdad Razén
X 7Ny Y XEATY=TE0 o5 3 forman un dngulo lano
3.8 y=¢ Porque son afternos infernos
C 4, B+A+C=180°  Porque son alternos internos
5. A+B+C=180"  Sustituyendo 2y 3en 1

Ley conmutativa en la suma
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Otro ejemplo de belleza matematica puede verse en los siguientes
productos, aungue en todo resultado hay belleza.

11 x 11 =121
111 x 111 =12321
1111 x 1111 =1234321
11111 x 11111 =123454321
111111 x 111111 =12345654321
1111111 x 1111111 =1234567654321
11111111 x 11111111 =123456787654321
111111111 x 111111111 =12345678987654321

Finalmente, la belleza matematica, como cualquier otra belleza,
necesita ser ilustrada. De la misma manera como se ensefia
apreciacion musical, debe ensefiarse apreciacién matematica;
esto es, mostrar el inquietante camino desde la antigiiedad hasta
nuestros dias, ensefiar a disfrutar de las grandes sinfonias
matematicas creadas por la mente humana como: la geometria
fractal, la teoria de los nimeros, los mundos que se derivan de
las formas pianas, las paradojas del infinito, las formas
espaciales que retratan el mundo en que vivimos, entre otras
muchas bellezas que yacen escondidas en la formalizacién
matematica que, dia a dia, llena los tableros y las mentes. -
Quien no tenga la capacidad de asombrarse frente alos resultados
de fa matematica, no merece ser un maestro de la misma.

9.5 LA VERDAD ARTISTICA DE LA MATEMATICA
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Leo Kofier plantea: “En la identidad de forma y contenido la
forma artistica plasmada por el poeta en su obra no puede
considerarse como acabada y suficiente sino cuando
corresponde a la verdad, cuando es verdadera; e inversamente,
el contenido expresado sélo alberga la verdad cuando recibe la
forma que corresponde y expresa la verdad” (Kofler, 1972, p.43)

La verdad matematica necesita de la demostracion, bien sea
por la via lbgica, o por la practica real en la cual se pueden
mostrar resultados posibles. Existen varias formas de demostrar
que 20 dividido 4 da 5, una de ellas es |a aplicacién del algoritmo
de {a division, otra puede ser [a utilizacién de material concreto
para mostrar 5 montoncitos de a 4 6 4 montoncitos de a 5. La
verdad matematica puede someterse a la duda ya que es facil
encontrar el camino que demuestre |a veracidad o falsedad de
los enunciados. '

En el teorema: En todo triangulo, un angulo exterior es igual
a la suma de los dos angulos interiores no adyacentes: X=A+B,
la verdad establecida puede mostrarse a través de un nimero
finito de graficas que la verifiquen, puede pedirse al grupo que
construya por lo menos una gréfica donde no se cumpla el
enunciado, que |o contradiga con certeza. O puede, finalmente,
demostrarse el teorema utilizando una serie de verdades
anteriores como: suma de dngulos interiores de un triangulo,
angulos adyacentes y sustitucién de variables.

Los problemas cognoscitivos que se plantea el artista ha de
resolverlos artisticamente, asi como los teoremas matematicos
se demuesiran por la via matemética.

La verdad artistica esta sujeta, por su parte, a la armonia, a la
completez y a |la representacién de una realidad definida por el
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artista quien agrega los elementos en la obra de acuerdo con su
estado emocional, con el conocimiento que tenga de ia realidad
que quiere representar, perturbado por ella y a su vez “sacando
de adentro” lo que él tiene definido como verdadero. Es légico
pensar que un artista no puede representar aqueilo que no
conoce.

Si el arte no reflsja la realidad, si no permite una construccion de
la verdad y del bien, no contiene la verdad, o encierra en si una
verdad muy cuestionable frente al sentido de lo verdadero. Derivo
este sentir de una definicidon humanizadora del arte, de Chester
Morris: “El arte es un lenguaje para formar valores”, y establezco
el paralelo: La matematica es un lenguaje para formar principios,
actitudes y valores.

La sensibilidad es el elemento para definir una obra de arte como
verdadera, verdad calificada por el ser sensible que se deja atraer
por la obra y que puede verla incluso con los ojos cerrados. Pero,
la percepcion y ia intuicion que llevan a percibir una obra de arte
como verdadera, nos pueden conducir a una verdad distante de
ser una verdad matematica. Se puede apreciar una recta sin serlo,
un triangulo que sea rectangulo puede no verse asi. Por eso la
mateméatica tiene definida una serie de simbolos y precisiones
gue no dan lugar a la intuicién equivocada.

La matematica, libre de interpretaciones equivocas, es cierta, si
se piensa la certeza como la

formulacién matematica de la verdad. A

La certeza es una de las verdades

incondicionales de la matematica. En A X

ella no se presiente la verdad sino que

se encuentra. Dicha certeza se

fundamenta en las relacionas de los nimeros, de las figuras, en
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lanaturaleza de |a l6gica, incluso en los fendmenos de variacion.

René Descartes, fildbsofo y matematico francés, preserva la
posibilidad de la certeza cuando nuestro pensamiento después
de la duda metddica, encuentra una idea clara que escapa de
las finas telarafias de la duda y nos obliga a consolidarla como
verdad y a sumarnos a ella.

En muchos casos las pruebas que se aplican a los estudiantes
tienen un ingrediente adivinatorio, dado que el profesor piensa
de una manera diferente a como piensan sus estudiantes.
Observe el siguiente ejemplo, ocurrido en un primer semestre de
matematicas.

La pregunta formulada fue: Imagine que usted toma una hoja
tamano carta (28x22) y la corta exactamente a |la mitad, luego
junta las dos mitades y corta de nuevo a la mitad, después junta
las cuatro partes iguales y corta exactamente a la mitad.

Después de los tres cortes, ¢ cual es el nUmero de rectangulos?
¢, Cual es el ancho de cada rectangulo pequefio?

El primer problema surgio cuando los estudiantes imaginaron el
corte o cortaron de una manera diferente a la que yo habia
imaginado. De este hecho se derivaron varias respuestas y no
una sola como era |lo esperado.
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El segundo problema interesante que surgio fue el de determinar
el ancho de cada rectanguio pequefio, suponiendo incluso que
todos doblaran de la misma forma. Para unos el ancho era 11 cm
y para otros era 7 cm. ¢ Cual era el ancho que elios estaban
considerando? :

Para que usted entienda la magnitud de la discusién que se nos
presentd, seflale el ancho de cada uno de los siguientes
rectangulos

Alguno ilegé a decirme que la tercera figura no tenia ancho.
Finalmente, para ayudar a la comprension tuve que dibujarles
una carretera. Nadie dudé sobre cual era el ancho y cual-era el
largo. En este caso el largo o la longitud de la carretera era
exagerado como para decir que era el ancho

¢ Cudl es el ancho? ¢ Cual el largo? ¢ Qué criterios matematicos
existen para no confundirse y elegir el camino correcto?

La nueva enciclopedia Larousse registra “ancho: dicese de lo
que tiene mas o menos anchura”, refiriéndose a un espacio fisico
que visto de frente puede decirse que tiene anchura. Mas
adelante, la citada enciclopedia dice: “la menor de las dos
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dimensiones principales de los cuerpos’. Esta segunda acepcion
nos permite cerrar momentaneamente la discusién, no sin antes
concluir gue, en estos casos, la verdad matematica no cambia al
voltear o mover la figura de andlisis; es decir, los tres tridngulos
siguientes son rectangulos, aunque cierta costumbre matemaética
reconozca mas facilmente el primero que los otros dos.
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Laverdad matematica puede demostrarse en la vigilante relacion
entre el pensamiento y larealidad contextual. Asi la verdad brota

ante nuestros ojos y nos guia por el camino de la ciencia.

.”
I,
N

La mencionada verdad dista de la verdad artistica en cuanto es
muy subjetivo hablar de la certeza de una obra de arte. El arte
verdadero, si bien se funda en la verdad. reflejada del mundo
real, no puede poseer la verdad absoluta, por mucha
generalizacion que tenga. Sobre arte se dicen muchas verdades,
sujetas a una técnica, a un estilo o a un artista en particular.

El arte es a la imaginacién como la matematica es a la razon.
Pero no por eso se deja de buscar en la matematica la verdad
artistica. Podemos mostrar como la imaginacién lleg6 a concebir
grandes adelantos en la matematica. La matematica es un arte
en cuanto es producto de la libre imaginacién. Al arte no puede
aplicarse el criterio de la verdad cientifica porque va mas unido a
la imaginacién que a la investigacion, a pesar de tener una
correspondencia con la realidad. '

En este sentido, puede hablarse de una verdad artistica de la
matematica que dista de la verdad cientifica porque, como es
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légico, no puede asegurarse que un triangulo es un cuadrilatero
de tres lados, o que tres mas tres es igual a nueve, suena divertido
sin lugar a dudas pero no constituyen verdades mateméticas. De
ser asi, terminariamos aceptando que la mitad de uno es el
ombligo y no un medio, o que la mitad de 8 es 3 porque si lo
cortamos con una tijera por la mitad (£13) queda un 3.

Una vez les pregunté a los estudiantes de grado once, en una
clase sobre desarrollo del pensamiento metaférico en la
matematica, ¢ qué veian en la figura siguiente?

Hubo mas de veinte respuestas diferentes, desde "un huevo
encarcelado” o "una cajita para guardar suefios" hasta "una elipse
inscrita en un rectangulo”. En mi concepto, todos decian la verdad.

La verdad va ligada a la concepcién que se tenga de los objetos
que estan en juego. Depende tanto del instante en el que se esta
trabajando como de los referentes que tengan los estudiantes.
Hay proposiciones cuyo valor de verdad esta sumergido en la
ambigUedad; pueden ser verdaderas ahora y sin embargo dentro
de un tiempo ser falsas. Cuéntas veces nos ocurre en el salén de
clases que lo que queremos sentar como verdadero es entendido
por los alumnos como falso. La interpretacién momentanea los
lleva a dudar de la verdad que se esta diciendo.
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La proposicion: "la distancia entre dos puntos es [a linea recta” es
tan verdadera como la proposicion: "la distancia entre dos puntos
es una curva'. Son verdades que van ligados al contexto; la primera
a la geometria euclidiana y la segunda a las geometrias no
euclidianas. Las dos se constituyen en verdades geoméfricas, mas
no asi la verdad enunciada por el escritor que dijo: "la distancia
mas corta entre dos puntos es la risa", ni la propaganda que dice
"la distancia mas corta entre dos puntos es la tarjeta débito".

Al escribir en el tablero, el profesor de matematicas debe no sélo
indagar al estudiante sobre la verdad que él ve alli representada,
sino también orientario hacia lo que él quiere que se incorpore
como verdadero. Todavia mas, debe enunciar las caracteristicas
esenciales de lo que él esta presentando como verdadero, libre
de apreciaciones personales. Las cosas tienen su propio lenguaje
y sus propias verdades.

Por eso, los estudiantes que dijeron que, simbolo 16gico que quiere
decir para todo, era una A al revés, o que, simbolo que representa
el infinito, era un ocho acostado, o el alumno que expresé que O,
simbolo de la radicacion, era una “ere” empinada, tenian tanta
razon circunstancial como los que expresaron el significado
matematico correcto de los simbolos.

No estoy diciendo que se convalide cualquier tipo de verdad en
la enseflanza de la ciencia, ya gue reconozco la condicién de
universalidad del lenguaje cientifico asi como su funcion
referencial. Lo que si debe hacerse es aceptar la verdad del
estudiante y ayudarle a modificarla en caso de error interpretativo.

Dos lineas pueden ser paralelas para un observador mientras
que para otro no. Pero la certeza del enunciado matematico que
las define como tal no permite dudar. Aunque un observador no
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las vea paralelas, las |lineas son paralelas porgue la verdad
circunstancial exige que sean paralelas, asi el profesor no las
haya trazado con regla y compés ni con la escuadra.

Confieso que me sorprendi mucho viendo aquel cuadro en el
cual habia pajaros volando de izquierda a derecha, mientras mi
compafero veia peces nadando de derecha a izquierda.
Estabamos en el mismo plano y mirando el mismo cuadro, lo que
pasaba era que yo miraba la parte blanca de la obra mientras
que él miraba la parte azul. En efecto, eran dos verdades
totaimente contrarias pero verdades las dos. Habiamos caido en
el ingenio de Escher.

Frente al siguiente cuadro, qué ven ustedes: Un marco recostado
en el tallo de un érbol, una ameba en un microscopio, un cuadro
que muestra un camino con pequerios charcos, o acaso una jirafa
gue pasa frente a su ventana.

Lo que gueremos dar a entender es que Ios sentidos pueden
enganarnos en el momento de ratificar las verdades,
matematicas o no, de ahi que se tenga que diferenciar entre
verdad relativa y verdad absoluta.

A propdsito del absoluto y respecto a las parabolas del evangelio
utilizadas por Jesucristo, encontré en la red un chiste bastante
Curioso:
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Les dijo JesuUs a sus discipulos:
- Enverdad os digo que y = x?
Los discipulos comentan entre si, y dice Pedro:
- Maestro, no entendemos. ..
Jesus lo increpa:
- jEs una parabola bruto!

Para los que no son entendidos en la materia, y=x* es una funcion
que al ser graficada origina un tipo de parabola. ¢Se imaginan
ustedes estar hablando de parabola, como la gréafica, a un joven
que la esta entendiendo como la ensefianza o moraleja?.

Segun la Mathematical Gazette, cuando Tennyson escribié La
Visién del Pecado, Charles Babbage, el matematico, lo leyé. Se
dice que a continuacion, escribio la siguiente carta al poeta:

En su, por ofro lado, bello poema, hay un verso que dice: Cada
momento muere un hombre / Cada momento nace uno. Es
evidente que de ser esto cierto, la poblacion del mundo seria
estable. Lo cierto es que la tasa de nacimientos excede
ligeramente a la de defunciones. Yo sugeriria que en la
préxima edicion de su poema escriba: Cada momento muere
un hombre / Cada momento 1-1%- nace.

Hablando estrictamente, esto no es correcto. La cifra real es un
decimal tan largo que no cabria en la linea, pero creo que 1 L
sera una aproximacion suficiente para la poesia 16

Olvidé Babbage, el matematico, que el oficio del poeta, como
dice Samuel Jonson, no es examinar lo individual sino la especie;
observar las propiedades generales y las apariencias a grandes
trazos. El poema, como obra de arte, crea su propio mundo,
distante del mundo en el cual se mueve el matematico.
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Queda servida la anécdota como un bello espectaculo sobre la
verdad. Es cierto que el poeta como artista debe reflejar |la
realidad, no una realidad deforme frente a la rigidez del
matematico que todo lo comprueba. En este caso el poeta no
renuncia a la verdad, sino que aproxima la verdad de una manera
similar como lo propone el matematico. Ademas, la verdad sigue

dando vueltas, y otro poeta bien podria preguntar ;como es
posible que -L_ de hombre nazca?. Por lo tanto, esta verdad
puede ser ignorada por el poeta sin violar las reglas que le
permiten reflejar la realidad.

Algun estudioso extremista bien puede pronunciarse de manera
similar respecto a un Poema de Bertold Brecht que termina diciendo:

“Veinte mas veinte es igual a cuarenta
Cuarenta mas cuarenta es igual a mil
Mil méas mil es igual a la unidad”
¢Acaso puede afirmarse que Brecht no sabia sumar?
Bien lo dice Heraclito: "El mar es el agua mas pura y la mas
impura. Para los peces es potable y buena; para los hombres
impotable y fatal" (Didgenes, 1985, p.135)

9.6. EL VALOR DE LA IMAGINACION
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Para Francis Bacon, pintor irlandés, "la imaginacién es la facuitad
que se halla en la base de la poesia (...) laimaginacién, la memoria y
larazén son las tres facultades del almaracional”, (Mora, 1994, p.324)

Es licito entonces disfrutar de las ayudas que puedan proporcionar
el entendimiento, la imaginacion, los sentidos y la memoria.

Segun Kant, "por medio de la imaginacién se produce una sintesis
qgue no da origen todavia al conocimiento, pero sin la cual el
conocimiento no es posible". (Mora, 1994, p.324)

"La imaginacion es mas importante que el conocimiento”. Si esto
lo hubiera dicho uno de los artistas de la actualidad,
probablemente nos iriamos en contra de tal afirmacion, pero
resulta que lo dijo Albert Einstein, el cientifico més representativo
de todos los tiempos.

Navin Sullivan afirma: "el matematico es totalmente libre, dentro
de los limites de su imaginacién, para construir el mundo que le
plazca” (Newman, 1985, p.410)

Voltaire dice que Habia mas imaginacion en la cabeza de
Arguimedes que en la de Homero. Imaginense ustedes, semejante
imaginacion la de Voltaire para comparar a Arquimedes con el
poeta griego, autor de la lliada y la Odisea: 30.000 versos para
crear un mundo a la medida del hombre, donde los dioses tienen
la misma imaginacién que los mortales.

Es innegable la abstraccién requerida para el estudio de la
matematica, asi como los resultados casi mégicos que se obtienen
en su trabajo.

Las secciones conicas, por ejemplo, fueron tratadas 17 siglos
antes de que fueran sospechadas sus aplicaciones en la balistica,
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la astronomia y ia navegacién. ¢ Qué podria haber seducido al
matematico y gran gedmetra, Apolonio de Perga, en su frabajo
sobre las secciones cénicas sino una inmensa curiosidad
intelectual ligada a su capacidad imaginativa?

Arthur Cayley, abogado inglés, apasionado investigador del
algebra, en 1843 transfirié el lenguaje de la geometria a los
sistemas de ecuaciones de mas de tres variables, de esa manera
inventé una geometria de cualquier nimero finito de dimensiones,
antes que se descubriera su uso en termodinamica, mecanica y
estadjstica.

Cuando Fermat contribuyé al estudio del algebra abstracta, no
sospechaba que afios después, y muy reciente, le encontraran
uso en las ciencias fisicas, particularmente en la mecamca
cuantica moderna.

Los nimeros poligonales llamaron la atencién a los pitagéricos del
siglo VI a. c., debido a las virtudes misticas de tales nimeros. E|
impulso aqut fue no s6lo mistico sino lo extremadamente imaginario.
Cualquiera que estudie la historia remota de la matematica puede
ser testigo del misticismo numérico estudiado desde Pitagoras hasta
la doctrina Platénica de las ideas. Veinte siglos después, estas
divertidas peculiaridades fueron extensamente investigadas por
expertos para llevarlas al analisis combinatorio.

Los numeros imaginarios, definidos por Leonard Euler "Una
magnitud se denomina imaginaria cuando no es mayor que cero
ni menor que cero, ni igual a cero, esto es algo imposible, como
por ejemplo ¥1' 0 en general a+b Y1 ", fueron trabajados sin la
minima sospecha de que Ia fisica encontrara aplicacion para un
trabajo tan cargado de i imagmaclon como para llamar a dichos
numeros imaginarios. .
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Esto sin mencionar la imagineria impresa en el trabajo de muchos
colegas que buscan elevar los niveles de comprensiénenel aulaala
creatividad con fantasia, o sin mencionar a aquellos que han llenado
paginas sobre el trabajo recreativo enlamatemética, y entonces hablan
de ndmeros amigos, niimeros primos, ndmeros perfectos, primos
gemelos, nimeros capiclas, nimeros triangulares, y hasta de
niimeros bonitos. ¢ Creen ustedes que existen nimeros bonitos?

Queda como tarea indagar el estudio de Karl Von Frish, étologo
austriaco, y de otros humanistas, quienes han descubierto
sorprendentes resultados mateméticos y geométricos en los seres
vivos, y que nos han puesto a dudar respecto a si existe un nivel
de entendimiento, y por consiguiente un lenguaje animal o vegetal.
Imaginense por un momento una telarafia, cuanta imaginacion
hecha forma y necesidad de sobrevivencia. Imaginense los
hexaedros en los cuales almacenan su cera las abejas, animales
capaces de comunicarse de manera sorprendente.

Al escribir sobre |la imaginacién en la ciencia, no puedo dejar de
mencionar a Johan Kepler, astronomo de gran sensibilidad por
los nUmeros y la misica. En su trabajo matemético, propuso el
método para calcular el tamario de éreas comprendidas dentro
de limites curvos.

Sélo por amor a los nlimeros y guiado por la imaginacion, hizo
prodigiosos célculos, aungue su trabajo se considere astrondmico.
Desde temprana edad, a pesar de sus limitaciones econdmicas,
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empez0 a sofiar con la armonia del cosmos, desde la aritmética, la
geometria y la musica. Se preguntaba todo el tiempo: ¢Por qué
eran seis los planetas? ¢ Existe alguna relacion entre sus distancias
orbitales, o entre sus orbitas y los tiempos empleados en describirlas?

Una de sus leyes nace de un trabajo manual en el cual inscribe
en un circulo un gran nlimero de triangulos equilateros, lo cual
suponia que podia ser vélido en las érbitas de los planetas.

Al observar que sus resultados no eran satisfactorios, se le ocurrié
la idea de probar con formas espaciales, y con gran entusiasmo
representd la orbita terrestre con una esfera, en torno a ella
circunscribié un dodecaedro, y trazé otra esfera en torno a aquel,
que correspondia aproximadamente a |a érbita de Marte; en torno
a esta, nuevamente untetraedro, cuyos vértices sefialaban la esfera
de la orbita de Jupiter; en torno a esta esfera se situaba un cubo,
que sefalaba aproximadamente la érbita de Saturno.

El descubrimiento imaginado era ficticio y accidental.- En ia
actualidad sabemos que habia errores en sus suposiciones, sin
embargo, Kepler estudid con mucho agrado y no sintié
arrepentimiento alguno por el tiempo perdido durante dias y noches
que dedicé a dar rienda suelta a su imaginacién matemética.

Ahora sabemos también que los planetas siguen caminos situados
en el mismo plano. Todos se desplazan en el mismo sentido
alrededor del sol. El tiempo que tarda cada uno en dar una vuelta
constituye el afio para éi. El planeta mas prdximo al sol, Mercurio,
tarda tres meses en dar la vuelta al sol, Marte dos afios, y Plutdn,
el planeta mas alejado del sol, 248 afios. Ese movimiento se

308




debe a la atraccion gravitatoria que el sol ejerce sobre los
planetas. Cada planeta gira también sobre si mismo; esta rotacion
constituye el dia para él. en Jupiter, el dia dura 10 horas y en
Mercurio 59 de nuesiros dias terrestres.

¢ No creen ustedes que son maravillosos estos resultados
derivados de la imaginacion de un genio?.

Herbert Westren Turnbull, respecto a la imaginacion de Kepler,
afirma: "La luz de las estrellas que radiaba desde puntos a una
infinidad de leguas de distancia, sugirid a Kepler que en geometria,
las lineas paralelas tienen un punto comun en el infinito. Por tanto
Kepler no sélo descubrié algo interesante para el astrénomo, sino
también hizo progresos esenciales en geometria”.

Kepler, considerado el padre de la mecénica celeste, participa de
la imagineria inventiva que motiva a los hombres a sofiar, de tal
suerte que escribe un libro flamado "E! Suefio”, obra de ficcion
cientifica en la que la luna aparece poblada de extrafias criaturas.

9.7 POESIA Y MATEMATICA

La poesia fortalece tanto el pensamiento como cualquier otra
disciplina que revele la esencia del hombre. Asi lo han demostrado
grandes pensadores, escritores y poetas de la talla de Nietzche,
Heidegger, René Char, Homero, Parménides y Socrates, entre
muchos otros. La poesia v la filosofia van intimamente unidas al
razonamiento matematico, estan penetradas por el ser pensante y
en la antigiedad se trataban como si fueran una sola cosa, mientras
que hoy en dia se lucha por integrarlas en el ambito educacional.
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Leyendo ese bello poema de amor de Pablo Neruda, que dice:
"Nosotros los de entonces ya no somos los mismos", me viene a.
la memoria Her&clito, quien también poéticamente y tal vez con
mas verdad matematica enuncia "No es posible entrar dos veces
en el mismo rio, pues la segunda vez nosotros ya no somos los
mismos". La filosofia Heraclitea del "Todo fluye" es un bello poema
de naturaleza cientifica. Observen: "Diversas aguas fluyen para
los que se bafian en los mismos rios. Y también las almas se
evaporan de las aguas”. (Dibgenes, 1985, p. 133)

Cuando uno lee a Parménides y su poema "De La Naturaleza",
como minimo confirma la cuantia poética para referirse al sery a su
naturaleza, en el cual se habla por doquiera, sobre lo uno y lo maltiple,
sobre el ser y el no ser, sobre la homogeneidad del ser, con unas
sutiles pinceladas matematicas que pueden ser desapercibidas por
el racionalista exagerado. Se trata de un poema épico de carécter
alegorico, escrito para retar al filésofo, seducir al matematico v.
deleitar al poeta, y 4,no es acaso la palabra poética el mejor recurso
para nombrar al ser?. Vea un fragmento de ese bello poema:

"Nacer y perecer, ser y no ser. Cambiar de lugar o mudar de tono
en relacion con el color. Ademas, y dado que posee un ultimo
limite, el ser esta terminado por todas partes, semejante a la
masa de una esfera bien redondeada igual en todas direcciones
a partir del centro. Ni mayor ni menor podria ser cualquiera de
sus partes (...) No hay en efecto un No-Ser que le impida alcanzar
la homogeneidad, ni ser alguno que pueda aumentarlo o
disminuirlo, ya que por entero se manifiesta inviolable. Asi pues,
idéntico por todas partes a si mismo, alcanza igualmente sus
limites." (Parménides, 1983, p.142)

A continuacién, ofros comentarios que reafirman mi
convencimiento sobre la comunion entre matematica y poesia.

s
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"Hay hombres, decia mi maestro, que van de la poética a la
filosofia; otros que van de la filosofia a la poética. Lo inevitable
es ir de lo uno a lo otro, en esto como en todo"

Antonio Machado

"El encanto de la obra poética es que el lector va adivinando
entre la bruma de las palabras una silueta del castillo de la verdad.
Es una verdad que no permite someteria a férmulas matematicas,
una verdad irracional, para decirlo crudamente".

Joaquin Vallejo Arbeldez

“[L.as matematicas]...son tan independientes del mundo exterior
como la musica y son producto de |a libre imaginacion creadora.
Y no resulta dificil descubrir que los matematicos se ven
empujados por los mismos incentivos y experimentan las mismas
satisfacciones que los demas artistas. La literatura matemaética
esta llena de términos estéticos, y el matematico que dijo que
estaba menos interesado en los resultados que en la belleza del
método por el cual los habia hallado, no estaba expresando un
sentimiento poco comun”.

J. W, Sullivan

“No se puede evitar la cantidad. Se puede volar hacia el mundo
de la poesia y de la musica, y nos encontramos cara a cara con
la cantidad y el ndmero en sus ritmos y en sus octavas”,

Alfred Whitehead

L.amatematica y su perfeccion no pueden reducirse a una simple
cadena de metéforas o a una sucesion de versos bien logrados
en el ejercicio de la poesia. Los problemas de la matematica no
pueden quedarse en la mera expresion lingiistica, hay que
resolverlos y pararesolverlos hay que estudiar mateméaticas; hay
que convertirlos a un modelo matematico y llevarlos a caminar
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por su trasparencia soluble, por su exclusiva dificultad, por sus finos
razonamientos y por la perfeccion de su aplicabilidad.

La poesia nace de nuestra necesidad por comunicarnos en el ambito
espiritual, estético o afectivo. Es logico pensar que estos niveles de
percepcién y expresion van ligados a la matematica. La matematica
como disciplina de trabajo es un recogimiento del espiritu entorno a
una serie de actividades. El hombre que domina la matematica es
bello, modesto y virtuoso, lejos de cualquier bajeza que pueda
engendrar su propia alma.

Ya la mera construccion de hipdtesis o de problemas requiere de
buen juicio y de conocimiento, asi como de una acérrima actividad
intelectual. La sola creacién de hipotesis puede ser una gran cbra
de genio poético o creador, pero no puede decirse que sea cientifica,
en la medida que lo creado no es verdadero ni falso, por lo tanto no
es conocimiento. Esta situacion sugiere que si la matematica es el
estudio de situaciones puramente imaginarias, los poetas tienen
que ser grandes matematicos, especialmente los que hacen
composiciones de argumentos intrincados y enigmaticos.

La matematica esta llena de pares e impares, rectas y curvas,
unidades, trios, decenas, millones, puntos, superficies, solidos,
teoremas, axiomas, conjuntos y una cantidad de cosas dificiles de
incrustar, a primera vista, en la vida cotidiana, pero con un poco de
ingenio y disciplina se logran vivenciar, incluso recrearlas en la
poesia,

Para un matematico lo mas satisfactorio es descubrir o redescubrir
un teorema o crear un problema matematico, asi como para el poeta,
es su poema lo que lo enorguliece.

Ahora, si la poesia es tanto lo que se dice como la manera de decirlo,
mucho mas facil pensar que se puede presentar el discurso
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matematico de una manera poética. Seria invitar al asombro de
los resultados matematicos, en los cuales no hay lugar para el
engano vy se vive la dimension precisa de la belleza o, si se quiere,
la dimensién bella de la precision.

Karl Weierstrass, matematico berlinés que probd que un sistema
hipercomplejo conmutativo de dimensién n>2 siempre tiene
divisores diferentes de cero, nos legé esta frase: "un matematico
gue no tenga algo de poeta jamas sera un matematico completo”.

No se asombren ni crean que para ser matematicos completos
tienen que empezar a escribir poesia. Se trata mas bien de
vivenciar la dimension estética de 1a matematica y no ser simples
transmisores de procedimientos y resultados.

El mismo Descartes, padre de la geometria analitica, en un
ensayo de juventud titulado Olympica, dice: "Existen frases en
los escritos de los poetas mas serias que en los de los fildsofos.
Larazdn es que los poetas escribieron guiados por su entusiasmo
y el poder de su imaginacién. Existen en nosotros chispas de
conocimiento ocuitas como en un pedernal. Los fildsofos las sacan
a la luz mediante la razén. Los poetas las hacen saltar mediante
la imaginacion y estas son las mas brillantes”.

Tanto la matematica como la poesia constituyen un movil que
nos transporta a la autoconciencia y nos eleva a un nivel digno y
enigmatico. No es pertinente acuciar una separacion a sabiendas
que la fusién ha sido admitida por los grandes matematicos,
quienes han sentido con pasién y certeza dicho acercamiento.

Lagrange, matematico francés, reconocido por la originalidad de
su obra y por la belleza de sus escritos, posee tal grandeza y
sencillez que Hamilton ha descrito su mecanique analytiqgue como
un poema cientifico. ¢ Saben ustedes qué es un poema cientifico?
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Douglas Jimenez, investigador Venezolano, refiere como en 1960,
al recibir el Nobel de literatura, el poeta francés Saint John Perse
pronuncia un vibrante discurso en el que reclama la legitimidad
de la poesia frente a la ciencia. "Basaba su reclamo, el laureado
poeta en el hecho indiscutible de que tanto el cientifico como el
escritor dedican su vida a la actividad creativa, sostenida en
primerisimo lugar por ese hermoso don del pensamiento que
hemos llamado intuicion” (lbarez, 1998, p.7)

El pceta recurre a la pureza y a la exactitud en su oficio, sus
versos tienen una longitud, una medida y un ritmo que son
estudiados desde la métrica. En poesia se habla de pareados,
tercetos, cuartetos, quintillas, seguin el niimero de versos de cada
estrofa sea dos, tres, cuatro o cinco. Los versos a su vez se
clasifican en pentasilabicos, heptasilabicos o endecasilabicos,
segun tengan cinco, siete u once silabas. '

Lo anterior lleva al poeta a pensar en la medida de sus poemas;
una longitud que es, por ofra parte, muy bien explicada en La
Filosofia de la Composicion de Edgar Allan Poe.

El profesor de matematica tiene que valerse de la poesia, la
musica y el arte, para motivar su trabajo en el aula, puede
humanizar desde la matematica al advertir su belleza y la enorme
sensibilidad de los matematicos que han contribuido al desarrollo
de tan hermosa ciencia.

Serifa poco grato hablar del teorema de Pitagoras sin referir, asi
sea minimamente, el vasto legado espiritual de la escuela
Pitagorica, Asi como resultaria injusto presentar la geomefria
plana sin destacar |la importancia de Euclides en el desarrollo de
ésta, o sin hablar de "l.os Elementos", libros especiales donde
aparece la matematica euclidiana. Como también serfa un
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profesor indiferente quien presente la derivada sin mencionar
las enormes coincidencias entre Leibnitz y Newton.

Es frecuente escuchar a personas que dicen que todos hacen
“esto” o "aquello”, que la mayoria son "algo”, que mas o menos
“tal cosa”, siendo participes de meras parletas, frases sin sentido
total, comparadas con la seguridad y la nitidez derivadas de la
cantidad apropiada, el dato bien logrado o |a estadistica puntual.
No se frata de lanzar aporias adivinatorias, sino de buscar la
manera de expresar la verdad mediante el discurso.

Es innegable que entre decir: “en Colombia hoy son muchos los
desempleados” y decir “El indice de desempleo en Colombia es
del 20 %" hay mucha diferencia; el segundo enunciado no sélo
encierra el primero, sino que produce pensamiento matematico.

La practica mateméatica tiene que llevar a formar personas
competentes en el desarrollo de actividades que requieran del
sentido numerico, ia imaginacion espacial, el analisis variacional,
entre ofros. Personas que sean capaces de resolver problemas
no sodlo de la matematica sino de la vida practica que los rodea.
Profundicemos en esta practica matematica.

Calcular el 16% de una cantidad, mentalmente, resulta de gran
utilidad para las personas que frecuentemente se enfrentan al
pago del IVA. Este proceso se puede ensefiar en dos pasos.
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1. Para multiplicar un ndmero abreviadamente por 16, se le agrega
un cero, se saca la mitad y se suman estos dos resultados con el
ndmero inicial.

Ejemplo: 5x16= 50 (se agrega un cero) + 25 (se saca la mitad) +
5(el mismo numero) = 80

Ejemplo 2: 31x16=310+155+31=4986.

Ejemplo 3; 52x16=520+260+52=932.

Nota: Este procedimiento se fundamenta en Ia escritura del
nimero 16 como 10+5+1 y en la ley distributiva de la suma
respecto al producto, observe:

12x16 = 12x(10+5+1) = 12x10+12x5+12x1 = 120+60+12 = 192

2. Para extraer mentalmente el 16% de un niimero se hace el
mismo procedimiento del caso anterior, teniendo en cuenta

que al frabajar con porcentajes se cancelan dos ceros o se
separan las dos tltimas cifras del nimero inicial.

Ejemplo:

el 16% de 24.000 es 240 x 16= 2400 + 1200+ 240= 3840.
Otro ejemplo: el 16% de 48.500 es
485x16=4850+2425+485=7.760.

Al trabajar areas y volimenes se deben resolver probiemas
practicos no sélo en el papel sino en la pared; es decir, hallar de
verdad el area de varias superficies y el volumen de algunos
cuerpos.

En una ocasion, también a manera de ejemplo, fue un padre de
familia a pedirme el favor de reforzar a su hija, de grado sexto,
en el manejo de las cuatro operaciones y que no la promoviera al
grado siguiente hasta que no fuera experta en dicha tematica.
Decia el angustiado padre que él era conductor de bus y que

316




cada dia tenia que hacer la liquidacion a su jefe. La nifia era
quien debia ayudarle a hacerla y en varias oportunidades se
equivocaba y ponia en riesgo su trabajo y su economia.

La nifla debia encontrar la cantidad de dinero para el duefio del
bus y la cantidad que le quedaba a su padre, con base en los
siguientes datos:

= Para saber el nimero de pasajeros transportados, debia restar
el nimero de la registradora con el nliimero que habia anotado
en la mahana.

» La diferencia enconirada debia multiplicarla por $440, para
saber cuanto le entregaba ai patron.

= Debia confrontar que la cantidad que guedaba era lo mismo
que el producto entre dicha diferencia y $10, que representaban
sU comision.

Se trataba, sin lugar a dudas, de habilidad numérica.

En términos generales, podemos afirmar gue se debe ensefiar a
tomar conciencia sobre los hechos de la vida utilizando los
conocimientos matemaéaticos.

La cantidad nos rodea; veamos cuantas cosas se nos cuantifican
porfuera y por dentro, sin contar las cantidades que desconocemos,
que son infinitas. La cantidad se nos presenta en el cosmos, en
las cosas terrenales, incluso en la musica, en el rostro de la gente,
en la comedia de la vida y mas todavia en la tragedia.

Galileo fue el primero en expresar que no se puede comprender
la naturaleza si no se aceptaba la idea de que estaba escrita en
lengua matemadtica. La fisica se estudia partiendo de la existencia
de magnitudes escalares y vectoriales, entendiendo que los
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cuerpos son masas, que los movimientos son fuerzas y que el
universo esta regido por principios matematicos. La veracidad
de una proposicion se mide por la forma como esta pueda ser
demostrada por métodos matematicos.

Para Pitagoras, el hombre podia definir su lugar en el vasto
movimiento de la vida a través de su inteligencia del ndmero,
segun él todo fendmeno puede explicarse mediante [os nuimeros.

Sécrates, filésofo griego, en su sentencia; “Se debe estudiar la
geometria hasta que uno sepa recibir y dar tierra medida” (Dibgenes,
1985, p. 80) quiso decir que la geometria y desde luego la
matematica debe encaminarse a la recta moral y a la justicia en
los tratos para no quedarse en meras especulaciones, tal vez por
eso exhortaba a los jovenes a tapar su fealdad con la sabiduria

La matematica no sélo ayuda al desarrollo del pensamiento, si no
que debe potenciar al individuo para su realizacion personal y social,
esto es, debe formar principios, actitudes y valores individuales y
grupales que le permitan expresar su sentir, mejorar su paso por el
planeta e interpretar mejor los signos que llegan del universo.

Para lograr lo anterior, un profesor de matematicas necesita
implementar una formacién por competencias, entendidas como
las capacidades con gue una persona cuenta para poner en juego
el saber matematico. Los objetivos planteados deben orientarse
al desarrollo de la competencia matematica; esto es, a que el
estudiante sepa qué hacer con lo que sabe; que demuestre sus
capacidades, no en una prueba escrita, si no en una situacion
practica que requiera del conocimiento matematico.

L.6gicamente, no podemos separar las compstencias literarias
de |la formacion mateméatica, ni de ningun otro oficio.
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Contrariamente, toda profesién debe estar enriquecida por el
desarrollo del lenguaje. Es el lenguaje el que permite ia
contextualizacion de la matematica en la ciencia, para fomentar
la investigacion, en la cotidianidad, para significar la realidad, y
en la escuela, para educar de manera integral.

Para sugerir una competencia textual y comunicativa en la
ensefanza de la matematica, me permito sugerir la incorporacion
de lecturas pertinentes al trabajo matematico. En mi experiencia
como profesor de matematicas, en la universidad y en la
secundaria, han sido de gran utilidad libros como: “El diablo de los
numeros” del Alemén Hans Magnus Ensensberger; “La conquista
de lafelicidad” de Bertrand Russell; “El escarabajo de oro” de Edgar
Allan Poe; “Alicia a través del espejo” de Lewis Carroll; “El aleph”
de Jorge Luis Borges; “El tanel" de Ernesto Sébato; “El teorema
del loro” del francés Denis Guedj; “Malditas matematicas: Alicia
en el pafs de los niimeros” del italiano Carlo Frabetti, “Fermat: el
mago de los nimeros” de Blas Torrecillas Jover, “Péngame un kilo
de matematica” de Carlo Andrada Heranz, “Mathema: el arte del
conocimiento” de Fausto Ongay, “El Electrén es Zurdo y Otros
Ensayos Cientificos, de Isaac Asimov, “Los Matematicuentos;
presencia matematica en la literatura” de Alfredo R. Palacios y
otros, “Historia e Historias de Matematicas” de Mariano Perero, y,
para someter a consideracion: “Poesmatica; PO351A matematica”
de mi autoria, entre muchos otros que podria listar,

En consecuencia, el profesor de matemética debe, no sélo, tener
dominio del contenido para garantizar un buen aprendizaje en
sus alumnos y establecer los mecanismos de control para vigilar
el cumplimiento de los objetivos, sino también, saber
comunicarse con sus alumnos, Esa comunicacién oral y escrita
debe ser vigilada constantemente para controlar el cumplimiento
de sus objetivos.
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Con cierta frecuencia se habla de. profesores con mucho
conocimientc matematico pero incapaces de transmitirlo a sus
estudiantes. El profesor debe permitir el intercambio de ideas, la
fluidez de 1a palabra, la argumentacion espontanea, y para ello, él
debe ser un ejemplo activo en el dominio del lenguaje. El ejemplo
puede tanto como |la palabra. Debe mantener orientado el proceso
mediante la pregunta constante y efectiva. Mas que formular
respuestas, debe saber formular preguntas.

Teniendo un buen dominio del contenido y siendo un buen
comunicador, puede pensarse en un buen profesor, pero hay mas,
hay una facultad muy importante que hara que ese profesor y esa
educacion matematica no se vayan al olvido: el buen trato.

Muchos profesores yniversitarios, incluso de secundaria, se
dedican exclusivamente al-plano cognitivo, pero descuidan el
emocional, es como si hubieran perdido la capacidad de
asombrarse, la capacidad de ensefiar con alegria. Creen que para
ser buenos profesores deben renunciar a su condicion de
afectlwdad hacia el estudiante.

Un' estudiante podra olvidar los teoremas de la geometria
euclidiana, podré olvidar la ley de la gravitacion universal, podra
olvidar la formacién de la célula, o tildar una palabra esdrijula,
pero no podr olvidar a quien lo tratd con amor y dignidad, a quien
lo corrigié con la Unica intencion de hacerlo una persona de bien.

Otras facultades que debe tener un profesor en su practica
matematica, desde mi dptica, son: reconocer la importancia de su
grupo como laboratorio didactico, humano y matemético; tener un
profundo convencimiento de lo que pueden ser capaces de hacer
sus estudiantes; impulsar a sus discipulos al descubnmlento del
saber; motivarlos a gle descubran lo que él ya descubrio; convencer
y no vencer, con la razén y la verdad y no con la autorldad :
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9.9 RECOMENDACIONES FINALES :

Bertrand Russell, en un ensayo sobre las funciones del maestro,
dice: "Ef maestro como attista, el filosofo y el hombre de.letras,
sélo puede ejecutar adecuadamente su trabajo cuando se siente
un individuo dirigido por un impufso creador interno, no denommado
ni ahejorrado por la autoridad exterfof’(RusseIE 1950 p. 45)

El profesor de mateméaticas debe abandonar esa pretensxon danma
de que sdlo el de espafiol es quien enseiia a leer y a escribir, el de
educacidn artistica es quien debe ensefiar apreciacion estética o
el de fisico-quimica es quien debe ensefiar a experimentar. Debe
ser capaz de integrar a la ensefianza de la matematica toda
manifestacion de lo bello y lo verdadero. Pero esto solamente podra
lograrlo si tiene una vision amplia y flexible de los contenidos que
debe enfrentar en el aula de clases. Si se siente capacitado para
interpretar el mundo matemaético en un sentido estético y
presentarselo al estudiante de la forma mas agradable posible,
despertar el asombro de ellos por el conocimiento de'la misma
manera como debid ser despertado en el

La matematlca debe ensefarse Ilgada a Ia vida y a- todas las
formas que la manifiesten, a fravés de ia matematica debe
ensenarse arespetar |a palabra, la verdad cientifica y, sobre todo,
la vida. Si la ensefianza de la matematica no lleva en suseno un
profundo respeto por la vida, no debe darse.

Nunca estara de menos reflexionar-y debatir, en cualquier clase,
sobre temas relevantes que contextualicen el saber cuentlflco
Hacer de la c!ase un beEEo pocema czenttf:co '

Amar Ia ciencia, ensefiar a respetar ya valorar la wda solo aS|
seremos verdaderos maestros.
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10. PROPORCIONALIDAD Y SUS APLICACIONES

Con esta propuesta metodolégica pretendemos, mediante cinco
talleres, que el estudiante aprenda en forma significativa el
concepto de proporcionalidad y lo aplique en la resolucion de
problemas. Nuestro aporte radica en |a utilizacion de rectangulos,
para demostrar por medio de areas las propiedades de la
proporcionalidad. En el primer taller se plantea una conducta de
entrada para verificar el nivel de conocimiento de os educandos
y terminando con el taller de los diferentes tipos de aplicacion de
la proporcionalidad en situaciones de la vida diaria.

AUTORES: Los Especialistas en |a
~ensefianza de las matematicas

de la Universidad de Antioquia
ERASMO ANTONIO PUERTA GOMEZ
Educador del Colegio

Fe y Alegria Nueva Generacién de Bello
JESUS GILBERTO RODRIGUEZ PEDROZA
Educador del

IDEM de Carolina del Principe

HECTOR EMILIO CORREA MUNOZ

| Educador del

Liceo Kennedy Municipio de Medellin
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A LA DIVINA PROPORCION

A ti, maravillosa disciplina
media, extrema razén de la hermosura
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,
Aaurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el universo armdnico origina.

A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.

A ti divina Proporcién de oro.

Rafael Alberti

327




10.1. INTRODUCCION

Considerando que la proporcionalidad es uno de los temas
basicos en los curriculos de la educacién béasica, presentamos a
los maestros este trabajo de tipo didactico consistente en una
estrategia de intervencion pedagdgica para su ensefianza con
un enfoque fundamentalmente geométrico.

Esta propuesta, consiste en una serie de talleres tendientes a
desarrollar la red conceptual basica en la formacién del esquema
de la proporcionalidad. El primero de ellos, servira de conducta
de entrada con el fin de ubicar el estado de los conocimientos
previos que debe tener el estudiante para abordar con éxito los
nuevos conceptos.

Los otros cuatro talleres se desarrollarén a través de actividades,
teniendo en cuenta los contenidos basicos y algunas de sus
aplicaciones. Ellos serén: "De la fraccion a la proporcién”, “Geometria
de la proporcion”, “Interpretacion de la proporcion mediante sreas”
y "Aplicaciones de la Proporcién”. Cada una de las actividades se
basaran en las acciones que los estudiantes desarrollaran
especialmente en equipos con orientacion del profesor a través de
instrucciones precisas y preguntas cerradas.y abiertas, de la cuales

se sacaran conclusiones para ser puestas en comun en una plenaria.

Eltrabajo brinda la posibilidad de, a partir de los conocimientos previos
de los estudiantes, construir modelos concretos para la solucién de
problemas, pasar luego a modelos mateméticos més generales y, fo
mas importante, integrar la aritmética y el dlgebra con la geometria.

10.2. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La proporcionalidad es uno de los temas fundamentales en el
curriculo de la educacién bésica secundaria, por lo tanto es
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necesario elaborar una estrategia de intervencién pedagogica
acorde con el desarrollo intelectual del estudiante.

10.3. FORMULACION DEL PROBLEMA

La proporcionalidad desempefia un papel relevante en la
formacion intelectual de la persona. De ahi la necesidad de
elaborar una estrategia de intervencién pedagogica que permita,
de un lado, tener en cuenta el desarrollo cognitivo del estudiante.
Y por otra parte, permita integrar diferentes areas del
conocimiento, especialmente la aritmética y la geometria, pues
como se ha formulado, esta dltima ha sido relegada a un
segundo plano, provocando la carencia de significacion en los
contenidos aritméticos y algebraicos.

Se considera por algunos autores que la edad para formar el
esquema de la proporcionalidad corresponde a la etapa de
transicion entre las operaciones concretas y las operaciones
formales, la cual consideran estos autores que esta entre 11y
14 afios, sin embargo, hay quienes afirman que las operaciones
formales apenas empiezan a conformarse a los 15 ¢ 16 afios.

10.4. OBJETIVOS

10.4.1 General

Disefar una estrategia metodologica para la ensefianza de as
proporciones y sus aplicaciones para el ciclo de basica
secundaria.

10.4.2 Especificos
10.4.2.1 Integrar la aritmética y la geometria en la ensefianza
de las matematicas, a través de las proporciones.
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10.4.2.2 Disefiar situaciones problema que permitan al alumno
apropiarse del pensamiento proporcional de manera
significativa.

10.4.2.3 Resaltar la importancia de la proporcionalidad en la
aplicaciona situaciones de la vida real.

10.4.2.4 . Proponer al profesor actividades con buena fundamen-
“tacion aritmética y geométrica que induzcan al alumno
a la matematizacion y ejercitacion algoritmica.

10.5. ASPECTOS METODOLOGICOS

La proporcionalidad presenta la posibilidad de integrar la
aritmética con la geometria; por su conexién con problemas
extraidos de lo concreto y por sus diversas aplicaciones a
situaciones de otras areas, permite utilizar el método de resolucién
de problemas para desairollar sured conceptual y por ende facdlta
el trabajo en grupo.

Teniendo en cuenta estos criterios y las orientaciones trazados
por Miguel de Guzman en su documento “Ensefianza de las
Cienciasy las Matematicas™ y por Orlando Mesa Betancur en el
documento “Contextos para el disefio de situaciones problema
en la ensefianza de la matematica” abordaremos nuestro trabajo
sefalando algunas consideraciones que se deben tener en cuenta
en el disefio de una situacion problema y del trabajo en grupo.

10.5.1. . Disefio de una situacion problema:

M:guel de Guzman plantea

“La ensefianza por resolucion de problemas pone enfasns en los
procesos de pensariento, en los procesos de aprendizaje y toma
los contenados ‘matematicos, cuyo vaior no se: debe dejar en

1 GIL PEREZ, Daniel y GUZMAN 0ZAMIZ, Migue!. Ensenanm de las ciencfas y las malemdticas:
- Tendencaselnnovacacn&c Espafia. Editona! Poputar 1693, ‘
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absoluto de un tado, como campo de operaciones privilegiado
para la tarea de hacerse con formas de pensamientos eficaces”?
y sugiere el proceder para este método:

“Propuesta [a situacion problema de la que surge el tema,
manipulacién auténoma por los estudiantes, familiarizacion con
la situacion y sus dificultades, elaboracion de estrategias
posibles, ensayos diversos por los estudiantes, herramientas
elaboradas a lo largo de la historia, eleccidon de estrategias,
ataque y resolucion de los problemas, recorrido critico,
afianzamiento formalizado, generalizacién, nuevos problemas,
posibles transferencias de resultados, de métodos, de ideas...””®

Orlando Mesa, sugiere el siguiente proceso: “Definir una red
conceptual basica con referentes en el saber formal, pero de
acuerdo con las condiciones individuales de los estudiantes y su
contexto socio-cultural; seleccionar un motivo que facilite las
actividades y el planteamiento de interrogantes, establecer varios
estados de complejidad conceptual, precisar la estrategia de
intervencion didactica, escoger los sjercicios y problemas
prototipo que deben comprender los estudiantes, sefalar
posibilidades para la ampliacién, acoger un proceso para la
evaluacion de los logros”.4 :

Cada problema corresponde a una situacién particular, de acuerdo
a esa situacion se acogen los elementos pertinentes del proceso.

10.5.2. El trabajo en grupo.

El desarrollo de una situacion probiema es mas efectiva si se
trabaja en grupos. Ya que esto proporciona, segun Miguel de

2 Ibid.PA11

* Ibid. 412

4 MESA, Orlando. Contextos para el disefio de situaciones problema en la ensefianza de la
matematica, 1997, P.27
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Guzman posibilidades de enriguecimiento, por las distintas formas
de afrontar el frabajo, se puede aplicar el método desde diferentes
perspectivas, el grupo proporciona apoyo y estimulo, el trabajo
con otros permite contrastar los progresos y da la posibilidad de
prepararse mejor para ayudar a nuestros estudiantes a mejorar
sus conocimientos.

Sugiere ademas, un disefio de trabajo en equipo consistente en
grupos de 5 ¢ 6 estudiantes que realizan sesiones de hora y
media repartida en dos momentos. El primero, para presentar el
problema y discutirlo. Esta etapa durara media hora. En el
segundo momento se elige un moderador, un secretario y un
relator, cada uno con funciones especificas dentro del grupo. Ef
o los problemas deben ser verdaderos retos pero sin exceder la
capacidad del grupo de resolverios en un tiempo sensato. En el
grupo debe reinar un ambiente de cordialidad, libre de inhibiciones
y sin competitividad para que cada integrante exponga sus puntos
de vista sin temor, este es el papel del moderador.

Un esquema de frabajo puede tener cuatro fases:
El grupo se familiariza con el problema.
Se buscan las estrategias posibles.

Selecciona y Heva adelante las estrategias mas adecuadas.

Reflexiona sobre el proceso que ha seguido.®

Aungue el autor no lo indica, es necesario realizar una plenaria
para socializar las conclusiones generales y aclarar los conceptos,
elaborar modelos en conjunto y a partir de aqui proponer nuevos
problemas que tengan que ver con los temas tratados.

& lbid P. 114-116
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10.5.3. Red conceptual

“Blogue 1: De la Fraccion a la Proporcion.
Concepto de fraccion.
Fracciones equivalentes.
Concepto de razon.
Términos de una razon.
Concepto de proporcion.
Términos de una proporcion.

Biogue 2: Geometria de la proporcion.
Ampliacion y reduccion de un segmento.
Homotecia.

Semejanza.

Blogue 3: Interpretacion de la Proporcién mediante areas.
Propiedad fundamental de las proporciones.

Otras propiedades de las proporciones.

Magnitudes directamente proporcionales.

Magnitudes inversamente proporcionales.

Bloque 4: Aplicaciones de la proporcmnahdad
Porcentajes.

Mezclas.

Regla de tres simple y compuesta.

Repartos proporcionales. '

10.6. ESTRATEGIA METODOLOGICA

Nuestro método consiste en proponer una serie de actividades
que conduzcan a la apropiacion de los conceptos de la
proporcionalidad, sus propiedades y aplicaciones de una manera
significativa.
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El primer taller consiste en una conducta de entrada para
determinar el nivel de desarrollo del estudiante, los conocimientos
previos utilizables en la adquisicion de nuevos conceptos, el grado
de significacion de la fraccién y equivalencia de fracciones y la
habilidad en la aplicacién de éstas en problemas cotidianos, o
que nos permite elaborar los otros talleres de acuerdo a las
necesidades de los educandos.

El segundo taller se denomina: “De la Fraccién a la Proporcion”,
contiene esencialmente actividades que parten de los
conocimientos previos de los alumnos sobre el significado de
fraccion y equivalencia de fracciones. La fraccién como
comparacion de cantidades nos conduce al concepto de razén.
Partiendo de la equivalencia de fracciones se llega al concepto
de proporcién, presentando situaciones problema donde se vea
clara la igualdad entre dos razones.

Eltercer taller se llama “Geometria de la Proporcion®, busca una
integracion entre aritmética y geometria partiendo de la
duplicacion, triplicacion, reduccion a la mitad y a la tercera parte
de un segmento utilizando el geoplano con actividades previas
para familiarizarse con su uso y habiendo diagnosticado el
conocimiento del estudiante sobre las nociones de segmento y
paralelismo, se pasa a la aplicacién de homotecias en el geoplano
de figuras planas para establecer el factor de conversién, el cual
funciona como operador (ampliador o reductor) y para determinar
las relaciones pertinentes entre lados y 4ngulos homélogos de
las figuras originales y las homotéticas lo cual nos conduce a la
nocidon de semejanza.

Definido el concepto de proporcién, tanto a partir de las fracciones
equivalentes y situaciones problema corrientes, como a partir de
las homotecias es necesario establecer algunas de sus
propiedades que posibilitan la solucién de variados problemas.
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Para tal efecto el cuarto taller denominado “Interpretacion de la
proporcion mediante areas” presenta una primera actividad con
gjemplos numéricos donde se observe el cumplimiento de las
propiedades. Pero como estos ejemplos no garantizan la
generalizacién se introduce un proceso geométrico con
rectangulos de areas equivalentes, y partiendo de la propiedad
fundamental construimos dos rectangulos de areas equivalentes,
uno con las dimensiones de los medios y el otro con los extremos
de una proporcion dada. Esta es una actividad dirigida en la cual
los estudiantes reflexionan sobre sus acciones hasta llegar a
una deduccidn algebraica y con ella al enunciado de cada
propiedad. De esta manera el alumno va ingresando a las formas
de razonamiento formal, superando o meramente intuitivo,
partiendo de la experiencia.

También utilizamos el mismo proceso, de construccién de
rectangulos, para inducir [a proporcionalidad directa e inversa. La
primera, variando una de las dimensiones y dejando la otra constante
para observar qué pasa con el area, ubicando los rectangulos en un
plano cartesiano para observar la variacion (lineal), al mismo tiempo
que se elabora una tabla de valores para determinar el cociente
entre las cantidades variables lo que hace encontrar una constante
(Constante de proporcionalidad). La segunda, en la misma forma
pero con rectangulos equivalentes para observar qué sucede con
una dimension cuando varia la otra, el comportamiento en el plano
y laforma de hallar la constante de proporcionalidad. Se diferenciarén
los términos correlacion y magnitudes proporcionales. La gréafica
en el plano cartesiano nos permite visualizar el caracter de
relacion funcional de la proporcionalidad.

Nuestra propuesta metodolégica propicia el trabajo en equipo.
Inicialmente el alumno trabaja sélo con el material de apoyo, tratando
de establecer relaciones y explicar sus observaciones. Luego el
trabajo en grupo permite un enriguecimiento con las observaciones
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de los demas y ejercita la capacidad de sintesis en el alumno. El
material del que hablamos, especificamente, es el de rectangulos y
triangulos construidos en cartuling, de tal manera que el joven pueda
efectuarle algunas fransformaciones y analizarlas, ya que el mero
dibujo no le permite hacerlo concretamente.

De los tipos de material Emma Castelnuovo dice:

“...el material individual y el material colectivo.
El primero, como se especifica, se da a cada alumno; ef alumno
trabaja por si mismo, hace y deshace, compone y descompone
para volver a componer de nuevo. Y explica una y otra vez por
escrito sus trabajos. Tal material tiene como fin general, ejercitar
las facultades de sintesis del alumno.

El segundo tipo, por el contrario, es un material “para la clase”; fo
muestra el profesor, pero sin dar ninguna explicacion. El comentario,
la inferpretacion sera dada por los alumnos posiblemente por escrito
- volvemos enfonces a un trabajo individual - para que el uno no se
vea influenciado de las palabras del ofro. Se frata en general, de
un dispositivo, de un modelo movi IS- inclusive una pelicula - que se
analiza en sus transformaciones” .

Al finalizar cada tailer, hay ejercicios de aplicacion para motivar
en los alumnos la necesidad de profundizar en estos temas.

10.7.. ESTRATEGIA DE INTERVENCION PEDAGOGICA
10.7.1 Taller de conducta de entrada

Escribir F 0 V segtn sea falso o verdadero. Tenga en cuenta
que fodas las fracciones aqui nombrabas son positivas.

¢ Castelnuevo, Emma. Didéctica de a Matemaélica Moderna. Mexico Ed. F Trillas. 1970.p.79
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( ) Alsimplificar unafraccion se obtiene otra fraccion equivalente

( ) Si se suma al numerador y al denominador de una fraccion
un mismo numero, se obtiene otra fraccion equivalente.

( ) Al amplificar dos fracciones no equivalentes, es posible
obtener una misma fraccioén.

( ) Siempre es posible simplificar una fraccion.

() Siempre es posible amplificar una fraccion.

4
5.

4
6. () 3 es equivalente a 5
7.

M) o

w

() En dos fracciones con igual denominador, es mayor la
fraccién que tiene mayor numerador.
8. ( ) Endosfracciones con igual numerador es menor la fraccion
que tiene menor denominador.
9. ( ) Sidos fracciones son iguales entonces sus numeradores
y sus denominadores respectivos son iguales.
() Ningun namero fraccionario, es nimero entero.
11. ( ) Sidosobreros pintanunacasaen 8 dlas entonces 4 obreros
la pintarian en 16 dias.
12.( ) A mayor velocidad se recorre una mayor distancia en un
mismo tiempo.
3.( ) SiJuan tiene unacuenta de ahorros, recibe més intereses,
por sus ahorros al 2% mensual que al 20% anuali.

14. ( ) Una fraccion equlvalente a3, 5 es 144

5. ( ) El drea sombreada equivale a la mitad de la del rectangulo.

Complete las siguientes .ékpresiones |
[.  Conios ntimeros 12 38, 19y 24 se forman las fracciones
equivalentes ' Y
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2. lLa fra_ccién _equivalente a % con denominador 20 es:
3. ;El vaior de x para que 2 sea equwaiente

YGS
iqui iones 2 6 18 1 8
4, En las siguientes fracciones 1 6 2, g NO 8
equivalente a las demas, la fraccson-. e

5. El simplificador de la fraccion 15

5
aSes

4 para que sea equivaiente

6. Si5x6=30x1 entonces dos fraccwnes equuvalentes son:
y
7.- Siun segmento mide 3cm., y otro segmento es 5 veces mayor
gue él, entonces la longitud del otro segmento es:
8. Escribe el'nimero que corresponda en cada cuadro de tal
manera que resulten’fracciones equivalentes: : - -

12 _ 11 .b 12 _ 6

a - oT3 P70

9. ', Qué fraccion representa la parte sombreada de la figura®?
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10. En las siguientes figuras, hay una que se diferencia de Ias
demas en un aspecto, ¢cual de ellas es? :

Realice los siguientes ejercicios.

1. Encuentre por simplificacién 2 fracciones equivalentes a S= 36

2. Un ciclista recorre 150 Km. en 5 horas 4 Qué distancia
recorreré en 7 horas? |

3. Escriba en correspondencia las fracciones que son

- 3 2 4 9 3 8 16 8 ., 15

equivalentes &, 3 5% 450 4+ 12> 15° 10 ¥ 20

4. Juan compra una plantacion de arboles frutales con [a garantia
de que los 5 80N naranjos, encontré que los arboles eran 12.
¢, Cuéntos de ellos debian ser naranjos para cumplirse la garantia?
¢, Qué fraccidn de los arboles no son naranjos?

5. Sitres niflos se comen tres conos en tres minutos, entonces
¢ cuantos minutos se demoraran 20 nifios en comerse 20 conos.?

6. Cada golpe sobre un clavo lo hunde el doble del anterior. El primer
martillazo lo hunde un centimetro. Si el clavo mide 15 cms.
scuantos martillazos se requieren para clavarlo totaimente?

7. Siun ladrillo pesa dos libras més medio ladrillo, entonces,
ccuantos pesan 6 ladrillos?.

8. Pedro tiene 29 afios y su hijo 9, ;qué edad tendra Pedro
cuando su hijo tenga el triple de la edad actual?
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9. La cgbeza de un cocodrilo es la mitad del tronco y el tronco
los 4 dela cola. Si el tronco mide un metro, entonces ¢ cuanto
mide el cocodrilo?

1072 Taller'-1..--d_e la fraccion a la proporcién

“Si fa matemaética es una ciencia que participa mucho mas de lo que hasta
ahora se pensaba del carédcter de empfrica, sobre fodo en su invencion, que
es mucho més interesante que su construccion formal, es necesario que su
mmers:én en ella se realice teniendo en cuenta mucho més mtensamente !a
expenenc:a yla mampulac;én de los objetos de los que surge”

- Miguel de Guzman

Con este taller, pretendemos partir del significado de fraccion que
poseen los estudiantes para inducirlos al concepto de razon,
mediante sus experiencias. Deberan establecer que dos cantidades
se pueden comparar (relacionar) aunque representen diferentes
magnitudes formandoe un cociente que se denomlna razon.
Mediante una situacion problema se notaré que al comparar
cantidades bajo unas condiciones dadas son susceptibles de
obtenerse razones iguales, lo cual denominaremos proporcion.

ACTIVIDAD 1 ¢Cuales comentes se pueden estabiecer entre
las medidas de cada flgura'? _
a. b. c. sy S d.




NOTA: Se sugiere que se divida el grupo en equipos a criterio
del profesor y a cada uno se le asigne una o varias figuras.

ACTIVIDAD 2. En cada una de las siguientes figuras, exprese la
relacion existente entre la parte sombreada y el total de la figura:

¢, Qué se puede decir de las anteriores relaciones?

¢, Qué relaciones existen entre la parte coloreada y la que esta
sin colorear de cada una de las figuras?

¢, Qué se observa?

ACTIVIDAD 3. Observe las siguientes figuras y establezca la
relacion de las areas entre cada pareja de figuras que se dan a
continuacion:

a.

1. Encuentre las areas de cada par de figuras

2. Establezca la razén entre la figura de la izquierda y de la
derecha de cada par.

Escriba la razdn entre las areas (izquierda con derecha).
¢, Qué se puede concluir?

B w

39




NOTA: E! profesor orientara la actividad con el fin de establecer
igualdad entre dos razones y con ello definir proporcion.

En la actividad 2, se obtuvieron las siguientes razones: 73— %

%, % . Estas razones son constantes. ¢Por qué?.

Podemos establecer las siguientes proporciones: 12 vy Qué
ofras proporciones podemos hallar?

Si el cociente de & b €sigual al cociente de -1 € resultarala siguiente

igualdad o proporcién: F = %

Es de anotar que |a expresion V% es también una razon en la

cual /2 es el antecedente y 3 el consecuente v, sin embargo,
ella no es una fraccion. ¢ Por qué?.

Toda fraccién es una razén pero no toda razon es una fraccion.
cPorque?

10.7.3. Taller 2 geometrla de Ia proporcron

“Como reaccidn a un abandono injustificado. de la geometria
intuitiva en nuestros programas, del que fue culpable la corriente
hacia la “matematica moderna’; hoy se considera una necesidad
ineludible, desde un punto de vista didactico, cientifico, histdrico,
volver a recuperar el contenido espacial e intuitivo en toda la
matematica, no ya solo en lo que se refiere a la geometria”
Miguel de Guzman’

7 Gl PEREZ, Danie! y GUZMAN OZAMIZ, Migusl. Ensefanza de las Ciencias y fas Malematlcas
Tendencias e Innovaciones. Espana "Edtorial Poptdar, 1993, P126 . . -,

342




De acuerdo con este planteamiento, es necesario integrar la geometria
con la aritmeética y el algebra. La proporcionalidad brinda una
oportunidad excelente para cumplir este proposito y como el mismo
autor lo manifiesta nos permitira avanzar desde lo intuitivo hasta ia
comprension integral de los conceptos y su simbolizacion®. Por eso
presentamos un modelo de la proporcién a través de homotecias.

ACTIVIDAD 1. Dado el segmento: o
1. Construir en el geoplano, otro que cumpla la caracteristica
_que se lndlca

p a2 Que seael doble
i i b. Que sea el triple
KERNENERRLEAURE CER LS c. Que sea la mitad
SRR .Wg., § § d. Que sea la cuarta parte

2. ¢ Qué razones existen entre el segmento original y cada uno
de los segmentos construidos?

3. ¢Quérazones hay entre cada uno de los segmentos construidos

y el segmento original?

¢, Qué relacion hay entre los segmentos del literal a y b?

LEntreelayelc?, (Entreelayel d?, ;Entre el cy el d7.

¢,Cémo se expresa que dos magnitudes estan en relacién de

2a3?

Do

ACTIVIDAD 2 A parttr del segmento AR realice lo siguiente:
pparirresersiirerzey 1. Duplicar el segmento

Triplicar el segmento

Reducir a |la mitad

: e 4. ¢ Cual es la razén entre las medidas de
E SRt cada segmento ampliado o reducido y el
EEREERRSXETEIIERE, segmento original?

5. Repita los numerales 1, 2 y 3 con un segmento cualquiera
utilizando regla y compas.

5 Ibid. P.101

el
=2

o
]-m:;u,

Ay
A
SO —
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ACTIVIDAD 3. Dado un segmento y
un punto exterior, duplicar y triplicar
las distancias entre el punto y los
extremos del segmento.

Solucién: en el geoplano:

1. Desde el punto O, trace las Lineas &,
que pasen por los extremos del
segmento AR

2. Duplique ytriplique los segmentos AQ Y bripidiviariitiis
BO Y marque los puntosC, D, Ey F. AN L L

3. Mida las distancias Ag, CD Y EF NG
¢ Qué observa? A T

4. Repita |a actividad con el siguiente KERAENNURRRN O RANNY
segmento: 4 : 5

L
Cati

<

WL

ACTIVIDAD 4. Construir un triangulo ABC
en el geoplano. Ubicar un punto O interior
a él. Duplicar los segmentos, y trazar el
trianguio AB'C’
1. Halle:

AO . OB _ OC . AB .

AC OB 0OC AB AC - BC
2. ¢Cbmo son sus razones?
3. ¢Como son sus anguios? ;A con A; B con By C con C'?
4. Repita la misma actividad con un punto exterior al triangulo

C - BC

O




Conclusiones:

. Las razones de los lados son iguales.

. La figura conserva la misma forma.

. Los lados se duplican.

. El érea se multiplica por el cuadrado de la razén
. Los angulos se conservan iguales.

. Los lados homélogos son paralelos.

. Las figuras son paralelas.

N WON -

ACTIVIDAD 5. Realizar las mismas acciones de la actividad
anterior con un cuadrilatero

R

I \\
TR

Construya algunas proporciones entre
los cuadriléteros ABCD y AB'C'D’

N

En la actividad reahzada
La proporcion es: :\\E CLg-Se lee AB s a AB' como CD esa C' D'

Realice una homotecia a un pentagono, o hexagono (poligono)

SEMEJANZA: Dos figuras son semejantes sitienen la misma forma.

En la actividad anterior ABCD es semejante a AB'C'D’ y se
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representa: ABCD A’BCD’

En toda semejanza, los lados homoiogos son proporclonales y
los angulos correspond[entes son congruentes

TERMINOS DE 'U'NA,PROPORCI(')N'

En la actividad anterior escribimos la proporcién: g = —C%_D“
La cual se puede escribir: AB ! AR . = CD: (;BE)B ¢
Asi Tf = % se puede escribir 3:12 1.4

ABy C'D’ son extremos y AB’y CD son medios.

Al 3y al 4 los llamamos extremos, al 12 y al 1 los llamamos mé_dios,

w

Extremos Antecedente de Ia primera razén y consecuente de la
segunda. ' ‘

Medios: Consecuente de la primera y antecedente de la segunda.

(Adaptacién de Programa de matematicas de séptimo. MEN).‘

%=%éa:b = ¢ d; aydsonextremos,ybycson medios.

ACTIVIDAD 6. Tomando como referencia el teorema de Thales,
utilizamos el pantégrafo como una de sus aplicaciones.

Si trasladamos A’ hasta la mitad de g y se traza x'g, paralela
a gp se obtiene:
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AN 1, BB _6 _1
\\i A8 27 Bp 12 2
S,.-—awmw.—-ww«w ST R VL LLRRE. 5 L A——A—' B BB’ B 1
oseaque T T —5
AB  BP
Ademas: A_A =, ?E = /iS_
AB BP AP

Asi, sucesivamente, podemos
obtener otras relaciones, comiendo
corriendo A sobre el segmento
AB Y trazando paralelas a gp,
con lo cual siempre obtendremos
la relacion: AN _ BB’ 1
AP BP 2

UTILIZACION DEL PANTOGRAFO PARA HACER
HOMOTECIAS.

Punto Fije
Estilete

P Punta Lectora "
ABCD Paralelogramo tanto AP=2AS

Con el pantografo, es posible obtener figuras semejantes a la
original, cuyo contorno se sigue con [a punta lectora P, en
cualquier posicion, dibujadas por el estilete S (reducir), pero si
cambiamos el estilete S por la punta P, obtendriamos una copia
duplicada. ' -
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10.7.4. Taller 3 interpelacion de la proporcién mediante
areas

“EL verdadero sentido del principio basico constructivista que
afirma el reconocimiento del otro consiste en que, reconocer al
otro es aceptarlo en su estado actual de conocimiento. Es partir
de el para acompafiario hacia otros niveles de comprension. Es
ayudarle a superar las contradicciones y la ignorancia”

Orfando Mesa Betancur®

Sin pretender ser netamente constructivistas, consideramos este
principio pertinente para esta parte de nuestro frabajo, pues al
partir de situaciones corrientes y de los conocimientos del alumno,
queremos que él observe el cumplimiento de ciertas propiedades
en las proporciones, las cuales pueden ser verificadas utilizando
areas equivalentes.

Considerando que el estudiante tiene claros los conceptos de
area y de perimetro, podran establecer relaciones entre lados y
perimetro y entre lados y &rea para establecer la diferencia entre
correlacion directa y proporcionalidad directa, observando que
existe una constante lamada “constante de proporcionalidad” que
actia como operador multiplicativo.

Ademas de deducir que se trata de una relacién funcional lineal
que graficada produce una linea recta. El mismo proceso se sigue
con la correlacién y proporcionalidad inversa.

ACTIVIDAD 1. PROPIEDAD FUNDAMENTAL

.2 4
Dada la proporcion 3%

®  MESA BETANCUR, Orlando. Criterios y Estralegias para !a ensefianza de las
Matematicas, Vo! 1 pag. 8.
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¢ Cuales son sus extremos? ¢ Cuales son sus medios?
Construya un rectangulo con sus extremos y halle su area.
Construya un rectangulo con sus medios y halle su area.

¢, Qué concluye de éstas areas?

. I . 3
Haga lo mismo con las siguientes proporciones. —— = —5— En:

%x % £qué podemos concluir?

Solucion General:

oot a3 SR

1. Determinar cuales de los siguientes pares de razones son
proporciones. '

s 3,5 p M, 2 o 03 , 0064
9 15 22 14 0.054 0.5

¢ 6 25 f 24,8
58 ' /8 371
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2. Para cada una de las siguientes proporciones, complete las
implicaciones, expresando el término gue se indica en funcion
de los deméas. - : :

3 6 ; _ 75 50 ~
= 0= _ 75 =
a 5 y —> 3x 1 b 90 .50::>
15 90 _ 1.5' X —
e a0 A A X =
¢ 9 5 1= d 9 24’:}
m n
m _ n_ m = a C ad _

3. Escribirtodas las proporciones 'qué encuentre con los nimeros
6,12, 8y9.

ACTIVIDAD 2.
1. Dada la proporcién --g"? ;%,"poij-_l___a propiedad fundamental
ad=bc |

Construya dos rectédngulos, uno de dimensiones ay d, y el

otro de dimensiones b yc.
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[d+ab=bcrab]

Haciendo acoplamientos, quedan los siguientes rectangulos
equivalentes.

fa(b+d) = b(atc)]

Nuevamente, aplicando la propiedad fundamental, se tiene que:
a _ atc
b b+d
Lo que se fraduce: Daddala proporcién %x %-— se obtiene
ja proporcion:
a_ atc g c _ atc
b b+d d  b+d
La cual se puede leer asl: -




ACTIVIDAD 3. apamrdela proporcién ta) d , por la propiedad
fundamental ad be S : .

Recorta dos rectangulos .de-' areas ':equivalentés ‘ad y bc
respectivamente; si de ambos lados quitamos el rectangulo de longitud
bd, nos quedan dos rectangulos de areas equivalentes (Ley Uniforme)

b4

b

(a b) (c d)

L8
i
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Y aplicando la propiedad fundamental, queda la siguiente

proporcion:; a-b _ c-d

b d

Otra forma de obtener e
resultado es como lo
muestra la figura.

ACTIVIDAD 4. A partir de d(a-b) = b(c-d) concluida en el
ejercicio anterior agreguemos a ambos lados un rectéangulo
de dimensiones ay c.

i
IE

| pEs=mEa
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— j— a-h i
[d{a - b) + ac = b(c - d) + ac}

b —)

Comoad =bc. Dellado
[zquierdo quitemos el
rectangulo bcydellado
derecho ad, conser-
vando la equivalencia
de areas. Hacemos un
acoplamiento de los
rectangulos a ambos
lados de la igualdad
Resulta:

{a-b)c+d)=(a+d)c-d)
atbh_c+d
a-b c-d

354




CONCLUSION: En toda proporcién, la suma del antecedente de
la primera razdn con su consecuente, es a la diferencia, como la
suma del antecedente de |a segunda razon con su consecuente
es a la diferencia.

ACTIVIDAD 5. Para diferenciar correlacion directa de
proporcionalidad directa.

1. Se tiene la siguiente unidad , el menor cuadrado que se

puede formar con cuadrados iguales a éste, es él mismo y el
siguiente en orden es el que tiene cuatro unidades. El tercero es
de tres por fres.

2. Elaboremos una tabla con el area y el lado

L (cm) 1 2 1 3 4
Acm)| 1 4 9 16

3. Realizamos las divisiones: Area entre lado

913 16 '4_ 111 4 }1

013 014 o1 012
observamos los resultados y donnparamos con los de la actividad
anterior:
¢ Cual es la diferencia?.
¢, Hay un operador multiplicativo que aphcado al lado S|empre da
como resultado el area? _
¢ Con las razones anteriores se pueden obtener proporciones?
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NOTA: Como complemento a las aclividades anteriores, se
ubican las parefas en un plano cartesiano para observar el
comportamiento.

ACTIVIDAD 6 . Construyamos rectangulos de areas
equivalentes, sean por gjemplo los rec’tangulos cuya areaes de
36 unidades cuadradas. SRy

18 1E2
2 =36 A 3
- .
1
P
n—isﬂ 6 A=? '
| IR=35]—
6 6 9
4
12Ha=38H
18
23

¢, Qué ocurre con [a base cuando se aumenta la altura del
rectangulo al doble?

Superpongamos los rectangulos en forma descendente con
respecto a la altura asi:

®  Adoptado de Diddctica de la Matemidtica Moderna de Emma Castelntovo. Editortal F. Ttlfas, S.A.
México 1970, Pag. 167
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-_—

R et

P

dra®y
”

L1 B

N
5
Y

<]
base (b)

Obsérvese que, intuitivamente los vértices libres de cada
rectangulo forman una curva, Dicha curva se denomina rama de
hipérbola. Se puede obtener una mejor grafica si se hace en
papel milimetrado logrando asi mas rectangulos y por lo tanto,
mas vértices libres.

Repitamos la misma actividad con tridngulos rectangulos de areas
equivalenties. Sea A = 36 unidades cuadradas .

B

LTINS 1 ey

SRR AL
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El area de cada triangulo, con catetos en los ejes coordenados
es de 36 unidades cuadradas. Vemos como las hipotenusas de
cada triangulo van formando la hipérbola.

10.8. APLICACION DE LA PROPORCIONALIDAD

‘Existe en la actualidad una fuerte corriente en educacién
matematica que sostiene con fuerza la necesidad de que el
aprendizaje de las matematica no. se realice explorando las
construcciones matematicas en si mismas, en las diferentes
formas que han cristalizado a lo largo de los siglos, sino en
continuo contacto con las situaciones del mundo real que les
dieron y les siguen dando su motivacion v vitalidad""

La proporcionalidad se constituye en una herramienta para
resolver problemas del mundo real y que permiten establecer
una relacion entre ese mundo y el lenguaje mateméatico. Ademas
los mismos problemas nos conducen a crear modelos para
resolver otros. ' ' '

En este taller escogeremos algunas situaciones o problemas
modelos para inducir a formar los conceptos de regla de tres,
porcentajes, repartos proporcionales y mezclas.

10.8.1. Porcentajes
Se pide al alumno que establezca de dosformas distintas la razén,

entre la parte sombreada y el todo de |a siguiente figura. Primero
como partes de, y segundo como cociente entre areas, asi:

La parte sombreada se representa comp%— o también % porque

" De Guzmén Miguel. Ensefanza de las Ciencias y la Malemdlica. Tendencias e innovaciones
Educacién Ciencla y Tecnologia. Editerial Pepular S.A. Madrid. 1993. pag. 1186,
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1 _ 50
2 7100
Por anterior se establece la proporcion: La razén

§§§ hay 50 cuadrados coloreados de 100,

-

se puede escribir 50% (que se lee “cincuenta

50
100
por ciento”).

Se induce al alumno a que concluya que la mitad de una magnitud
de algo es equivalente al 50% de: Asi por ejemplo, en el circulo,
la parte sombreada es el 50% (la mitad).

Si en un grupo de 50 alumnos, 25

son hombres y el resto mujeres,

entonces se puede decir que el

t 50% del grupo es de hombres y el

% otro 50% es de mujeres. Asi, el
1 50% de 50 que

Seescribe;

50 —or 1 -
———(50)=25, __. (50)=25
g (60=25. 1. (50)

De idéntica manera podemos establecer otras proporciones que
representaremos como porcentajes.

“ZT = 25100  25%

La parte no sombreada

seria entonces el 75%

que equivale a %
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Asi por e}emplo si un comerciante ahorra $500.000 durante un
afio y en ese tiempo recibe unos intereses del 25% del valor
ahorrado entonces al final del ano, por intereses reclblra '

1 00 (500000) = 125000 =1T (500000) = 1_25090_

El significado de la expres:on 25% (—166*) es que por cada $ 100

que ahorra, recibe $25. Entonces se establece la proporcnon

25 X B
100 ~ 500000 => X = 125000

Si se pide cuanto recibe éste por lo ahorrado y los infereses,
esto serfa el 125%, porque seria todo ( 100%) mas el 25%.
Geometrlcamente se explica asi: :

125 2500000 _
1 (50000Q) 4 (500000:)“ 4 - 625000
1] 1.5
—:ﬂ Capilal 180 1+ z— = 'Z
La parte sombreada es
S=% = -%—(40%)
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EJERCICIO

En un almacén, hay una promocion especial por la compra de cada
camisa de marca Kamiss. Dicha promocion es del 40% de descuento
del valor asignado. Si Maria, quiere comprar una de esas camisas
cuyo valor asignado es $40.000. ¢ Cuanto debera pagar por ella?

Solucién: Si a Maria le hacen un descuento del 40%, quiere decir
gue pagara el 60% del valor asignado, esto es:

60 120000

00 (40000) = E = (40000)
10.8.2. MEZCLAS
HELADO DE CREMA
Ingredientes . 4 tazas de leche
(para seis porciones) 1 taza de azucar

1 cucharadita de esencia de vainilla
2 cucharadas de maizena
3 huevos

Se requiere hacer helado que alcance para 26 porciones,
¢, Qué cantidad se necesita de cada ingrediente?

Se puede enunciar el mismo tipo de ejercicio con preparacion de
concreto, quimicos, alimentos, entre otros.

COMPONENTES DE FUNGICIDAS: Se dispone de seis fungicidas
para frutales designados por 1, f,, f,, f, fs ¥ fs -

Cada figura geométrica indica la composicioén en miligramos de
las sustancias A(rojo), B(Amarillo) y C(azul) contenidas en los
distintos fungicidas. La sustancia A séio actlia como nutriente para

361




los frutales, en tanto que las sustancias B(amarillo) y C{azul) actdan
directamente conira algunos tipos de hongos'.

e Sustancia A Sustancia B Sustancia C]

Preguntas:

1. ¢ Cual fraccion representian cada una de las sustancias
A,B vy C en cada uno de los fungicidas?

2. Complete el siguiente cuadro, en el cual se relaciona la
cantidad que hay en cada sustancia en cada uno de los
fungicidas.

Fungicidas
Sustancia ff f"~ f3 f4 f5 fﬁ

Sustancia A
Sustancia B

Sustancia C - : 10

¢ En cudl fungicida hay menos porcentaje de la sustancia A?
&, En cual fungicida hay mayor porcentaje de la sustancia B7?
¢ En cual fungicida hay mayor porcentaje de la sustancia C?
Se adelanta un experimento que permita determinar la efectividad
de la sustancia B en el controi de un hongo determinado. En
este caso, ¢, cuales son los fungicidas que se deben seleccionar
para el experimento?

7. Haga lo mismo para la sustancia C

12 problema adaptado, tomado de: UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA. Examen de Admisién: Gufa
para orientar e ilustrar. Agosto 21 de 1989, Medellin
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8. ¢Serdigual el porcentaje de la sustancia B relativo a la
composicion total de los fungicidas f,, f,y f_.? Explique.

9. ¢Cuél es la sustancia que corresponde a la tercera parte de
la composicidn total del fungicida? Expligue.

Solucidén. Para darle respuesta a los demas interrogantes,
escribimos en forma de razon el contenido de cada sustancia en
cada uno de {os fungicidas con respecto a la composicién total.

Fungicidas
Sustancia f1 f2 fs f4 fs fe
Sustancia A 212 13 2 |2 A
i 8 5 8 0 3, 0
Sustancia B T 2 = g 3 2
Sustancia C 11% < % % ) ’%%

En el cuadro se lee claramente, por ejemplo, que el fungicida f,
tiene en composicion total 18 miligramos distribuidos asi: 2 de la
sustancia A, 6 de la B y 10 de la sustancia C.

Fungicidas
Sustancia f1 fz fs f4 fs fe
Sustancia A B | % | % |5 | £ | & | &
: 6 6 6 0 3 0
Sustancia B 13 > e 2 2 -
i 10 0 5 5 9 10
Sustancia C 78 - 3 > z 5

Ahora, con el objeto de dar una mayor visualizacion del orden de
estas fracciones, se reescribid con igual antecedente, (igual
numerador) y tendremos en cuenta que: Si dos fracciones tienen
igual numerador, es mayor la que tiene menor denominador v,
ensu defecto, es menor la que tiene mayor denominador.

.3 . . .
Observe que con la fraccién 5 obtuvimos otra equivalente asi:

A
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(Aqui el factor de conversion es 2).

3x2 _ 6
5x2 10

oes 2o 6
e8i0 es 5— 10

El cuadro anterior, nos muestra faciimente la solucion de las

preguntas 2 a 8. Por ejemplo, la solucidn a la pregunta 3 es %

que es la de mayor denominador.

En el caso de las preguntas 6 y 7 observe la grafica inicial que,
por ejemplo, de los 6 fungicidas los Unicos que no poseen
sustancia C (azul.} son los fungicidas f, y f,, quiere ello decir
que si se emplean estos 2 fungicidas en el experimento no dara
pie a ambigledades ya que no interviene |la sustancia C, de lo
contrario, no se puede concluir cual de las dos sustancias es la
que actua sobre ¢l tipo de hongo.

Sustancia e fi f, fs f, fs fs
Sustancia A s+ 13 Z1TZ 1
Sustancia B 11211 0o | & o
Sustancia C < 0o | £ S 1 0 &

10. Para darle solucion a la pregunta 9 y dejar abiertas otras
posibles preguntas de ese tipo, escribimos el cuadro con las
fracciones equivalentes pero simplificandolas al maximo. (ver
cuadro anterior}.

10.8. 3. Regla de tres

Se trata de tomar problemas corrientes para elaborar un modelo
gue permita solucionar problemas de regla de tres simple directa
e inversa y regla de tres compuesta.
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Segun los programas del MEN de séptimo grado para resolver
problemas de regla de tres simple, se deben tener en cuenta
los siguientes tres aspectos:

1. Verificar si existe una correlacion directa o inversa.

2. Establecer si existe proporcionalidad directa o inversa mediante
el analisis del problema, ya sea, por medio de tablas, de
graficas o encontrando la constante de proporcionalidad.

3. Hacer una estimacion aproximada de lo que puede ser la
resolucion o resultado del problema.

Para obtener un operador que reduzca, utilizamos las fracciones

propias (de la forma b , tal que a<b, pz£p. Para obtener un

operador que amplie una magnitud, se emplea una fraccién

impropia (de |a forma %, tal que a>b, pz£0)

ACTIVIDAD 1. Un obrero pega 600 adobes semanalmente
trabajando cinco dias

1. ¢ Cuanto tiempo se demora para pegar 5400 adobes.?

2. &A qué magnitudes se refiere el texto? - -

3. ¢Estanlas magnitudes directamente correlacionadas? ¢ Por
qué?

4. ;Son directamente o inversamente proporcionales? ¢ Por
qué?

5. ¢Cbémo lo resolverias?

ACTIVIDAD 2. Elgréfico, es un dibujo a escala de una cancha
real en el cual cada centimetro representa 10 metros de las
dimensiones reales de [a cancha. En ella se remarcan las
divisiones que posee una cancha de futbol. '
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Hallar las d;mensnones reales de la cancha (mcluyendo sus
divisiones, también marcadas a escala).

Se desea cambiarle la gramilla a la cancha ¢ Cuantos metros
cuadrados de gramilla se requieren?

Siuna empresa engrama la cancha en tres dias y por cada metro
cuadrado de gramilla instalado cobra $100.000, ¢ cuanto se
le pagaria a la empresa por el engramillado de ia cancha?
Si otra empresa que cotiz6 el engramillado de la cancha se
demora.dos dias en hacerlo y cobra en total $7°920.000.

¢ Cuanto estaria cobrando por s metro cuadrado?

Si se decide contratar a las dos empresas para engramillar la
cancha, cada una con las mismas condiciones de los numerales
3y 4, iqueé fraccidn de la cancha engrama cada una, sabiendo
que comenzaron a la misma hora y que se hace a un ritmo
- constante?, ; Cuanto costara el engramiilado total?, ; Cuanto
se le pagara a cada empresa?
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