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Prefacio

Una de las motivaciones que llevaron al tratamiento de la tematica del texto surge
de encontrar una escasa conexién entre lo abordado sobre los puntos notables de un
triangulo como parte de la geometria sintética, en la béasica secundaria, y su desarrollo
posterior como parte de la geometria analitica en la educacién media, situacion que
se hace evidente en los textos escolares habituales y cuya probleméatica geométrica es
expuesta por Gascén (2002, p. 21) quien defiende la «tesis de la continuidad entre las
geometrias sintética y analitica». Adicional a lo anterior, se encuentra el hecho que
los textos escolares solo hacen menciéon de los puntos notables gravicentro, incentro,
circuncentro y ortocentro, y con ello deja de tratarse lo que tiene que ver con otros
puntos notables, como son los puntos de Nagel, de Spieker, de Feuerbach y el centro
de la circunferencia de los nueve puntos, esenciales para el desarrollo de la tematica

abordada en este texto.

Por otro lado, se tiene como fuente de motivacién especial el hecho de que el concepto
de escintor de un triangulo no se desarrolla en los textos guia usados por los docentes
escolares, los cuales, como plantean Abrate, R. S.; Delgado, G. I.; Pochulu, M. D. (2006),
se convierten, sin lugar a duda, en el «vehiculo que legitima los contenidos prescriptos
y en una de las principales fuentes de actividades y tareas». Concepto de escintor
sobre el cual es necesario indicar que lo relacionado con su clasificacion como vescintor,
mescintor y escintriz (términos acufiados por Therdn Palacio, E. y Falcén Dorado,
F., 2006), se registra en ambitos internacionales con los términos splitter, cleaver y

equalizer, respectivamente.

L Los conceptos de splitter y cleaver se pueden rastrear en la literatura con Avishalom (1963). El

concepto de equalizer se puede rastrear en la literatura con el problema propuesto por Podkolzin
(1978), citado por Vershik (1994), si bien el término se registra con Berzsenyi (1997).
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En cuanto al aporte tedrico de lo desarrollado en la presente obra se halla la obtencién
de las formulas que permiten determinar la ubicacion de algunos de los puntos notables
de un triangulo y de los puntos extremos de los escintores de este, cuando se conozcan la
longitud de los lados o las coordenadas de sus vértices en un sistema cartesiano, dando
continuidad a lo ya expuesto y publicado por el autor (Ortiz Alzate, 2010, 2013a,b,
2016, 2018).

Es de resaltar que la facilidad que brindan los procesadores geométricos para hacer
construcciones dinamicas, esto es, «dibujar figuras en funcién de sus relaciones
geométricas y no de su apariencia» (Garcia Mangas, 2011, p. 9), permite hacer
investigacion en geometria, dado que el uso de sus potentes herramientas de
visualizacién ofrece la posibilidad de hacer conjeturas sobre ciertas propiedades de
los objetos geométricos, las cuales habran de ser validadas con posterioridad.? Fue
asi como, a partir de construcciones geométricas dindmicas «que permiten unir el
conocimiento empirico y tedrico» (Kondratieva, 2013, p. 51), se pudo constatar la
relacién entre algunos de los escintores de un tridngulo con puntos notables de este vy,
luego de considerar relaciones geométricas y trigonométricas intrafigurales, determinar
las féormulas que dan cuenta de las coordenadas de sus puntos extremos,® permitiendo

con ello establecer las condiciones de su existencia y sus propiedades.

El contenido tedrico expuesto en el texto va dirigido en primera instancia a docentes de
matematicas de los niveles de la educacion béasica y media, estudiantes de licenciatura
en matematicas y docentes de matematicas basicas en la educacion superior quienes,

a partir de su lectura acuciosa, y una vez vislumbrada la opcién de ampliar el margen

2 «La actividad de experimentacién con los objetos de la geometria dindmica es una actividad

productiva de relaciones entre dos polos [objetos perceptibles y objetos tedricos]. La experimentacién
implica no solamente una manipulacion perceptiva de los objetos, sino una postura tedrica que busca
explicar y predecir el comportamiento de los mismos. La actividad de experimentacién implica enunciar
conjeturas y verificarlas experimentalmente. Las conjeturas que sean validadas se convertiréan en leyes
tedricas que permitirdn guiar y controlar la percepcién» (Acosta Gempeler, M. E.; Fiallo Leal, J. E,
2017, p. 21).

3 Para la validacién de las férmulas desarrolladas en el presente texto se hizo uso del procesador
geométrico GeoGebra.
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de aplicacién de los conceptos que normalmente se desarrollan en la geometria escolar,
tendran la posibilidad de hacer una transposicién didactica de este ajustandolo a los

niveles de complejidad adecuados para cada uno de los grados del sistema educativo.

Como una primera aproximacion para el tratamiento del contenido expuesto en el texto,
en los distintos niveles del sistema educativo, se tiene que en la educacion basica primaria
podria introducirse el trazo de los segmentos que bisecan el perimetro de un triangulo
cuyas medidas de sus lados sean nimeros enteros, donde, en una primera actividad, se
podria partir, para los trazos, desde cada uno de los vértices (vescintores) y con ello
mostrar la concurrencia en un punto, el punto de Nagel. En una segunda actividad se
podria partir para los trazos desde los puntos medios de los lados (mescintores) y con

ello mostrar también la concurrencia en un punto, el punto de Spieker.

En la bésica secundaria podria llevarse a cabo la construccién sintética de los segmentos
que bisecan el perimetro de cualquier tridngulo (escintores). Adicionalmente, podrian
tratarse las razones métricas entre el gravicentro, el incentro, el punto de Nagel y el
punto de Spieker de un tridngulo y hacer uso de las formulas para establecer la ubicacién

de los puntos notables en términos de la longitud de sus lados.

En la educacion media podria llevarse a cabo la construccion sintética de los segmentos
que bisecan tanto el perfmetro como el drea de un tridngulo (escintrices) con relacién
a uno de sus angulos y hacer uso de las formulas para establecer la ubicacion de los
puntos extremos de los escintores en términos de la longitud de sus lados. Asimismo,
se podria abordar el proceso analitico para determinar las férmulas algebraicas que
permiten hallar las coordenadas de los puntos notables en términos de los lados del

triangulo y de las coordenadas cartesianas de sus vértices.
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En la educacién superior se podria abordar el proceso analitico para determinar
las férmulas algebraicas que permiten hallar las coordenadas de los extremos de las
escintrices en términos de la longitud de los lados del triangulo y de las coordenadas

cartesianas de sus vértices.

Por otro lado, el contenido del texto podria servir de referencia para investigadores
matematicos interesados en profundizar en temas afines a los desarrollados, y como
fuente de consulta para los amantes de las matematicas que tengan curiosidad por
ampliar sus conocimientos al respecto. Se espera que este texto sea de gran utilidad
para ampliar el horizonte de estudio de los puntos notables de un triangulo y sirva de
motivacién para la inclusion de la tematica de escintores como parte del contenido de

las geometrias sintética y analitica, en el curriculo de las matematicas escolares.

Hernan Dario Ortiz Alzate
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Introduccion

En el desarrollo de la geometria se acostumbra determinar la ubicacion de los
puntos notables de un tridngulo por métodos sintéticos, analiticos o dindamicos. Los
métodos sintéticos corresponden a procedimientos constructivos, con regla y compas, sin
referencia a un sistema de coordenadas, los cuales conllevan la inexactitud propia de los
instrumentos y la imprecision en la manipulacion de estos por parte del dibujante, siendo
métodos netamente intuitivos y visuales. Entre las técnicas distintivas para resolver
situaciones en geometrfa sintética Alvarez (2014) senala: los lugares geométricos,
enriquecer la figura, el uso de la figura de anélisis, el patron de anélisis-sintesis, el

método reductivo, el método de las transformaciones y la razén (homotecia).

Por su parte, los métodos analiticos arrojan datos exactos, con referencia a un sistema de
coordenadas. Estos métodos requieren de la referencia de las coordenadas y ubicacién
en el plano cartesiano de los vértices de un tridngulo, y la posterior determinacion
de parametros como puntos medios, pendientes, ecuaciones de rectas y puntos de
interseccién, elementos claves para establecer la ubicacién de los puntos notables, todo
haciendo uso de férmulas y procedimientos de la geometria analitica (De Oteyza, E.;
Lam, E.; Herndndez, C.; Carrillo, A.; Ramirez, A., 2001, 2011; Véasquez, 2002). Dado
que son netamente abstractos, estos requieren de gran desempeno matematico y calculos
diversos, en los cuales se acostumbra el uso de ayudas visuales. En los métodos analiticos
dificilmente se parte de conocer las longitudes de los lados de un tridangulo. Entre las
técnicas distintivas de la geometria analitica Alvarez (2014) senala: asociar un sistema
de coordenadas a una situacion geométrica dada, la determinacion del sistema de
ecuaciones, las transformaciones algebraicas, la modelizacion algebraica con parametros

y el estudio analitico de casos, y el patrén de andlisis-sintesis.



INTRODUCCION

En cuanto a los métodos dinamicos puede decirse que son los mas versatiles porque
conjugan los dos anteriores y permiten una excelente visualizacion a partir de la
manipulacién de software creado para tal fin. Con ellos es posible determinar con
exactitud la ubicacién de los puntos notables, pero se requiere de acceso a un ordenador
y pericia en el manejo del software. Entre las técnicas y tecnologias propias de la
geometria dindmica Alvarez (2014), citando a Acosta (2005, p. 138), sefiala: el arrastre
de exploracion, el arrastre de verificacion, las transformaciones y resoluciones en

simbolos, la resolucién y graficacion en tiempo real.

En consideracién con las posibilidades brindadas por los métodos descritos previamente,
el presente texto pretende divulgar las formulas algebraicas directas que permiten
determinar la ubicaciéon de los puntos notables de un triangulo y los puntos extremos
de los escintores, haciendo uso de calculos exactos y sin requerir de construcciones

geométricas elaboradas, es asi que se plantean como objetivos:

A Exponer las formulas algebraicas directas que permitan determinar la ubicacién
de los puntos notables de un triangulo en términos de la longitud de los lados y

de las coordenadas cartesianas de sus vértices.

(A Mostrar las propiedades de los escintores y su relacién con algunos de los puntos

notables de un tridngulo.

(@ Dar a conocer las férmulas algebraicas directas que permitan determinar la
ubicacién de los puntos extremos de los escintores de un tridngulo en términos de

la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas de sus vértices.
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INTRODUCCION

Para el abordaje del contenido expuesto en el texto se precisa que el lector cuente
con conocimientos basicos sobre la geometria del tridngulo, métodos de demostracion,
relaciones de proporcionalidad y fundamentos de geometria analitica, bagaje tedrico
que le permitirda comprender algunos procesos implicitos en el desarrollo de las

demostraciones geométricas y en la obtencién de las ecuaciones algebraicas presentadas.

En la exposicién de la temética se proporcionan algunas definiciones bésicas, se plantean
los teoremas que sustentan el desarrollo conceptual, se muestra el proceso llevado a cabo
para la obtencién de las formulas puestas en consideracién como aporte tedrico y, por
ultimo, se valida el uso de dichas féormulas con la insercién de estas en un software

dindamico (GeoGebra) obteniendo como resultado las figuras presentadas.

El texto se compone de siete capitulos; donde, en el Capitulo 1 se desarrolla
la conceptualizacion basica sobre las rectas y puntos notables de un triangulo
mas habituales en la geometria escolar: mediatrices-circuncentro, alturas-ortocentro,
bisectrices-incentro y medianas-gravicentro. Para un mejor abordaje, se dan las
demostraciones de los teoremas de concurrencia de las rectas notables, de colinealidad
entre los puntos notables y de razones métricas en el segmento de Euler. Se concluye
el capitulo con el teorema de Ceva que se utiliza para probar de un modo diferente la
concurrencia de las rectas notables cevianas; correspondientes a las alturas, las medianas

y las bisectrices.

Por su parte, en el Capitulo 2 se hace un tratamiento analitico de las relaciones
métricas y trigonométricas entre los elementos de un tridngulo que llevan a establecer
las coordenadas de los puntos notables en términos de la longitud de los lados y de
las coordenadas cartesianas de los vértices. Asi mismo, se presenta el desarrollo de la
obtencion de las férmulas para el cédlculo de la distancia entre puntos notables y para
la medida de los radios de las circunferencias inscrita y circunscritas, en términos de la

longitud de los lados de un triangulo.
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A continuacion, en el Capitulo 3 se da la demostraciéon del teorema de la circunferencia
de los nueve puntos y se obtienen las coordenadas del centro de dicha circunferencia en
términos de la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas de los vértices de
un triangulo. De igual manera, se presentan las formulas para el calculo de la medida
del radio de la circunferencia de los nueve puntos en términos de la longitud de los lados

de un tridangulo.

En el Capitulo 4 se desarrolla lo relativo a la conceptualizacion de los puntos de Nagel
y de Spieker; se dan las demostraciones de los teoremas que sustentan su presentacion
y colinealidad con el gravicentro y el incentro para, a partir de la determinacién de la
relacién métrica entre ellos, obtener sus coordenadas en términos de las longitudes de

los lados y de las coordenadas cartesianas de los vértices de un tridngulo.

Ulteriormente, en el Capitulo 5 se aborda la conceptualizacién basica respecto de
los escintores de un tridangulo: vescintores, mescintores y escintrices. Se presentan los
procesos para la construccion sintética de un escintor general y de una escintriz general,
con su respectiva justificacion, y se aborda la demostraciéon de los teoremas relacionados
con ellos: segmento de Nagel como vescintor, segmento de Spieker como mescintor y

escintor incentral como escintriz.

Luego, en el Capitulo 6 se desarrolla el proceso de obtencion de las coordenadas
de los puntos extremos de un escintor general y de los casos especiales: vescintores y
mescintores, en términos de la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas

de los vértices de un tridngulo.

Y por ultimo, en el Capitulo 7 se desarrolla el proceso de obtencién de las coordenadas
de los puntos extremos de las escintrices en términos de la longitud de los lados y de las
coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo. Conjuntamente, se presenta un
analisis respecto de las condiciones para la existencia de las escintrices de un triangulo

y su cantidad, de acuerdo con la longitud de sus lados.
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Al final de los capitulos 2, 3, 4, 6 y 7 se presenta el resumen de las formulas mas
relevantes tratadas en ellos, junto con algunos ejemplos de su aplicacién. De igual
manera, en todos los capitulos se presentan para su ejecucion una serie de ejercicios

complementarios y pertinentes.
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CAPITULO 1

Rectas y puntos notables de un triangulo

Al inicio de este capitulo se aborda la conceptualizacién relacionada con las rectas
notables de un tridngulo mas comunmente tratadas en la geometria escolar, como son
las mediatrices, las alturas, las bisectrices y las medianas, y se expone la demostracion
de la concurrencia de cada uno de estos sistemas de rectas, lo cual lleva a la definicion de

los puntos notables correspondientes, circuncentro, ortocentro, incentro y gravicentro.

Posteriormente, se expone la demostracién de la colinealidad de los puntos notables
circuncentro, gravicentro y ortocentro en la que se conoce como la recta de Euler, junto
con la demostracion de la razén métrica entre ellos. Por ultimo, se integra el concepto
de ceviana y se aborda la demostracion de su propiedad proporcional, la cual se aplica
como un método alternativo para la demostracion de la concurrencia de las cevianas
que contienen las alturas, la concurrencia de las cevianas que contienen las medianas y

la concurrencia de las cevianas que contienen las bisectrices de un triangulo.



1.1. RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

1.1. Rectas notables de un triangulo

Definicién 1: la bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en dos angulos

congruentes entre si, donde sus puntos equidistan de los lados del dngulo (figura 1.1.).

En un tridngulo por cada vértice puede trazarse una bisectriz interior (bisectriz de un
angulo interior),* que corta al lado opuesto, y una bisectriz exterior (bisectriz de un

dngulo exterior)® que es perpendicular a la interior.

Definicién 2: la mediatriz de un segmento es la recta que pasa por su punto medio y
es perpendicular a este. Los puntos de una mediatriz equidistan de los puntos extremos

del segmento.

En un tridngulo, por cada lado puede trazarse una mediatriz. (figura 1.2.).

Figura 1.1. Bisectrices interior y exterior

o > Figura 1.2. Mediatriz de un lado de un
respecto de un vértice de un tridngulo

tridngulo
..P A
Bisectriz

\\ Mediatriz
Bisectriz

interior

Pt N oe— c
\ BD bisectrizde /£ ABC

/ABD = /DBC
4
BP bisectrizde ZABQ o
\/ABP= /PBQ BM = MC
\ BD L BP MP 1L BC

Fuente: elaboracién propia. Fuente: elaboracion propia.

4 Un 4ngulo interior de un tridngulo es la regién de este que se forma entre dos de sus lados.
5 Un 4ngulo exterior de un tridngulo es la regién exterior a este que se forma entre uno de sus lados
y la prolongacién del otro con el que comparte uno de sus vértices.
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CAPITULO 1. RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Definicién 3: la mediana en un triangulo es el segmento de recta que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto. La mediana divide al tridngulo en dos 4reas iguales®

(figura 1.3.).
En un tridngulo, desde cada vértice puede trazarse una mediana.

Definicién 4: la altura en un triangulo es el segmento de recta que va desde un vértice
hasta el lado opuesto o su prolongacion y es perpendicular a este (figura 1.4.). Al punto
de corte de la altura con el lado de un tridngulo, o su prolongacion, se le denomina pie

de la altura.

En un triangulo, desde cada vértice puede trazarse una altura.

Figura 1.3. Mediana de un tridngulo Figura 1.4. Altura de un tridngulo

Mediana

0
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1
'
I
I
1]
i
1
[
1

r

i
]

4

B ' M ' c

i
]
1
1
1
1
1
i
i
i
1
]
1
1
1
1
]
i

BM = MC B P C
A(AABM) = A(AAMC) AP 1 BC

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracién propia.

1.2. Concurrencia de las rectas notables de un triangulo y puntos notables

1.2.1. Concurrencia de las mediatrices de los lados de un triangulo y
circuncentro

Teorema 1: las mediatrices de los lados de un tridngulo concurren en un punto que

equidista de los vértices.

6 Hay infinitos segmentos de recta que dividen el drea de un tridngulo en dos partes iguales. En el
portal WOLFRAM Demonstrations Project se puede acceder a la construccién dindmica disenada y
publicada por Rangel-Mondragén (2013a), en la cual el usuario puede variar la ubicacién del segmento
de recta que bisecta el area del triangulo.
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Demostracion:

Sea el AABC, con M, F' y E puntos medios de AC, BC' y AB, respectivamente.
Trécense las mediatrices de los segmentos AC' y BC, las cuales se cortan en el punto

C. (figura 1.5.).

Figura 1.5. Concurrencia de las mediatrices de Figura 1.6. Circuncentro de un tridngulo y
los lados de un triangulo y circuncentro circunferencia circunscrita

“(ircuncentro

Mediatriz:

'--.-....;,....--' \

Fuente: elaboracién propia. Fuente: elaboracion propia.

Por ser C, punto de la mediatriz de AC, se tiene que AC, = CC,, y por ser, a su
vez, punto de la mediatriz de BC, BC, = CC., por lo tanto, AC. = BC., es decir, C.
equidista de A y de B, esto es, hace parte de la mediatriz de AB (QED).”

Definicién 5: al punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un triangulo se
le denomina circuncentro C, y es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo
(que pasa por los vértices), por lo tanto, el segmento que une el circuncentro con uno

de los vértices es el radio de la circunferencia circunscrita r. (figura 1.6.).

1.2.2. Concurrencia de las alturas de un triangulo y ortocentro

Teorema 2: las rectas que contienen las alturas de un tridngulo concurren en un punto.

7 «Quod erat demonstrandum es una locucién latina que significa ‘lo que se queria demostrar’ y se
abrevia QED». Quod/erat/demonstrandum (es.wikipedia.org)
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Demostracion:

Sea el AABC', cuyas rectas que contienen las alturas son ﬁ , % y Cﬁ ,con F'. Dy
E pies de estas sobre %, j@ y jﬁ, respectivamente. Asi, /ﬁ € %, % 1 j@ y

Cﬁ L /@ (figura 1.7.). Tracense las paralelas a j@ por el vértice C' y a Zg por el

vértice B, las cuales se cortan en A’. Tracese, ademds, la paralela a E(% por el vértice

A ywre 2
A, la cual corta a A’Ben C'ya A'C en B'.

A partir de la  construccién
hecha se forman el AAB(C
y los paralelogramos A’BAC,
B'ABC y C'"ACB, de donde, en el
paralelogramo A’BAC, A'B = CA
y A'B || CA, y en el paralelogramo
C'ACB, BC" = CA, con lo cual,
A'B = BC(C', esto es, B es punto

medio de A'C’. Ademds, como

1TB I &A y BD 1 /@, entonces,
% 1 fW, de donde % es

mediatriz de A’C".

Figura 1.7. Concurrencia de las rectas que contienen las
alturas de un tridngulo y ortocentro

Fuente: elaboracién propia.

Usando un procedimiento andlogo al anterior, se puede establecer también que C' es

punto medio de A’B’ y que A es punto medio de C'"B’ y, con ello, que las alturas del

ANABC son a su vez mediatrices del AA’B’'C’, las cuales concurren en un mismo punto

O, tal como fue demostrado en la seccién 1.2.1. (QED).

Definicién 6: al punto de concurrencia de las rectas de las alturas de un tridngulo se

le denomina ortocentro O .
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1.2.3. Concurrencia de las bisectrices de los angulos interiores de un

triangulo e incentro

Teorema 3: las bisectrices de los dngulos interiores de un tridngulo concurren en un

punto que equidista de los lados.
Demostracion:

Sea el AABC, con ﬁ bisectriz del ZA, y ﬁ bisectriz del ZB, las cuales se cortan
en el punto I, (figura 1.8.).

Tracense desde I, segmentos perpendiculares a cada uno de los lados del tridangulo, cuyos
pies son J sobre BC, K sobre BA y H sobre AC, conlo cual I,J 1. BC, I,K L BAy
I,H 1 AC.

Por ser I, punto de la bisectriz del ZA, este equidista de los lados del dngulo, con lo
cual, I,K = I,H vy por ser I, punto de la bisectriz del /B, se tiene que I, K = I,J,
por lo tanto, I, H = I,,J, es decir, I,, equidista de los lados del ZC'y, por consiguiente,
hace parte de la bisectriz de este (QED).

Figura 1.8. Concurrencia de las bisectrices
de los angulos interiores de un triangulo e

incentro . .
Figura 1.9. Incentro de un tridngulo y

circunferencia inscrita

Incentro

Bisectriz

Fuente: elaboracién propia.

Fuente: elaboracién propia.
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Definicién 7: al punto de concurrencia de las bisectrices de los angulos interiores de un
triangulo se le denomina incentro I,, y corresponde al centro de la circunferencia inscrita
en el tridngulo (tangente a los lados), por lo tanto, el segmento perpendicular que une

el incentro con uno de los lados es el radio de la circunferencia inscrita r; (Figura 1.9.).

1.2.4. Concurrencia de las medianas de un triangulo y gravicentro

Teorema 4: las medianas de un tridngulo concurren en un punto cuya distancia a cada

vértice es dos tercios de la medida de la respectiva mediana.

Demostracion:

Sea el AABC, con E, M y F puntos medios de AB, AC' y BC| respectivamente.

Tracense CE y BM, medianas del triangulo, las cuales se cortan en el punto G (figura
1.10.), y sean H y D puntos medios de BG y C'G, respectivamente, con lo cual BH
HG y CD = DG. Ademss, al trazar EM en el AABC se tiene que EM || BC y

1
EM = EBC , por propiedad de los puntos medios de los lados de un triangulo. De igual

S _— = 1
manera, al trazar HD en el ABGC se tiene que HD || BC' 'y HD = §BC’. Luego,
EM | HD y EM = HD.

Asi, al unir H con F'y D con M se forma el paralelogramo EM DH, cuyas diagonales

HM y DE se dimidian, lo cual implica que HG = GM y DG = GE. Por lo tanto,
1 2

CE=CD+ DG+ GE =3CD, esto es, CD = §C’E o0 CG = gCE. De igual manera,

BM = BH + HG+ GM = 3BH, donde, BH = %BMOBG— %BM.

Al proceder de manera similar para las medianas CE y AF, bajo la consideracién que

2 2
se cortan en el punto G, se obtendrd que AG' = gAF y CG = §CE’ con lo cual se

puede concluir que el punto G’ coincide con el punto G (QED).
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Figura 1.11. Division de un tridngulo en
Figura 1.10. Concurrencia de las medianas de regiones triangulares de igual drea a partir del
un tridngulo y gravicentro gravicentro

Fuente: elaboracién propia.

Fuente: elaboracién propia.

Definicién 8: al punto de concurrencia de las medianas de un tridngulo se le denomina

gravicentro G, baricentro o centroide® y corresponde al centro de gravedad del tridngulo.

Corolario: en todo triangulo los segmentos que unen el gravicentro con sus vértices lo

dividen en tres regiones triangulares de igual drea.’

Demostracién:

Sea el ANABC, con G gravicentro, £, M y F puntos medios de AB, AC y BC,

respectivamente (figura 1.11.).

Tracense AF, BM y CE medianas, AQ altura del AABC respecto de % y GP altura
del ABGC respecto de %

8 “The centroid is the unique point of a triangle with the property that three lines through it divide

the area into sixz equivalent regions. [...] the centroid G is a sizpartite point of the triangle” (Berele,
A.; Catoiu, S., 2018b).

9 “The medians are the only three concurrent lines that divide the area of a triangle into siz equivalent
regions” (Berele, A.; Catoiu, S., 2018b)
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De acuerdo con la construccién hecha, se obtiene AAFQ ~ AFGP (criterio A. A.,

dado que ZAFQ = ZGFP, por ser angulo comun, y ZFQA = /F PG, por ser angulos
AF A
rectos), con lo cual, por aplicacién del teorema de Thales,'® se tiene que ar = G_C;

En concordancia con el teorema de concurrencia de las medianas de un triangulo

GA = 2AF, con lo cual GF = 1AF, luego, A—F = A—Q, esto es, GP = 1AQ.
3 3 lAF GP 3
3

Asi, teniendo en cuenta que A(ABGC) = %BC’ -GP y A(AMABC) = %BC’ - AQ, se
1 1
tiene que A(ABGC) = EBO - AQ, por lo tanto, A(ABGC) = §A(AABC’)

Mediante un procedimiento similar respecto de los lados AB y AC, se tendré
queA(AAGC) = %A(AABC’) y A(ANAGB) = ~A(AABC), con lo cual A(ABGC) =
A(ANAGC) = A(AAGB) (QED).

1
3

1.3. Colinealidad del ortocentro, el gravicentro y el circuncentro

Teorema 5: en todo triangulo el ortocentro, el gravicentro y el circuncentro son puntos

colineales (estdn sobre una misma recta).
Demostracion:

Sea el AABC' del cual C, y O son el circuncentro y el ortocentro, respectivamente, con

P punto medio de CA, K punto medio de BC'y M punto medio de BA (figura 1.12.).

Tracense BP, mediana del AABC, y C,O, las cuales se cortan en G. Tracense, ademads,
BO y CO, segmentos de las rectas de las alturas respecto de los lados AC y AB,
respectivamente. Asf, BO L 1@ y CO L jﬁ

10 «Dado un tridngulo ABC, si se traza un segmento paralelo, B’C’, a uno de los lados del
tridngulo, se obtiene otro tridngulo AB’C’, cuyos lados son proporcionales a los del tridngulo ABC».
Los teoremas de Tales de Mileto (superprof.es)
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1.8. COLINEALIDAD DEL ORTOCENTRO, EL GRAVICENTRO Y EL CIRCUNCENTRO

Sean J punto medio de GO, Z punto medio de Figura 1.12. Colinealidad del ortocentro, el

—_ . —_— gravicentro y el circuncentro de un triangulo
C'O, R punto medio de BG y unanse R con J

y K con Z. Asi, por propiedad de los puntos A
medios de los lados de un triangulo, se tiene

que, en el ABGO, RJ || BOy RJ = =BO;

yenel ABCO, KZ | BOy KZ =
Luego, BT | KZ vy RI =~ KZ.

BO.

Unase M con P, asi MP || BC, es decir,
MP || KC (dado que KC es segmento de
BC). Unase, también, C, con M v con P, con

lo cual C,M es mediatriz del segmento BA Fuente: elaboracién propia.
y C.P es mediatriz del segmento AC, por lo
tanto, C.M 1 ABy C.P 1 AC. Luego, como

CO L AB, entonces, por ser perpendiculares a una misma recta, C.M || CZ (dado que
CZ es segmento de CO). De igual manera, como BO L Z& entonces C.P || BO, y
como a su vez, BO || KZ, se tiene que C.P || KZ, de donde ZCZK = /MC,P, por

ser dngulos entre paralelas. En forma similar, como M P || KC'y C.P || KZ, entonces

LMPC.= ZCKZ, por ser angulos entre paralelas.

Enel ACMP, ZC.MP =180— (LMC.P+/ZMPC.)yenel AZCK, LZCK = 180—
(LCZK + £LCKZ), por lo tanto, ZC.MP = /ZCK, por ser angulos suplementarios
de dngulos congruentes. Asi, se puede determinar que AC.MP = AZCK (criterio A.
L. A., dado que ZC.MP = /ZCK, MP = CK y /ZMPC. = /CKZ), con lo cual

KZ = C.P, por ser lados correspondientes de tridngulos congruentes.

Al unir C. con Ry P con J se forma el cuadrilatero C.PJR, el cual es un paralelogramo,

dado que RJ || KZ || C.P, es decir, RJ || C.P, y RJ] & KZ = C.P, esto
es, RJ = C,P. Asi, RP y C,J son diagonales del paralelogramo C.PJR, con G
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punto de encuentro de las diagonales, por lo tanto, RG = GP y C.G = GJ, por
propiedad de los paralelogramos. Luego, para la mediana BP del AABC se tiene que,
BP = BR+ RG 4+ GP y como BR = RG, por ser R punto medio de BG, entonces,
BR = RG = GP. Asi, BP = GP + GP + GP, de donde, 3GP = BP o GP = %BP,

2
esto es, BG = gBP, con lo cual se establece que el punto GG corresponde al gravicentro
del AABC' (teorema de concurrencia de las medianas de un tridngulo). Por lo tanto, el

circuncentro C,, el gravicentro G y el ortocentro O son colineales (QED).

Definicién 9: se denomina recta de Fuler a la recta que une el ortocentro, el gravicentro

y el circuncentro.

Toma ese nombre en honor al matemético suizo Leonhard Euler!! quien descubrié este

hecho a mediados del siglo xvi1ir (figura 1.13.).

Figura 1.13. Recta de Euler

Recta de Euler

Ortocentro

Gravicentro

Circuncentro

B / c

Fuente: elaboracién propia.

1.4. Razon métrica en el segmento de Euler

Definicién 10: se denomina segmento de Euler a la porciéon de la recta de Euler

comprendida entre el circuncentro y el ortocentro de un triangulo.

' Teonhard Paul Euler, naci6 el 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza, y murié el 18 de septiembre
de 1783 en San Petersburgo, Rusia. Fue un respetado matematico y fisico, y estd considerado
como el principal matemdético del siglo XVIII y como uno de los mas grandes de todos los tiempos.
Leonhard Euler (es.wikipedia.org)
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1.4. RAZON METRICA EN EL SEGMENTO DE EULER

Teorema 6: en el segmento de Euler de un triangulo no equilatero, el gravicentro esta

distante del circuncentro un tercio de la longitud entre el circuncentro y el ortocentro.

Demostracion:

Sea el AABC' del cual C,., G y O son el circuncentro, el gravicentro y el ortocentro,

respectivamente. Con P punto medio de AC (figura 1.14.). Tracense PC,, C,O, BO y
la mediana BP, siendo G el punto de corte de los segmentos C,O y BP, con lo cual se

forman AC.GP y ANOGB.

Como BO es segmento de la recta de

Figura 1.14. Razén proporcional en el segmento de

la altura respecto del lado AC, es decir, B
uler

BO 1 AC, y C.P es segmento de la
mediatriz del lado AC, esto es, C.P L
AC, se tiene que C.P || BO.

Asi, AGPC. ~ AGBO (criterio A.
A., dado que ZGPC. = /GBO, por

ser alternos internos entre paralelas, y

Ty S
/C.GP = ZOGB, por ser opuestos por E &‘
o
el vértice). Luego Gpb GC or
vértice). Lu — = —
8¢ - co P

. . Fuente: elaboracién propia.
ser lados correspondientes de triangulos

semejantes.

1 2
Por el teorema 4 (seccién 1.2.4.) se tiene que GP = §BP y GB = §BP’ asi,

sBP _ GG esto es L_ GG
(BP GO’ "2 GO’
figura 1.14, se tiene que GO = C.0O — GC, (2), con lo cual, al reemplazar (1) en (2), se

1
obtiene C.O = 3GC,, esto es, GC, = §C’CO (QED).

de donde, GO = 2GC, (1). Luego, de acuerdo con la
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1.5. Teorema de Ceva y concurrencia de algunas lineas notables del

triangulo

Definicién 11: se denomina a ceviana'? de un tridngulo a la recta que partiendo de un
vértice corta al lado opuesto o su prolongacion en un punto distinto a los otros vértices

(figura 1.15).

Definicién 12: al punto donde concurren las cevianas se le denomina punto de Ceva .

Figura 1.15. Ceviana y punto de Ceva

Ceviana C,: punto de Ceva

Fuente: elaboracién propia .

Asi, de acuerdo con la definicion 11, las rectas que contienen las bisectrices y las
medianas de cualquier triangulo son cevianas, al igual que las rectas que contienen

las alturas de triangulos no rectangulos.

Teorema 7 (teorema de Ceva):'® en un AABC con L, M y N puntos sobre %,

S
% y j@ , respectivamente, las cevianas ﬂ, EM y C'N son concurrentes, si y solo si
AN -BL-CM ]
NB-LC-MA

Demostracion:

Caso 1. El punto de concurrencia de las cevianas esta al interior de un triangulo.

12 ¢El nombre de ceviana fue introducido por M. A. Poulain, que lo utilizé en honor de Giovanni
Ceva». Ceviana (es.wikipedia.org)

13 El denominado teorema de Ceva fue publicado por el matemético italiano Giovanni Ceva (1648-1734)
en su De lineis rectis (1678).«<Si bien este teorema habfa sido formulado ya en el siglo X1 por
Al-Mu’tamin, rey de la taifa de Zaragoza entre 1081 y 1085». Giovanni Ceva (es.wikipedia.org)
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1.5. TEOREMA DE CEVA Y CONCURRENCIA DE ALGUNAS LINEAS NOTABLES DEL TRIANGULO

s—r
Sean el AABC' y O un punto interior desde el cual se trazan las rectas OA, @ y %
que cortan a los lados opuestos del tridangulo, o su prolongacién, en los puntos L, M y

N, respectivamente (figura 1.16.).

Figura 1.16. Caso en que el punto de Ceva esta al interior de un tridngulo

Fuente: elaboracién propia.

Trécese por el vértice A una recta paralela a BC, donde T y S son los puntos de

interseccién de las rectas % y @ con esta paralela, de manera correspondiente.

A partir de esta construccion se tiene que:

» ABOL ~ ASOA (criterio A. A., dado que ZBOL = ZSOA, por opuestos por el

vértice, y ZOLB = ZOAS, por alternos internos entre las paralelas ﬁ y %),
SA

BL

222 ).

LO AO (1)

» NAOT ~ ALOC (criterio A. A., dado que ZAOT = ZLOC, por opuestos por el

vértice, y ZOTA = ZOCL, por alternos internos entre las paralelas ﬁ y %),
LO AO
de donde, =

por lo tanto,

s ASAM ~ ABCM (criterio A. A., dado que ZAMS = ZCM B, por opuestos
por el vértice, y ZMSA = /M BC, por alternos internos entre las paralelas ﬁ

, CM BC
y %), asl, m = S_A (3)
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s ATAN ~ ACBN (criterio A. A., dado que ZANT = ZBNC, por opuestos por

el vértice, y ZNTA = ZNCB, por alternos internos entre las paralelas ﬁ y

AN AT
%), con lo cual, ~NB - BO (4).

Asi, multiplicando las proporciones (1), (2), (3) y (4) miembro a miembro, se tiene que
BL LO CM AN SA AO BC AT AN-BL.CM _ | opr

70 IC MA NB 40 AT SA BC M8 NB IO 1A

Caso 2. El punto de concurrencia de las cevianas estd al exterior de un triangulo,

Sean el AABC' y O un punto exterior desde el cual se trazan las recta 82, @ y %
que cortan a los lados opuestos del triangulo, o su prolongacién, en los puntos L, M y

N, de manera correspondiente (figura 1.17.).

Figura 1.17. Caso en que el punto de Ceva esta al exterior de un tridngulo

. .
] l’ e
®, ; . e
A T~ S..-
. L -

Fuente: elaboracién propia.

Tracese por el vértice A una recta paralela a BC, donde T y S son los puntos de

interseccién de las rectas % y Oﬁ con esta paralela, respectivamente.

De acuerdo con la construccién hecha se tiene que:
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» ABOL ~ ASOA (criterio A. A., dado que ZBOL = ZSOA, por opuestos por el

vértice, y ZOLB = ZOAS, por alternos internos entre las paralelas j@ y ﬁ),
, BL LO

asl, A_S = m (1)
s ATOA ~ ACOL (criterio A. A., dado que LZTOA = ZCOL, por opuestos por el

vértice, y ZOAT = ZOLC, por alternos internos entre las paralelas AT y &),
LO CL
de donde, =

oA~ ar @
» ASAM ~ ABCM (criterio A. A., dado que ZAMS = ZCM B, por opuestos

por el vértice, y ZMSA = /M BC, por alternos internos entre las paralelas j@
CM BC

y %), por lo tanto, VA~ AS (3).

» ANBC ~ ANAT (criterio A. A., dado que ZNBC = ZNAT y /BCN =
ZATN, por ser angulos correspondientes entre las paralelas fﬁ y %), con lo

Luego, multiplicando las proporciones (1), (2), (3) y (4) miembro a miembro, se tiene
AN BL CM LO AT LO BC CL ’AN'BL.CM—l(QED)

WCNB A4S MA OA~ BC OA AS AT ™ NB-LC-MA

1.5.1. Concurrencia de las cevianas que contienen las alturas de un

triangulo obtusangulo

De acuerdo con el teorema 7 (teorema de Ceva), para el AABC obtusédngulo con N pie
de la altura sobre 2@ , L pie de la altura sobre % y M pie de la altura sobre j@ , las

cevianas que contienen a las alturas CN , AL y %M seran concurrentes si se cumple
AN -BL-CM ]
e =1.
T NB LC-MA

Prueba:

Sea el AABC obtusangulo con N, L y M pies de las alturas sobre jﬁ, % y 1@,
respectivamente, y tracense las alturas CN, AL y BM (figura 1.18.). Asi, se obtiene que
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ABMC ~ AALC (por criterio A. A., dado que ZBCM = ZACL, por opuestos por el
vértice, y ZBMC = ZALC, por ser dngulos rectos), con lo cual ZMBC = ZLAC (1).

<
Prolénguense C'N y W/[ (figura 1.18a.), las cuales se encuentran en el punto O,
obteniéndose que AANC ~ AOMC (criterio A. A., dado que LZACN = ZOCM,
por opuestos por el vértice, y ZANC = LZOMC, por ser angulos rectos), con lo cual
AN  OM ; AN-C’M_l(Q)
NC o T oM Ne TV

Prolénguense ﬂ la cual se encuentra con W\f en el punto O (figura 1.18b.), a partir
de lo cual se obtiene que ACNB ~ ACLO' (criterio A. A., dado que ZBCN =
ZLO'CL, por opuestos por el vértice, y ZBNC = ZO'LC, por ser angulos rectos), asi,

NC  LC LC-NB

NB 1o S ToNe T
AN.CM~ oM

NB-LC  LO (4).

1 (3), de donde, igualando (2) y (3), se tiene que

Sea O” el punto de corte de ﬂ con m (figura 1.18¢). Asi, se tiene que ABLO" ~

AAMO" (por criterio A. A., dado que ZMBC = ZLAC de (1) y ZBLO" = LZAMO,

tngulos rectos), con lo cual o = A BL _ LO" )
. r An r n — = .
por ser anguios rectos), con fo cual 7oy = 15w © WA~ MO”

Figura 1.18. Puntos de interseccion de las cevianas que contienen las alturas de un tridngulo

IJA

\JA
.
L L
. o
“u A,

(a) (b) (c)

Fuente: elaboracién propia.
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AN -BL-CM
Luego, multiplicando (5) y (4), miembro a miembro, se obtiene =

OM - LO" OM - LO" VB LCMA
m, de donde se cumple que m =1, si y solo si O, Oy O" son

coincidentes o concurrentes (QED).

La demostracion de la concurrencia de las cevianas que contienen las alturas de un

triangulo acutangulo se deja al lector.

1.5.2. Concurrencia de las cevianas que contienen las medianas de un

triangulo

De acuerdo con el teorema 7 (teorema de Ceva), para el AABC con N punto medio de

AB, L punto medio de BC'y M punto medio de AC, las cevianas que contienen a las
AN-BL-CM )
NB-LC-MA

medianas CN, AL y BM seran concurrentes si se cumple que
Prueba:

Sea el AABC, con N punto medio de AB, L punto medio de BC'y M punto medio de
AC y tracense las medianas CN, AL y BM (figura 1.19.).

Figura 1.19. Puntos de interseccién de las medianas de un tridngulo

Fuente: elaboracién propia.

Se partird de suponer que las medianas CN, AL y BM del AABC no concurren en

un punto, esto es, se cortan entre si en puntos diferentes: CN y BM se cortan en GG
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(figura 19a.), AL y BM se cortan en G’ (figura 19b.), y CN y AL se cortan en G”, con
AN -BL-CM 21
NB-LC-MA .

lo cual no se cumpliria el teorema de Ceva, luego,

Por definicién de mediana se tiene que N es punto medio de AB, con AN = NB, L

es punto medio de BC, con BL = LC, y M es punto medio de C'A, con CM = MA.

Asi, al reemplazar en la ecuacion de Ceva para la concurrencia de las cevianas de un
AN -BL-CM AN -BL-CM

NB-LC-MA ~ AN-BL-CM
supuesto, esto es, las medianas son concurrentes (QED).

= 1, lo cual contradice lo

triangulo, se tiene que

1.5.3. Concurrencia de las cevianas que contienen las bisectrices de un

triangulo

De acuerdo con el teorema 7 (teorema de Ceva), para el AABC, donde N es el punto
de corte de la bisectriz del ZC con AB, L el punto de corte de la bisectriz del ZA con

BC v M el punto de corte de la bisectriz del ZB con CA, las bisectrices ﬁ\f , ﬂ y
AN-BL-CM ]
NB-LC-MA

%M seran concurrentes si se cumple que

Prueba:

Sea el AABC, donde N es el punto de corte de la bisectriz del ZC con AB, L el punto
de corte de la bisectriz del ZA con BC' y M el punto de corte de la bisectriz del ZB
con CA (figura 1.20.).

Al considerar las bisectrices EV) y ﬂ, las cuales se encuentran en el punto [,, y
trazar la paralela a % por A, la cual se corta con ﬁ\f en P (figura 20a.), esto es,
AP || BC, se tiene que AALLP ~ ALLC (criterio A. A., dado que ZPAI, = /CLI,
y LAPI, = ZLCI,, por ser angulos alternos internos entre las paralelas z@ y %) y

ANAPN ~ ABCN (criterio A. A., dado que ZPAN =2 /CBN y ZAPN = /BCN, por

AP I,A
ser angulos alternos internos entre las paralelas jﬁ y %), con lo cual — = (1)

LC I,L
APiAN()
YBC ~ NB
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Figura 1.20. Puntos de interseccion de las bisectrices de un triangulo

Fuente: elaboracién propia.

Como LAPC = ZBCP (por ser alternos internos entre las paralelas jﬁ y %) y
/BCP = ZACP (por ser % bisectriz de ZBC'A) por transitividad ZAPC = ZACP,

con lo cual se establece que el AAPC es is6sceles, donde AP =2 AC. Asi, al reemplazar

AC  I,A AC AN

en (1) y en (2), se tiene que IC - 1.0 (3)y B0~ NB (4).

Al considerar las bisectrices fﬁ y EM , las cuales se encuentran en el punto I/, y
trazar la paralela a % por A, la cual se corta con §M en P’ (figura 20b.), esto es,
g

AP || %, se tiene que AAI P’ ~ ALI) B (criterio A. A., dado que ZP'AI = /BLI]

3

<
y LAP'Il = ZLBI, por ser angulos alternos internos entre las paralelas AP’ y
y AAP'M ~ ACBM (criterio A. A., dado que LP’AM = /BCM y LAP'M

R =

. —
/CBM, por ser angulos alternos internos entre las paralelas AP’ y %), con lo cual
BL I,’LL(5) AP"  BC (6)
AP 1A A T oM

<
Como ZAP'B = ZCBP' (por ser alternos internos entre las paralelas AP’ y
——
y ZOBP" = ZABP' (por ser BP' bisectriz de ZC'BA) por transitividad ZAP'B

ZABP', con lo cual se establece que el AAP'B es is6sceles, con AP’ = AB. Asi, al
BL IL 7) AB  BC (8)
AB - 1AM AM T oM

R =

reemplazar en (5) y en (6), se tiene que
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- : . . AC BL LA IL
Al multiplicar miembro a miembro (3) y (7) se obtiene IC AB LI I.A (9) y como
BC-MA AC-BL-CM I,A I'L
AB=————al | 1l = .=z :
de (8) o2 reemplazar en (9), se €gaa mo— T ]éA( 0)

AN -BL-CM I,A I'L
Luego, al sustituir (4) en (10), se obtiene NB IO MA 1L IZA’ de donde se
I,A I'nL

L A =1, si ysolosi I, y I' son coincidentes o concurrentes (QED).

cumple que
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1.6. EJERCICIOS CAPITULO 1

1.6.

Ejercicios capitulo 1

. Demostrar que un punto de la bisectriz de un angulo esta a igual distancia de los

lados.

. Demostrar que las bisectrices interior y exterior respecto de un angulo de un

triangulo son perpendiculares.

. Demostrar que un punto de la mediatriz de un segmento esta a igual distancia de

los puntos extremos.

. Demostrar que un tridngulo es isdsceles si tiene dos bisectrices iguales [teorema

de Steiner-Lehmus].!*

. Demostrar que si en un triangulo dos medianas son iguales este es isdsceles.

. Demostrar que AR, BQ y C'P, alturas del AABC, son las bisectrices del APQR

(tridngulo Ortico). Asi, el ortocentro O del tridngulo AABC coincide con el

incentro del APQR.'

Demostrar que R, S y T, pies de las perpendiculares a los lados del AABC),
trazadas desde un punto exterior P, estdn alineados,'® si y solo si, P est4 sobre

la circunferencia circunscrita.

Sea O el ortocentro del AABC, P pie de una altura y () el punto de interseccién

de O? con la circunferencia inscrita. Demostrar que OP = PQ.'7

. Demostrar que el tridngulo inscrito en un tridngulo acutangulo dado, cuyo

perimetro es minimo, es el tridngulo értico [problema de Fagnano].'®

14 «Este teorema fue propuesto por primera vez en 1840 por C. L. Lehmus y lo demostré Jacobo
Steiner» (Londono, 2005, p. 310).

15 Adaptado de Xambé (2000).

16 T,a recta que une los pies de las perpendiculares se denomina recta de Simson del punto P relativa
al tridngulo (Xambd, 2000).

17 Adaptado de Xambé (2000).

18 Adaptado de Xambé (2000).
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10.

11.

12.

13.

14.

Si la recta de Euler de un tridngulo pasa por uno de los vértices, probar que el

tridngulo es rectdngulo o isésceles.?

Ejercicio No. 6 Ejercicio No. 7 Ejercicio No. 8

Fuente: elaboracién propia.

Dado el AABC con I,, incentro, demuestre que el circuncentro del ABI,,C', es el
punto de interseccion entre la circunferencia circunscrita al AABC' y la bisectriz

interior respecto del £A.?°

Dados el AABC' con I,, incentro y la circunferencia circunscrita al tridangulo, con
M, N y P los puntos medios de los arcos BC, CA y AB, correspondientemente,
demuestre que si D y E son los puntos de interseccién de M P con AB y de MN
con AC, respectivamente, se cumple que DE || BC'y que DE pasa por I,,.2!

Dado el AABC isésceles, con AB = AC, si sobre BC se escoge un punto P
desde el cual se trazan PQ y PS perpendiculares a los lados iguales, probar que,

independientemente de la eleccién de P, PQ + PS es constante.??

Dado el AABC' equilatero, probar que si desde cualquier punto del interior se
trazan segmentos perpendiculares a cada lado, la suma de los tres segmentos

resultantes es constante.?3

19" Adaptado de Xambé (2000).
20 Adaptado de Castro (2010).
21 Adaptado de Castro (2010).
22 Adaptado de Velasco (1983).
23 Adaptado de Velasco (1983).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dado el AABC' equilatero, probar que la suma de las distancias desde cualquier
punto del plano hasta sus lados es constante e igual a la medida de la altura de

dicho tridngulo [teorema de Viviani].?*

Demostrar que las circunferencias circunscritas de los tridngulos equildteros
construidos exteriormente sobre los tres lados de un tridngulo, concurren en un
punto (punto de Fermat). Ademads, los centros de estos tres tridngulos forman

otro triangulo equildtero.?

Demostrar que la suma de las distancias desde el punto de Fermat a los vértices

de un tridngulo es la minima.?6

Dado un AABC cualquiera, con P un punto interior al triangulo. Si desde P

se trazan las perpendiculares a los lados del triangulo, donde X, Y y Z son los

pies de las perpendiculares a BC', C Ay AB, respectivamente (se dice que XY Z

es el tridngulo pedal del punto P relativo al AABC'), probar que Y7 = 2a PA,
Te
ZX = b PB, XY = ¢ PC donde, r. es el radio de la circunferencia circunscrita

Te Te
al tridngulo.?”

Dado el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, D punto medio de BC, vy la

2002 1+ 2) — g2
mediana m, = AD, probar que m, = \/ ( _;C ) —a [corolario del teorema de

Apolonio|.®

Dado el AABC' con D punto de corte de la bisectriz interior respecto del ZA con

BC, probar que la bisectriz divide a BC' en segmentos que son proporcionales a
BD AB

los otros dos lados — = — [teorema de la bisectriz].

DC AC

24 Adaptado de Cardenas (2004).

25 Adaptado de Xambé (2000).

26 Adaptado de Xambé (2000).

27 Adaptado de Xambé (2000).

28 «Teorema de Apolonio (teorema de la mediana): para todo tridngulo la suma de los cuadrados
de dos lados cualesquiera, es igual al la mitad del cuadrado del tercer lado mas el doble del
cuadrado de su mediana correspondienter. b? + ¢? = La? + 2(my)?; my: mediana respecto del lado a.
Teorema de Apolonio (es.wikipedia.org)

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO / 45


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Apolonio

CAPITULO 1. RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

21. Dado el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, M punto medio de BC' y D pie
b2 . 02

2a

de la altura respecto del vértice A, probar que si b > ¢, entonces M D =

[corolario del teorema de Stewart].?

22. Dado el AABC con a = BC, b= AC, c= AB y D punto de corte de la bisectriz

interior respecto del ZA con BC, probar que BD = %.30
c
b

%immdammwmazBab:Aac:Aaszﬂi?ﬂiDmmo@

corte de la bisectriz interior respecto del ZA con BC', donde la bisectriz b, = AD,

2,/bcS(S —a)
b b, = St
probar que T

24. Comprobar que en todo tridngulo la suma de los cuadrados de las medidas de las

medianas es % de la suma de los cuadrados de las medidas de los lados.3?

25. Dado el AABC con a = BC, b = AC, c = AB, S = %b—i—c y H pie de

la altura del trigngulo respecto de BC, donde la altura h, = AH, probar que
ho_ 2\/5(5 —a)(S—=0b)(S—c)

a

33

[férmula de Herén].

26. Probar que para todo AABC cona = BC,b= ACy c = AB, donde a®+b* = 5¢2,

dos de sus medianas son perpendiculares (es un tridngulo ortomediano).?*

27. Dados el AABC' y HD un segmento que pasa por el incentro, con H sobre ABy D
A(HBCD) HB+BC+CD

A(AHD) ~  AH+ AD

sobre AC, demostrar que [teorema de Haider].?®

29 «Si en un tridngulo ABC se traza una ceviana (segmento que une el vértice A con el lado opuesto
BC), el punto de interseccién D determina dos segmentos de longitudes m y n. Si d es la longitud
de la ceviana y a, b, ¢ las longitudes de los lados del tridngulo, se cumple el teorema de Stewart:
d%a = nb® + mc? — nma». Teorema de Stewart (matematicaseducativas.blogspot.com)

30 Adaptado de Londoiio (2005).

31 Adaptado de Londofio (2005).

32 Adaptado de Londofio (2005).

33 Adaptado de Londoiio (2005).

34 Adaptado de Bellot (2005).

35 “Haider’s Theorem. For any triangle ABC and any line I, | divides the area and the perimeter of
AABC in the same ratio if and only if it passes through the triangle’s incenter” (University of Regina.,
2016).
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CAPITULO 2

Coordenadas de los puntos notables de un triangulo

Este capitulo aborda la determinacién analitica de las coordenadas de los puntos
notables de un tridngulo mas comunmente tratados en la geometria escolar, como son
el circuncentro, el ortocentro, el incentro y el gravicentro. Para ello se establece un
vértice como punto de referencia y la linea que contiene a uno de los lados como recta
de referencia, a partir de lo cual se desarrollan las formulas que permiten la ubicacién
de los puntos notables en términos de la longitud de los lados y en términos de las

coordenadas cartesianas de sus vértices.

Una vez obtenidas las coordenadas de los puntos notables en términos de la longitud de
los lados se establecen las formulas que permiten obtener las distancias entre ellos, y asi
comprobar la razén métrica entre sus distancias. Por tltimo, se determinan las férmulas
para hallar la medida de los radios de las circunferencias inscritas y circunscritas de un

triangulo.



CAPITULO 2. COORDENADAS DE LOS PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

2.1. Coordenadas de un punto notable respecto de un vértice y un lado de

un triangulo

Para determinar la ubicacién de un punto notable P del AABC' (figura 2.1.), en este
texto, se adoptara el vértice B como punto de referencia y % como recta de referencia,
con lo cual, las coordenadas del punto notable P(z,y) corresponden a y = PE y
xr = BE, donde E es el pie de la perpendicular trazada desde el punto P sobre % .

Figura 2.1. Coordenadas de un punto notable respecto del vértice B del AABC
y la recta BC'

Fuente: elaboracién propia.

Los valores de x se consideran positivos hacia la derecha de B y negativos hacia la
izquierda. Los valores de y se consideran positivos hacia arriba de E(% y negativos

hacia abajo.

2.2. Coordenadas de los puntos notables de un triangulo en términos de la

longitud de sus lados

2.2.1. Coordenadas de los vértices de un triangulo en términos de la

longitud de sus lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC, c = AB vy 0 el angulo entre AB y BC, el cual se

denominaréd dngulo base (figura 2.2.).
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LONGITUD DE SUS LADOS

Tomando el vértice B como Figura 2.2. Coordenadas de los vértices del AABC en

. % términos del angulo base 6
punto de referencia y como

recta de referencia, se tiene que Alccos,csend)
las coordenadas de los vértices
del AABC en términos del
angulo base son B(0,0), C(a,0) y
A(ccost, csenfl), donde la altura

del triangulo respecto al lado a es

h = csenf.

De acuerdo con las coordenadas

Fuente: elaboracién propia.

de los vértices A, B y C, se tiene

que:

senf senf)
= Para jﬁ mes = —— or lo tanto su ecuacién es y = :
B T osg VP Y= cosh
Para AC csent or lo tanto su ecuacién es csenf ( )
= Par mes = ———— r nto su ecuacién =——(r—a).
AT ceosf—a ) P Y= cosh—a
= Para E(E, mge = 0y por lo tanto su ecuacion es y = 0.
Al hacer uso del teorema del coseno b*> = a? + ¢ — 2accosf, se tiene que
2 2 2 2 2 2\ 2
a*+c*—b a“+c*—b
cost = ere-v y sent = (|1 — ere b , de donde, al hacer Q = a?+c?—b?
2ac 2ac

y Ao = 4a’c® — O?, los vértices de un tridngulo en términos de la longitud de los lados

SOOI

B=(0,0),C=(a,0) y A= (ﬂ @)

2a’ 2a
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2.2.2. Coordenadas del incentro en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, # angulo base, I,, el incentro y r radio de
la circunferencia inscrita (perpendicular trazada desde I,, hasta cada uno de los lados

del tridngulo) (figura 2.3.).

Figura 2.3. Incentro y radio de la Figura 2.4. Coordenadas del incentro respecto
circunferencia inscrita del vértice B del AABC' y la recta BC'

q :A

Fuente: elaboracién propia. Fuente: elaboracién propia.

Tréacese la altura del AABC respecto de BC, cuyo pie es T, y hagase h = AT. Al
unir I, con cada uno de los vértices A, B y C se forman los triangulos AABI,,
ABCI, vy ACAI,, para cada uno de los cuales r es su altura. Luego, el &rea

total del AABC es igual a la suma de las dreas de los tridngulos en que queda

subdividido, esto es, A(AABC) = A(AABI,) + A(ABCI,) + A(ACAL,), donde
ar br er _r(@at+b+c)  Pr

A(NABC) = — —=— = — P = .
( ) 2+2+2 5 5> con a+b+c
a ah
Por lo tanto, como A(AABC) = ~ se puede establecer que r = 5 oon lo cual, al ser
_ acsent
h = csenf, se tiene que r = 2
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Asi, al hacer y = r, altura del ABCI, respecto de BC y cuyo pie es Q (figura 2.4.),

x = BQ), y considerando que BI, hace parte de la bisectriz del angulo 6, se tiene que

acsenf) y 0 1 — cost ac(l+ cost)
=7 yr= tan(g),dondetan (§> :Wy,porlotanto,x:T.

Luego, las coordenadas del incentro I, respecto del vértice B y la recta de referencia

BC' (seccién 2.1.), en términos del dngulo base 6, estan dadas por:

ac(l + cosb) acsenf
I, = 2.1
n ( P ) P > ( )
y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
Ao
I, = — 2.2
\ (s n V52 (2.2)

2.2.3. Coordenadas del gravicentro en términos de la longitud de los lados

Sea el NABC con a = BC, b = AC,

Figura 2.5. Coordenadas del gravicentro respecto

¢ = AB, 0 angulo base, G el gravicentro, My 7 e (i B del AABC y la recta BC

punto medio de BC'y AM mediana(figura

A
2.5.). ‘

Por el teorema de concurrencia de las
medianas (teorema 4, seccién 1.2.4.), se
tiene que GA = ;AM y MG = %AM
(1). Tracese la altura del AABC respecto
de BC cuyo pie es T, con lo cual se forma

el AMAT. Al trazarse la paralela a BC

que pasa por el punto G, y la cual corta
a AT en L, se obtiene AGAL ~ AMAT Fuente: elaboracién propia.
(criterio A. A., dado que ZAGL = LZAMT
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y LALG = ZATM, por ser angulos correspondientes entre las paralelas & y W ),

%MA AL , 1
con lo cual ¥ = —.Asi, 2LT = AL y como AL = AT — LT, entonces, LT = —AT.
sMA LT 3
0
Luego, al ser AT = csenf y al hacer y = LT, se obtiene y = csc;n .

Al trazar por el punto G la paralela a AT, la cual corta a BC en K, se genera el

AMGK ~ AMAT (criterio A. A., dado que ZMGK = ZMAT, por ser angulos
MK MG

<—>
correspondientes entre las paralelas GK y jﬁ ), con lo cual UT — A y de donde
MT MG
MK=——(2).
a2

Como BT = ccosl y BM = g se tiene que MT = BT — BM, con lo cual

st — 2ccosl —
MT = % (3), luego, al reemplazar (1) y (3) en (2) MK = % Al

a + ccosf

hacer + = BK y dado que BK = BM + MK se obtiene x = 3

Asi, las coordenadas del gravicentro G respecto del vértice B y la recta de referencia

BC' (seccién 2.1.), en términos del déngulo base 6, estan dadas por:

o= (a + ccosl csen@) (2.3)

3 "3

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.)

(2.4)

G— 2&2—|—Q \/A()
N 6a ' 6a

2.2.4. Coordenadas del circuncentro en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, 6 angulo base, C,. el circuncentro, F
punto medio de BC'y M punto medio de AC (figura 2.6.).

Unase C, con F y con M. Luego, al hacer y = FC,y x = BF = g, las coordenadas de

a
C. respecto del vértice B (seccién 2.1.) estan dadas por C. = (5, y). Al ser M punto
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medio de AC, con A(ccosf),csenfl) y C(a,0) aplicando la férmula del punto medio, se

tiene que M = (ccosg + a’ cs;n@)i

Como MC, es mediatriz de AC, entonces MC, L AC'y, por lo tanto, mize Mie = —1,

csenb a — ccost

donde meye = , luego, mize =

ccosd — a csend

Figura 2.6. Coordenadas del circuncentro respecto del vértice B del AABC
y la recta BC'

Fuente: elaboracién propia.

i — csend a — ccost a ccosd + a
Asi, para M(C se cumple que 4 = . ( e e

5~ 5 ), con lo cual

csent

_c— acost
y= 2senb

Luego, las coordenadas del circuncentro C.. respecto del vértice B y la recta de referencia

BC' (seccién 2.1.), en términos del dngulo base 6, estan dadas por:

C. = (9 ﬂ) (2.5)

2’ 2senf

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

- <g a(c® 4+ b* — a2)> (2.6)

27 2V,
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2.2.5. Coordenadas del ortocentro en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, 0 angulo base, O el ortocentro,
(figura 2.7.).

Figura 2.7. Coordenadas del ortocentro respecto del vértice B del AABC
y la recta BC'

Fuente: elaboracién propia.

Trécense OA y OB, segmentos de las rectas de las alturas del tridngulo, donde, Ty Q
son los pies de las alturas respecto de % y jﬁTd , respectivamente.

De la construccién hecha, se tiene que ACTA ~ ACQB (por criterio A. A., dado que
/ZCTA = /ZCQB, por ser ambos rectos, y ZACT = ZBCQ), por ser opuestos por el
vértice), luego, LTAC = ZQBC (1).

Adicionalmente, se tiene que ACTA ~ AOT B (por criterio A. A., dado que ZOTB =

ZCTA, por ser ambos rectos, y ZTBO = /QBC = /TAC de (1)), con lo cual
BT _T0 . BT-CT
AT — 0T ° T T AT

Como BT = ccosf, AT = csenf y CT = BT — BC = ccos — a, entonces,

0 —
o P — (como distancia).
tanf
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CARTESIANAS DE LOS VERTICES DE UN TRIANGULO

Al hacer x = BT e y = T'O y considerando que, respecto del vértice B y la recta de
referencia BC|, la ordenada y estd dirigida en sentido negativo (seccién 2.1.), se tiene

que las coordenadas del ortocentro O, en términos del angulo base, estan dadas por:

a — ccost
= 0 — — 2.
O (ccos ] ) (2.7)

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

Q 2a*Q — 02
O=|(—,———— 2.8
(QCL’ 2@\/ AO ) ( )

2.3. Coordenadas de los puntos notables en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un tridngulo®®

2.3.1. Elementos de un triangulo en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices

Sea el AABC con A = (24,Ya), B = (zp, ) y C = (z¢,9.), a = BC, b= AC, c = AB,
6 dngulo base entre los lados AB y BC y ¢ el angulo de giro del tridngulo respecto de

una paralela al eje x que pasa por el vértice B del tridngulo (figura 2.8.).

De acuerdo con la figura 2.8., se tiene que a = +/(zc.— )%+ (Yo — 12,
b= \/(SL’C B xa)Z + (yc - ya)27 c = \/(ma - l’b)z + (ya - yb)27 seny = e ; yb:
sen(f + ¢) = u7 cosp = Te — T v cos(0 + ) = Ta =Ty

c a

36 En el portal RiuNet de la Unversitat Politecnica de Valéncia, se puede acceder al laboratorio virtual
disefiado por José Luis Hueso Hueso Pagoaga (2011), en el cual el usuario introduce las coordenadas
de los vértices de un tridngulo obteniéndose los puntos notables del tridngulo (uno a uno), sin hacerse
referencia tedrica de la forma de obtener dichos puntos.
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Figura 2.8. Coordenadas cartesianas de los vértices de un tridngulo

AX,Y,)

Clxeye)

Fuente: elaboracién propia.

Tomando el dngulo ¢ en sentido positivo, esto es, mg; es la pendiente del lado final
Yo — Yo
LTy — Tp

del dangulo y msp la pendiente del lado inicial del angulo, se tiene que mg; =

Ye — Y
To— T

de donde, tanf = "~ Mie )
L+ meg - mg

y migg =

«... en cualquier caso, en el numerador aparece la pendiente de la recta final menos la

pendiente de la recta inicial» (De Oteyza, E. et all, 2011, p.67).

2.3.2. Coordenadas del incentro en términos de las coordenadas cartesianas

de los vértices de un triangulo

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, I, incentro y D pie de la perpendicular
trazada desde I, hasta BC (figura 2.9.), cuyas coordenadas cartesianas del incentro

estan dadas por:

I, = (xrp+m—n,yp+ z+1), donde t = (I,D)cosp, z = (BD)senyp, m = (BD)cosp y
n = (I,D)seney.
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CARTESIANAS DE LOS VERTICES DE UN TRIANGULO

Figura 2.9. Coordenadas del incentro en un sistema cartesiano

Afx,,Y,)

Clxeyy) |

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas del incentro respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccion 2.1.) corresponden a I, = (BD, I,,D), entonces, dada la ecuacién 2.1 (seccién

ac(cosp + cos(0 + ¢)) ac(seny + sen(0 + ¢))
yzti= :

P P

con lo cual, en términos de los vértices de un tridngulo (seccién 2.3.1.):

2.2.2.), se tiene que m —n =

- , Y (2.9)

I, = (“xa‘Fb$b*‘C$c aya—kbyb4—cyc>
2.3.3. Coordenadas del gravicentro en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC cona = BC, b= AC, c = AB, G gravicentro y D pie de la perpendicular
trazada desde G hasta BC (figura 2.10.), cuyas coordenadas cartesianas del gravicentro
estan dadas por G = (2, + m — n,y, + z + t), donde t = (GD)cosyp, z = (BD)sengyp,
m = (BD)cosp y n = (GD)sene.

Como las coordenadas del gravicentro respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccién 2.1.) corresponden a G = (BD,GD), entonces, dada la ecuacién 2.3 (seccién

acosy + ccos(0 + ) aseny + csen(0 + o)
3 y zt+t= ;

3
con lo cual, en términos de los vértices de un tridngulo (seccién 2.3.1.):

2.2.3.), se tiene que m —n =
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Figura 2.10. Coordenadas del gravicentro en un sistema cartesiano

A,

Clxgyo) i

1 2

Fuente: elaboracién propia.

G- (xa+xb+xc ya+yb+yc) (2.10)

3 ’ 3

2.3.4. Coordenadas del circuncentro en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, C. circuncentro y D pie de la
perpendicular trazada desde C. hasta BC (figura 2.11.), cuyas coordenadas cartesianas
del circuncentro estdn dadas por C, = (x, + m — n,y, + 2z + t), donde t = (C.D)cosp,
z = (BD)seng, m = (BD)cosp y n = (C.D)seng.

Como las coordenadas del circuncentro respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccién 2.1.) corresponden a C. = (BD, C.D), entonces, dada la ecuacién 2.5 (seccién
2.2.4.), se tiene que m —n = cseny ;Lszzzn( + ) yz4+t= cecosy 25@07:2( + 90)7

con lo cual, en términos de los vértices de un tridngulo (seccién 2.3.1.):
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Figura 2.11. Coordenadas del circuncentro en un sistema cartesiano

AlX,Y,)

A\ClXeye)

]

Fuente: elaboracién propia.

a? (ya - yb) — (yc - yb) 62<ch - xb) — a’2<xa - ]71,)
Ce= (xb N Qtanb Y+ Qtan )

Desarrollando €2 y tanf en términos de las coordenadas de los vértices, se obtiene:
Q = 2[wome — 2oy — TpTe + TF + YaYe — YaYo — Yole + Y7 ]

(Ya — Y)(Te — ) = (Yo — ) (Ta — T5)

tanf = 5 3
TaZe — LaXp — TpTe + Tf + YaYe — YaYb — YbYe T Y,

de donde,

Qtand = 2[(ya — yo)(xe — ) — (Ye — Uo) (Ta — )]

Ast:

a*(Ya — ) — (Ye — W)
N@e — ) — (Yo — Up) (Ta — 3)]
A(re — xp) — a*(vq — ) )
)

b (xc - xb) - (yc - yb) (xa - ZL'b)]

(2.11)

[\
—
<
Q
|
N
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2.3.5. Coordenadas del ortocentro en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC con a = BC, b= AC, c = AB, O ortocentro y D pie de la perpendicular
trazada desde O hasta BC (figura 2.12.), cuyas coordenadas cartesianas del ortocentro
estan dadas por O = (x, +m —n,y, + z + t), donde t = (OD)cosyp, z = (BD)sene,
m = (BD)cosp y n = (OD)senp.

Figura 2.12. Coordenadas del ortocentro en un sistema cartesiano

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas del ortocentro respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccion 2.1.) corresponden a O = (BD,OD), entonces, dada la ecuacién 2.7 (seccién

—aseny + csen(6 + @) acosp — ccos(f + )
tan tand

con lo cual, en términos de los vértices de un tridngulo (seccién 2.3.1.):

2.2.5.), se tiene que m —n = yz+t=

Y

Ya — Ye Te— Zq
0= —_—
<xb e P Trane )
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de donde:

(. (Yo — Ye)[(xa — 20) (T — 21) + (Yo — Yb) (Ye — )]
0= < 0 (Yo — Up)(Te — 1) — (Ye — Ub) (Ta — Tb)
(e — 20)[(Ta — 2p) (e — 25) + (Yo — Yp) (Ye — yb)]>
(Yo — o) (e — ) — (Ye — Up) (Ta — T1)

(2.12)

Yp +

2.4. Distancia entre los puntos notables de un triangulo en términos de la

longitud de los lados

Para determinar la distancia entre puntos notables, se parte de considerar las
coordenadas de dichos puntos y aplicar la férmula de la distancia, en un sistema

coordenado.

2.4.1. Distancia entre el circuncentro y el ortocentro (longitud del

segmento de Euler) en términos de la longitud de los lados

De las ecuaciones 2.5 (seccion 2.2.4.) y 2.7 (seccién 2.2.5.), se tiene que

5 _ B 2
d(C,.,0) = \/<% - ccos@) + (C acos _a CCOSG) , con lo cual:

2send tand

d(C.,0) = V(a2 + ) — 10accost) + 8(a? + ¢2)cos20 — Saccos3h (2.13)

2send

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

(2.14)

2b2 2 —4 2 QQ 2b2Q2 Q3
d(Cc,O)Z\/a e
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2.4.2. Distancia entre el gravicentro y el ortocentro en términos de la

longitud de los lados

De las ecuaciones 2.3 (seccién 2.2.3.) y 2.7 (secciéon 2.2.5.), se tiene que

0 ? 0 a—ccost\’
d(G,0) = \/(% — ccosﬁ) + <ngn . taC:gS > , con lo cual:

1
d(G,0) = m\/(a2 + ¢2) — 10accosf + 8(a? + ¢?)cos?0 — 8accos30

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

2 2b2 2 4 2 QQ QbQQZ Q?’
4G, 0) =2 a“b c a“c{) + +
3 Ay

2
Asi, de las ecuaciones 2.14 y 2.16 se puede determinar que d(G,0) = gd(Cc, 0).

(2.15)

(2.16)

2.4.3. Distancia entre el gravicentro y el circuncentro en términos de la

longitud de los lados

De las ecuaciones 2.3 (seccién 2.2.3.) y 2.5 (secciéon 2.2.4.), se tiene que

d(G,C,) = \/<g _ aceost ?))COSQ>2 + (C ;SZ;O;Q — CSZML))Q, con lo cual:

1
d(G,C,) = ool V(a2 + ¢2) — 10accos + 8(a? + c2)cos20 — Saccos®0

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

1 2b2 2 4 2 QQ 2b2ﬂ2 Q3
d(G, Cc) _1! a“o°c a“c*§) + +
3 JAY)

(2.17)

(2.18)

1
Asi, de las ecuaciones 2.14 y 2.18 se puede determinar que d(G,C.) = gd(C’c, 0).
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2.4.4. Razédn de las distancias entre los puntos notables en términos de la

longitud de los lados

La razén entre la distancia desde el gravicentro al ortocentro (ecuacién 2.16) y la
d(G,0)

distancia desde el gravicentro al circuncentro (ecuacién 2.18) es ———= = 2, esto

d(G,C.)
es, d(G,0) = 2d(G, C,).

Como un caso especial se tiene que si a = b = ¢y 6 = 60° es decir, en el caso
particular de un tridngulo equilatero,

d(G,0) = — /2~ 10c0s60° + 16¢05260° — 8cos360° = 0,
3sen60°

de igual manera, d(G,C,) = 0, lo cual indica que para los tridngulos equildteros los

puntos C., G y O son coincidentes.

2.5. Radios de las circunferencias inscrita y circunscrita de un triangulo

2.5.1. Radio de la circunferencia inscrita en términos de la longitud de los

lados

Como la ordenada y del incentro (ecuacién 2.1, seccién 2.2.2.) corresponde a la distancia
desde este hasta el lado a, se tiene que esta distancia corresponde al radio de la

circunferencia inscrita r; (figura 2.3.), esto es:

acsent
= 2.1
" P (2.19)

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

5

(2.20)

r, =
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2.5.2. Radio de la circunferencia circunscrita en términos de la longitud de

los lados

Como el radio de la circunferencia circunscrita de un tridngulo r. corresponde a
a c— acost
27 2senf

al determinar la distancia entre el circuncentro y el vértice B(0,0) se tiene que:

a 2 ¢ — acosf 2
rc:d(Cc,B):\/<§—a> + (W—O)

b
Te =
2send

la distancia entre el circuncentro C, = < ) y uno de sus vértices,

donde,
(2.21)

Asi, la distancia desde el circuncentro hasta los vértices de un triangulo (radio de la
circunferencia circunscrita) es minima cuando § = 90° (para tridngulos rectangulos) y

tiende a infinito cuando 8 = 0° o 6 = 180°.

En términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

abe

VAy

(2.22)

re =

En las tablas 2.1. a 2.3. puede verse el resumen de las formulas desarrolladas en el

capitulo.
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Tabla 2.1. Féormulas para obtener las coordenadas de los puntos notables de un triangulo
en términos de la longitud de los lados

Coordenadas de los puntos notables de un tridngulo en términos de la longitud
de los lados

VA
ncentro ( =
2
Gravicentro G = M7 VA
6a 6a
2412 _ 2
Circuncentro C, = 97 a(c® +b° —a”)
2 2/ A
200 _ 02
Ortocentro 0= E7 M
2a’ 2av/Ag
Q VA
AABC, con B=(0,0), C = (a,0)y A= <277 : 0>’ donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a’ 2a

P
P:a+b+c;S:§;Q:a2+c2—b2; Ao = 4a%c? — 02

Fuente: elaboracion propia.
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Tabla 2.2. Formulas para el calculo de la distancia entre puntos notables de un tridngulo
en términos de la longitud de los lados

Distancia entre el circuncentro y el ortocentro en términos de la longitud de los lados

20202 _ 402¢2Q) + 20202 + O3
d(CC,O)—\/abC acAOJr b +

Distancia entre el gravicentro y el ortocentro en términos de la longitud de los lados

2 202c% — 4020 + 20202 + Q3
d(G,O) _2 a“b“c a“c”{) + +
3 Ao

Distancia entre el gravicentro y el circuncentro en términos de la longitud de los lados

1 20202 _ 402¢2Q) + 20202 + O3
AG )=t a*b“c a“c*Q) + 2b +
3 Ag

Radio de la circunferencia inscrita en | Radio de la circunferencia circunscrita en

términos de la longitud de los lados términos de la longitud de los lados
VA abc
T = Te =
2P VAy

ANABC, cona=BC, b= AC, c= AB,

P=a+b+c Q=a>+c%—0b% Ay = 4a%c® — Q?

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 2.3. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos notables de un tridngulo
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices

Coordenadas de los puntos notables de un tridangulo en términos de las coordenadas
cartesianas de los vértices

7 (9% + bxy + cre ayq + byy + cye
Incentro " P ’ P
G = To+ Ty + T Yo+ Yo+ Ye
Gravicentro a 3 ’ 3
20, 20
C, = (mb n a®(Ya — y) — ¢ (Ye — Yo) 7
2[(Ya — yo) (e — ) — (Ye — Yb)(Ta — )]
Circuncentro N CQ(IC Cm) - aZ(xa ) )
T 2ye — ) (e — 1) — (9e — ) (wa — )]
0= (xb + Wa = 9)[(#a — 2) (e — 20) + (Y — y0) (v = yb)]7
(ya - yb)(xc - $b) - (yc - yb)(xa - xb)
Ortocentro
(we — wa)[(wa — ) (T — ) + (Yo — yp) (Ye — yb)})
Yo +
(Ya — Yo)(Te — 26) — (Ye — Yb)(Ta — )

AABC, con A = (24,Ya), B = (xp, ) y C = (2¢,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,

a=/(@e = 1) + (e — )% b= V(e = 2a) + (e — ¥a)% ¢ = /(20 — 25)% + (ya — 1)?

P=a+b+c

Fuente: elaboracién propia.
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2.6. Ejemplos capitulo 2
Ejemplo 1:

Para el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, donde a = 24, b = 6/10 y ¢ = 18V/2,
hallar las coordenadas de los puntos notables gravicentro GG, circuncentro C,, ortocentro

O e incentro I,, y comprobar que Cﬁ I %
Solucion:

Tomando el vértice B como punto de referencia y % como recta de referencia (seccién
2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, P = 6(4++/ 10+3\/§),
S =3(4+ 10 + 3v2), Q = 864, /A, = 864, B = (0,0), C = (24,0), y A = (18,18).

: . 2a* +
De acuerdo con la tabla 2.1., para el gravicentro G la abscisa es 5 =
a
2(24)? + 864 VA 864
(G)TI) = 14 y la ordenada es 6a0 = 620) = 6, luego, G = (14,6).
2 52 g2
Para el circuncentro C, la abscisa es Y19 y la ordenada es ale + <) =
2 2v/ A
24[(18v/2)2 + (64/10)% — 242
(18v2) ;8(64) ) ] = 6, por lo tanto, C. = (12,6).
864 2020 — O?
Para el ortocentro O la abscisa es — = ——— = 18 y la ordenada es L L
2a  2(24) 2av/ Ay
2(24)2(864) — (864)>
=6, asi, O = (18,6).
2(24)(864) , ast, O = (18,6)

Para el incentro I,, la abscisa es S —b = 3(4+ V/ 10—|—3\/§) — 610 = 124+9v2—-3v10 ~
VA 864 72

15.24 y la ordenada es = = ~ 6.31, luego,
Y 2P 2(6)(4 + V10 +3v2) 4+10+3v2 i

72
44++/10 + 32

I, = (12 +9v2 — 3v/10, ) ~ (15.24,6.31).
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Al ser iguales las ordenadas de C., G y O se comprueba que son colineales y Cﬁ I ?&

A(18,18)

I,(15.24,6.31)

Cu(12,6)
G(14,6)
0(18,6)
c=18V2 6v'10
© B(0,0) a—24 C(24,0)

Ejemplo No. 1

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 2:

Para el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, cuyas coordenadas de sus vértices son
A= (1,4), B=(7,6) y C = (4,0), hallar las coordenadas cartesianas de los puntos

notables: gravicentro GG, circuncentro C., ortocentro O e incentro I,,.
Solucion:

De acuerdo con la tabla 2.3., al reemplazar para las coordenadas de los vértices del

triangulo, se tiene que a = 3v/5, b =5y ¢ = 2V/10.

Totaxpt+a. 14744

Asi, para el gravicentro (7, la abscisa es

a e 4 10 10
Yot Vot e +6+0:—,luego,G: 4, — .
3 3 3 3

= 4 y la ordenada es

a(Ya — Yo) — *(ye — 1) _
2[(ya = yo) (xe = 21) = (Y = yo) (2a — )]

Para el circuncentro C,, la abscisa es x;, +
45(4 — 6) — 40(0 — 6)
2[(4-6)(4—=17)—(0-6)(1—7)]
A(ze — xp) — a*(T4 — 1)
2[(Ya — Yo)(we — 1) — (Ye — Yp) (T4 — 7))

7_|_ =4.5

y la ordenada es 1y, +
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40(4 —7) — 45(1 = 7)

O —eE—n - (0-6-7)

= 3.5, por lo tanto, C, = (4.5,3.5).

(Yo — Ye)[(za — xo) (e — ) + (Yo — 1) (e — )] _
(ya_yb)(xc_l'b)_(yc_ybxxa_]:b)
4-0)[1-74-7+(4—-06)(0-6)] _ 3
D e 2 = 2+ (3 = 3 5]
Te = Ta)[(Ta — Tp)(Te — Tp) + (Yo — Yn)(Ye — Yb)|
yhszzfgg;ﬂfﬁ:%gfﬁm—@fmm%—%> -
A-oa-n-o-oa-7 _oesho=03)

Para el ortocentro O, la abscisa es x,+

7+

6+

azq + by +cxe  (3V5)(1) + (5)(7) + (2v/10)(4)

Para el incentro I,,, la abscisa es = =

a+b+c 3v5 45+ 2v/10
35+ 3v/5 + 810
~ 3.72
5+ 35+ 2v/10
b 4 2V/1
y la ordenada es @Ya 7+ OYy 1 CYe = (3\/5>( )+ (5)(6) + \/_0)(0)
a+b+c 3v5 + 5+ 210
B0412v6 oo (3543VE48VI0 304 12V5
51 3v5+ 2010 e I T 5 5+ 2010 15+ 3v5 + 2010
~ (3.72,3.15).
6 B(7,6)
C.(4.5,3.5)

H 8 7 e Fl

C(4,0)

Ejemplo No. 2

Fuente: elaboracién propia.
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2.7.

Ejercicios capitulo 2

. Comprobar la concurrencia de los puntos notables: incentro I, gravicentro G,

circuncentro C, y ortocentro O del AABC, para un triangulo equilatero, haciendo
uso de las férmulas para las coordenadas de éstos en términos de la longitud de

los lados.

Comprobar la colinealidad de los puntos notables: incentro I,,, gravicentro G,
circuncentro C, y ortocentro O del AABC', para un triangulo isésceles, haciendo
uso de las férmulas para las coordenadas de éstos en términos de la longitud de

los lados.

. Dado el AABC con a = BC, b= AC, c = AB, I,, incentro y D punto de corte

Al, b+c

1,D a

37

de la bisectriz interior respecto del ZA con BC, probar que

1 1 1
. Dado el AABC con a = BC, b= AC,y ¢ = AB, donde, — = b + —, esto es,
a c

be 2 - <1+\/5
a = C
b+cy1+\/5

a) h, = hy + he.

b, probar que:38

b) La recta que une los pies de las bisectrices interiores respecto del ZB y del

ZC pasa por el gravicentro G

. Dado el AABC con a = BC, b= AC,y ¢ = AB, donde a = (b+ ¢)(v/2 — 1),

probar que &ZL pasa por el pie de la altura desde A.%°

Dado el AABC con a = BC, b= AC,y ¢ = AB, donde a = 5

punto medio de BC, probar que la recta de Euler es perpendicular a la mediana

AM 10

37 Adaptado de Castro (2010).
38 Adaptado de Bellot (2005).
39 Adaptado de Bellot (2005).
40" Adaptado de Bellot (2005).

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO / 71



CAPITULO 2. COORDENADAS DE LOS PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

10.

11.

12.

13.

14.

Para el AABC con a = BC, b= AC, I, incentro y G gravicentro, probar que:

a) m||%si2a:b+c
b) mj_%si?)a:b#-c

. Para el AABC con I, incentro, C, circuncentro, r. radio de la

circunferencia circunscrita y r; radio de la circunferencia inscrita, demostrar que

(I,C.)* = r2 — 2r.r;. %2

. Para el AABC' con O ortocentro, C, circuncentro, R, (Q y S, puntos medios sobre

los lados AB, AC y BC, respectivamente, probar que AO = 2C.S, BO = 2C.QQ
y CO =20.R.*

Para el AABC de lados a =5, b =4 y ¢ = 6, comprobar que m | BC.
Para el AABC cona=6,b=5y c=9, comprobar que m 1 AC.
Para el AABC con a=3,b=5y c="7, comprobar que (I,C.)*> = r? — 2r.r;.

Hallar las coordenadas de los puntos notables: incentro [, gravicentro G,

circuncentro C, y ortocentro O para el AABC, de lados:

a) a=4,b=Tyc=6
b)) a=4,b=+1lyc=+/5
Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos notables: incentro I,,, gravicentro

G, circuncentro C, y ortocentro O para el AABC, cuyas coordenadas de sus

vértices son:

a) A=(3,1), B=(6,7)y C = (9,4)

b) A= (—4,-3), B=(-1,3)y C = (7,-1)

41 Adaptado de Bellot (2005).
42 Adaptado de Smith (1929, p. 343).
43 Adaptado de Smith (1929, p. 343).
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CAPITULO 3

Circunferencia de los nueve puntos

En este capitulo se aborda la demostracion del teorema de lo que en la literatura
geométrica se conoce como circunferencia de los nueve puntos, circunferencia de
Feuerbach o circulo de Euler de un tridangulo dado. Se demuestra el teorema del centro
de la circunferencia de los nueve puntos, que permite establecer sus coordenadas en
términos de la longitud de los lados y en términos de las coordenadas cartesianas de
los vértices del tridngulo, a partir de las de los puntos notables ortocentro e incentro
vistos en el Capitulo 2. Por ultimo, se determina la férmula para hallar la medida del
radio de la circunferencia de los nueve puntos, en términos de la longitud de los lados

del tridngulo.



CAPITULO 3. CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

3.1. Circunferencia de los nueve puntos. Definiciones y teoremas basicos

Definicién 13: para un tridangulo cualquiera, se denomina circunferencia de los nueve
puntos ** a la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, por los pies
de las alturas respecto de sus lados y por los puntos medios de los segmentos que unen
el ortocentro con los vértices® (figura 3.1.).

Figura 3.1. Circunferencia de los nueve puntos

Circunferencia de
-.los nueve puntos,
dé-Euler o de

Feue'l‘balgh \

Fuente: elaboracién propia.

Si bien esta circunferencia es adjudicada al alemédn Karl Wilhelm Feuerbach
(1800-1834), se registra que previamente Charles Brianchon (1783-1864) y Jean-Victor
Poncelet (1788-1867) habfan demostrado el mismo teorema.’® Por su parte Alvarez C.
(2003, p. 132) afirma que: «El teorema del circulo de los nueve puntos se le debe a

Euler; lo publicé en 1765, en las memorias de Saint-Pétesbourg».

44 «Poncelet la llamé circunferencia de los nueve puntos, denominacién generalmente usada en los
paises de habla inglesa. Algunos gedmetras franceses la llaman circulo de Euler (o circunferencia de
Euler) y los geémetras teutones la denominan circunferencia de Feuerbach, y en México, circunferencia
de los nueve puntos». Circunferencia de los nueve puntos (es.wikipedia.org)

45 «En 1822, Karl Feuerbach descubrié una de las propiedades mas profundas sobre la circunferencia
que lleva su nombre: la circunferencia de los nueve puntos es tangente exterior a los circulos
exinscritos al tridngulo. La circunferencia inscrita al tridangulo es tangente interior a la circunferencia
de Feuerbach». Circunferencia de los nueve puntos (es.wikipedia.org)

46 «Uno de estos articulos, escrito con Jean Victor Poncelet, Recherches sur la détermination d’une
hyperbole equilatére, au moyen de quatres condition onnée (1820), contiene una demostracién del
teorema del circulo de nueve puntos».Charles Brianchon (es.wikipedia.org)
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En el texto Cours de geometrie (Une réunion de professeurs., 1949, p. 133) se referencia

a esta circunferencia (circulo) como el «Cercle d’Euler».

3.1.1. Teorema de la circunferencia de los nueve puntos

Teorema 8: para todo triangulo, los puntos medios de los lados, los pies de las alturas
y los puntos medios de los segmentos que unen los vértices con el ortocentro, estan

situados sobre una misma circunferencia.

Demostracion:

Sean el AABC con D, EF y F

Figura 3.2. Relacién geométrica entre puntos de la
AB, BC y AC, ® . 8 P
circunferencia de los nueve puntos

puntos medios de
respectivamente, y O el ortocentro
respecto del AABC. Tracense las lineas
de las alturas &)4, (% y @ donde H, I
y J son los pies de las alturas sobre AB, R, F
BC y AC, respectivamente, y sean K, 7. a -
L y M los puntos medios de OA, OC' y

OB, de manera correspondiente (figura

3.2.).

De acuerdo con la construccién hecha,

al unir F' con K en el ACAO, se tiene

Fuente: elaboracién propia.

por el teorema de la paralela media que

W\]@yFK:%CO.

— 1
De igual manera, al unir E con M en el ABCO, se tiene que EM || COy EM = 56’0.
Luego FK || EM y FK = EM, con lo cual, al unir £ con F'y K con M, se obtiene el
paralelogramo EF KM, donde EF || MK.
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Para el AABC se tiene que EF || BA, por ser E y F puntos medios de BC'y C'A,
respectivamente, luego al ser BA L CO también EF 1L CO.

Asi, al ser EM || CO se concluye por transitividad que EF L EM vy, por lo tanto,
EFKM es un rectdngulo con EK = FM didmetros de la circunferencia circunscrita®’

que pasa por E, F', Ky M,y cuyo centro es N,, el punto de encuentro de EK y F'M.

Para el AFEIK se tiene que ZI es recto, con lo cual, al ser FK didmetro de la
circunferencia que pasa por E y K, el vértice I también es punto de esta, dado que

todo dngulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

Alunir D con F en el AABC, se tiene por el teorema de la paralela media que DF' || BC
1 -
y DF = QBC. De igual manera, al unir M con L en el ABCO, se tiene que ML || BC

1 -
y ML = §BC’. Luego, DF' || ML y DF = ML, con lo cual, al unir D con M y F' con
L, se obtiene el paralelogramo DM LF, donde DM || FL.

Para el ABAO se tiene que DM || AO, por ser D y M puntos medios de BA y BO,
respectivamente, y al ser AO L BC también se cumple que DM 1 BC. Luego, al ser
ML || BC se concluye por transitividad que DM L ML y, por lo tanto, DM LF es un
rectdngulo con DL = FM. Al ser N, punto medio d FM, también lo es de DL, con lo

cual DL es igualmente didmetro de la circunferencia de centro N,.

Para el ADHL se tiene que ZH es recto, con lo cual, al ser DL didmetro de la

circunferencia que pasa por D y L, el vértice H también es punto de esta.

Asi, se concluye que los puntos D, E, F, H, I, J, K, L y M hacen parte de la misma

circunferencia de centro N, esto es, la circunferencia de los nueve puntos (QED).

47 Alrededor de todo rectdngulo es posible circunscribir una circunferencia, donde la diagonal es el
didmetro de la circunferecia.
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3.1.2. Teorema del centro de la circunferencia de los nueve puntos

Teorema 9: el centro de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio del

segmento de Euler.
Demostracion:

Sea el NABC con  ortocentro

1 Figura 3.3. Punto medio del segmento de Euler

O, circuncentro (., centro de : .
como centro de la circunferencia de los nueve puntos

circunferencia de los nueve puntos
N, y con K, L y M los puntos medios
de los segmentos OA, OC y OB,

respectivamente (figura 3.3.).

Tracese el segmento de Euler OC..

Al unir K con L en el AAOC, L con M
en el ABOC y M con K en el ABAO,

se tiene por el teorema de la paralela

- 1
media que, KL || AC y KL = §AC;

Fuente: elaboracién propia.

- 1 -

LM | BCy LM = ;BC; MK | BAy
1

MK = 3BA. Luego, AKML ~ AABC.

Al ser las longitudes del AK ML la mitad de las longitudes del AABC', se tiene que
1
el AKML es una homotecia®® H (O, 5) del AABC, con lo cual, la circunferencia

circunscrita ABC, de radio r. = d(C., A), se transforma en la circunferencia circunscrita

1
KML, de radio r, = d(N., K), donde r, = gTe ¥, con ello, el centro C. de la

48 «Dado un punto O y un nimero real k distinto de cero, se llama homotecia de centro O y razén
k, y se denota por Ho ) a la transformacién geométrica que asocia a cada punto P del plano otro
punto P’ de modo que la longitud del segmento OP’ es el resultado de multiplicar por k la longitud
del segmento OP». Homotecia y semejanza (edu.xunta.gal)
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circunferencia ABC' se transforma en el centro N, de la circunferencia K M L, donde,
1
O, N,y C. son colineales, con ON, = §OCC, esto es, N, (centro de la circunferencia de

los nueve puntos) es punto medio de OC,.* (segmento de Euler) (QED).

3.2. Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos

3.2.1. Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos en
términos de la longitud de los lados de un triangulo

Sea el ANABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB. Al ser el centro de la

circunferencia de los nueve puntos el punto medio entre el ortocentro y el circuncentro

y dadas las ecuaciones 2.5 (seccion 2.2.4.) y la 2.7 (seccién 2.2.5.), se tiene que
B <00030+% a—ccos | c—acosl

tanf 2senf

, , con lo cual:
2 2

N, — 2ccost + a’ acost — 2ccos?0 + ¢ (3.1)
4 4send
y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
2 QO 2 2.2 2Q o Q2
N, = a® + 7 a“c”+a (3.2>
4a dar/Ag

3.2.2. Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos en
términos de las coordenadas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, N, centro de la circunferencia de los
nueve puntos y D pie de la perpendicular trazada desde N, hasta BC (figura 3.4.),
cuyas coordenadas cartesianas de N, estan dadas por N, = (x, + m — n,y, + 2z + t),

donde t = (N.D)cosp, z = (BD)seng, m = (BD)cosp y n = (N.D)senp.

Como las coordenadas de la circunferencia de los nueve puntos respecto del vértice

B y la recta de referencia BC (seccion 2.1.) corresponden a N, = (BD,N.D),

19 «Segmentos homologos por una homotecia son proporcionales segiin el valor absoluto |k| de la razén
de homotecia. De aqui resulta que la transformacién de la circunferencia de centro P y radio r por la
homotecia h de razén k es la circunferencia de centro hA(P) y radio |k|r» (Xambd, 2000, p. 15).
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8.3. RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS EN TERMINOS DE LA LONGITUD DE
LOS LADOS DE UN TRIANGULO

C
entonces, de la ecuacién 3.1 (seccién 3.2.1.), se tiene que m —n = —cos(f + )+
a ¢ — 2acost c a ccosy
sen(f0 + ¢) + —————senp y 2+t = —sen(0+¢)+ cos(0+¢) —
ézlsené (6+%) 4dsent Y 2 (6+¢) 4senf (6+¢) 4send
asen
TSO, con lo cual, de las secciones 2.2.1. y 2.3.1., se obtiene:
Figura 3.4. Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos en
un sistema cartesiano
Fuente: elaboracién propia.
N (Tat T (Yo —ye) = (ys — ue)
‘c > 2/ ’
0 (3.3)

_|_

2 2V

Yo+ Yo  a*(xq — xp) + (3 — xc)>

3.3. Radio de la circunferencia de los nueve puntos en términos de la
longitud de los lados de un triangulo

De acuerdo con el teorema 9 (seccién 3.1.2.) el radio de la circunferencia de los nueve

. . . .. . Te
puntos corresponde a la mitad del radio de la circunferencia circunscrita, r,, = Bx donde

b
e =3 (ecuacién 3.1, seccién 2.5.2.), entonces se tiene que:
sen
b
n — 3.4
" 4senf (34)

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO | T9



CAPITULO 3. CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
b
o (3.5)

Tn =
2v/A,

En la tabla 3.1. puede verse el resumen de las formulas desarrolladas en el capitulo

Tabla 3.1. Férmulas para obtener las coordenadas del centro de la circunferencia de los
nueve puntos respecto de un tridngulo y la determinacién de su radio

Radio de la circunferencia de los nueve

centro de la
la longitud

Coordenadas del
circunferencia de los nueve puntos en | puntos en términos de
términos de la longitud de los lados de los lados
N <a2 +Q 2a%c +a?Q — Qg) abe
c = ) Tn = —F—
4a 4@\/50 2\/Z0

Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos en términos de las

coordenadas de los vértices

N. = ZTq + Ty a2(ya - yc) - bZ(yb - yc) Ya + Ye + a (Ia - wb) + CQ(fL'b - 1’0)
¢ 2/,

SR 2v/Ay T2

AABC, con A = (24,Ya), B = (xp, ) y C = (2¢,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
2a)? + (Ye = Ya)% ¢ = V(@0 — 20)2 + (Yo — yp)?

a=/(xc— )2+ (ye — 1) b= /(e —
P=a+b+c¢ Q=a>+c*—b% Ay = 4a%c® — Q?

Fuente: elaboracién propia.
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3.4. EJEMPLOS CAPITULO 3

3.4. Ejemplos capitulo 3
Ejemplo 1:

Para el AABC cona= BC,b=AC,c=AB,dondea=7,b=5y c=29, I, incentro,

G gravicentro y N, centro de la circunferencia de los nueve puntos.

1. Comprobar que:

a) LN L LC
b) TN, L BC

2. Hallar las coordenadas del punto de Feuerbach F;,*°

Solucioén:

1. Tomando el vértice B como punto de referencia y % como recta de referencia

(seccidn 2.2.1.), se tiene que al reemplazar para las longitudes de los lados P = 21,
21 3vV11

S = 5 Q =105, vAy = 2111, B=(0,0), C = (7,0) y A = 7.5,T ~

(7.5,4.97).

a) De acuerdo con la tabla 2.1., para el incentro I,, la abscisa es

21 VA 21v/11 11
S—b:?—5:5.5yla0rdenadaes 2PO = 2(\2/;— \/2_

11
I, = (5.5, g) ~ (5.5,1.66).

~ 1.66, luego,

50 Se denomina punto de Feuerbach Fj al punto de tangencia entre la circunferencia inscrita de un
tridngulo y la circunferencia de los nueve puntos. Punto de Feuerbach (es.wikipedia.org)
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2024+ Q  2(7*)+105 29
6a  6(7) 6

VA 2111 V11
2

y la ordenada es = =

6a 6(7)
29 V11
G = (g%) ~ (4.83,1.66).

Para el gravicentro G, la abscisa es ~ 4.83

~ 1.66, por lo tanto,

De acuerdo con la tabla 3.1., para el centro de la circunferencia de los nueve
240 TP4+105 11
a4 42 = 44(_7> =5 = 5.5 y la ordenada es
2022 4+ a*Q — Q% 2(7%)(9%) + (7%)(105) — (105%)  7V/11
dav/Ag A4(7)(21V/11) 22

7V11
N, = (5.5,\2/—2_> ~ (5.5, 1.06).

puntos N, la abscisa es

~ 1.06, luego,

Asi, al ser iguales las abscisas de [, y de N., se puede determinar que

LN, 1 BC.

b) Al ser iguales las ordenadas de I, y de G (literal a), se tiene que m I %,
con lo cual se comprueba que jlec 1 m )

2. Para hallar las coordenadas del punto de Feuerbach Fj se tiene en cuenta que,
al ser el punto de tangencia interior entre la circunferencia inscrita al tridangulo
y la circunferencia de los nueve puntos, este se encuentra sobre la recta que une
sus centros, esto es, m Asi, para el caso particular en andlisis, la abscisa de
Fy, corresponde a la abscisa de N, y su ordenada corresponde a la ordenada de

N, més el radio de la circunferencia de los nueve puntos r,, donde, de acuerdo
abe  (7)(5)(9) 1511
2vVA,  2(21V/11) 22
11 15v11
7\2/2_ + 52\g_ = \/ﬁ, con lo

con la tabla 3.1., r, = . Luego, para el punto de

Feuerbach Fy, la abscisa es 5.5 y la ordenada es

cual F, = (5.5,V/11) =~ (5.5,3.32).
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1,(5.5,1.66) ) A(7.5,4.97)
N.(5.5,1.06) :

G(4.83,1.66)
Fy(5.5,3.32)

Ejemplo No. 1

Fuente: elaboracién propia.
Ejemplo 2
Para el AABC cona= BC,b=AC,c= AB,donde a =5,b="7y c=38, I, incentro,

G gravicentro y N, centro de la circunferencia de los nueve puntos:

1. Comprobar que:

a) 1,G L BC
b) m es bisectriz del dngulo B

¢) LN, L NG

2. Hallar las coordenadas del punto de Feuerbach Fj,
Solucion:

1. Tomando el vértice B como punto de referencia y g(a como recta de referencia

(seccién 2.2.1.), se tiene que al reemplazar para las longitudes de los lados P = 20,

S =10, Q =40, /Ay = 40v/3, B = (0,0), C = (5,0) y A = (4,4V/3) ~ (4,6.93).
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a) De acuerdo con la tabla 2.1., para el incentro I,, la abscisa es

2 VA 4
S—b= ?0—7:3y1a0rdenadaes 2P0 = 2?;6? = V3 &~ 173,

luego, I,, = (3,v/3) =~ (3,1.73).

20> +Q  2(5%) 440
6a  6(5)
VA, 4 4 4

g YU 0v3 _ 43 ~ 2.31, asf, G = <3$> ~ (3,2.31).

Para el gravicentro G, la abscisa es

= 3y la ordenada

6a 6(5) 3

Por lo tanto, al ser iguales las abscisas de I, vy de G, se puede determinar

que mj_ %

b) De acuerdo con la tabla 3.1., para el centro de la circunferencia de los nueve
240 52 + 40 13
@ 42 = 4?_5) =7 = 3.25 y la ordenada es
26262 + 020 — 02 9(52)(82 2Y(40) — (402 1
> +a _ 2B (900 — (40°) _ 18VB o

day/Dg a 4(5)(40v/3) 12

puntos N, la abscisa es

13 13v/3
N.=| —,—— | = (3.25,1.88).

tanto, (4 D (3.25,1.88)
0—+v3 3

Al hallar la pendiente de ?[n), se tiene que mgp = 5 \é_ = g y al

57 0— 183 3

hallar la pendiente de . se obtiene Mgy = O——ﬁ = %, esto es,

1

m 7, = ’ITLTNC.

Asi, Eln y E/QC son rectas coincidentes y como ﬁn es bisectriz del angulo

B, se logra comprobar que, para este caso particular, janc es bisectriz del

angulo B.
43 _ 13V3
¢) Al hallar la pendiente de m, se tiene que mgp = 33—1312 = —/3,
4
y de acuerdo con el literal anterior miw = 3 asi, my— - Mgy =
V13

T(—\/g) = —1y, por lo tanto, se puede comprobar que ZLNC il EQC(i
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2. Al ser el punto de Feuerbach Fj, punto de tangencia interior entre la circunferencia
inscrita al tridangulo y la circunferencia de los nueve puntos, este se encuentra
sobre la recta que une sus centros, esto es, m Asi, como F}, es colineal con I,
y N, para el caso particular en analisis, F, hace parte de la bisectriz del dngulo

0
B, esto es, del angulo base 6, con lo cual ZCBF, = -

Como Fp1, es el radio de la circunferencia inscrita r;, de acuerdo con la tabla 2.2. se
VAy 40
0 V3 = /3, luego, para Fj, la abscisa es 3 — v/3cos

tiene que r; = 5P 2(20) ():
/1 0 1+ 1+ 22 3
3_\/§< +2003>:3_\/§< 22ac):3_\/§< 22~5~8 :iyla

Q

ordenada es v3—v/3sen (£) = v3—V/3 <\/ 2“) = \/§—\/§< j) —

3 3 V3
% ~ 087, asi, By = | 2, g) ~ (1.5,0.87).

G(3,2.31)
N.(3.25,1.88)
1,(3,1.73)
F,(1.5,0.87)

Ejemplo No. 2

Fuente: elaboracién propia.
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3.5.

Ejercicios capitulo 3

. Demostrar que para un triangulo cualquiera: las circunferencias circunscrita y de

los nueve puntos son homotéticas respecto del ortocentro.

. Demostrar que para un triangulo cualquiera: la circunferencia de los nueve puntos

es tangente a las circunferencias exinscritas al tridngulo.

. Demostrar que para un triangulo cualquiera: las circunferencias inscrita y de los

nueve puntos son tangentes interiormente [el punto de tangencia se denomina

punto de Feuerbach Fy].
a+b+c

. Dado el AABC con a = BC, b= AC, c = AB, S = —5 i radio de la

circunferencia inscrita y 7, radio de la circunferencia exinscrita respecto de AC,

(S—a)(S—0)(S—0) S(S—a)(S —¢)
\/ S y”’:\/ S—b

r; [los radios r, y 7. de las otras dos circunferencias exinscritas se

probar que r; =

, con lo cual

TSy

obtienen permutando ciclicamente a, by ¢|.%!

. Para el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, I, incentro y N, centro de la

circunferencia de los nueve puntos, comprobar que jnz\_/c i % si2a=0b+c.

. Para el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, donde a = b, N, y r, centro

y radio de la circunferencia de los nueve puntos, respectivamente, r; radio de la

circunferencia inscrita y F punto de Feuerbach, comprobar que:

a) Fy coincide con el punto medio de AB

24+v2
b) r, =2r, Sic:a(T\/_)

¢) N. coincide con el vértice C, si ¢ = v/3a

Para el AABC de lados a = 15, b= 5v5 y ¢ = 10v/2, con M, N y P pies de las

alturas sobre AB, AC'y BC, respectivamente, y r, el radio de la circunferencia

inscrita del tridngulo o6rtico M N P, comprobar que:

51 Adaptado de Xambé (2000)
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10.

11.

12.

a) El AMNP es rectangulo (£N recto)

b) El ortocentro del AABC corresponde al incentro del AMN P

d) N, es el punto medio de M P

e) ac, 1L C.C

. Para el AABC' rectangulo, de lados a = 3, b = 4 y ¢ = 5, comprobar que

N.F, || BC.

. Para el AABC delados a =8, b =9y ¢ = 11, comprobar que &'?b | %

Hallar las coordenadas de los centros de las circunferencias inscrita y exinscritas

al AABC, deladosa=2,b=4y c=5.

Hallar las coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve puntos N, y

del punto de Feuerbach Fj, para el AABC, de lados a =5, b=4y c=6.

Hallar las coordenadas cartesianas del centro de la circunferencia de los nueve
puntos N, y del punto de Feuerbach Fj para el AABC', cuyas coordenadas de sus
vértices son A = (—4,-3), B=(-1,3) y C = (7,—1).
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CAPITULO 4

Puntos de Nagel y de Spieker

En este capitulo se aborda la conceptualizacion relacionada con otras dos de las lineas
notables de un triangulo, las cuales no son comunmente tratadas en la geometria
escolar, como son las lineas de Nagel y de Spieker, que en el triangulo definen los
segmentos y los puntos notables de igual nombre. Se expone la demostracién de la
colinealidad de los puntos incentro, gravicentro y de Nagel, y la relacién métrica entre
ellos. Adicionalmente, se aborda el teorema del punto de Spieker que permite establecer
las coordenadas de este y del punto de Nagel en términos de la longitud de los lados y

en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices del triangulo.



4.1. DETERMINACION DEL PUNTO DE NAGEL

4.1. Determinacién del punto de Nagel®?

Definicién 14: se denomina tridngulo de Nagel o tridngulo extouch al triangulo inscrito

formado por la unién de los puntos de extangencia® de un tridngulo dado (figura 4.1.).

Definicién 15: se denomina segmento de Nagelal segmento de recta que une un vértice
de un triangulo con el punto de extangencia del lado opuesto. Hace parte de una ceviana

de Nagel >

Definicién 16: se denomina punto de Nagel N, al punto donde concurren los segmentos

de Nagel de un tridngulo dado. Corresponde al incentro de un tridngulo antimedial.>

Figura 4.1. Punto de Nagel del AABC

_Triangulo antimedial ~ *

Voo /
Segmento de Nagel /!
A

 Triangulo
/
de Nagel o
. Extouch

i

\
Punto de Nagel —
\ Ry

A i
S i ‘

Fuente: elaboracién propia.

52 The Nagel point is named after Christian Heinrich von Nagel, a nineteenth-century German
mathematician, who wrote about it in 1836. Nagel point (en-academic.com)

53 «Una circunferencia exinscrita o circulo exinscrito del tridngulo es un circulo exterior al tridngulo,
tangente a uno de sus lados y tangente a la extensién de los otros dos lados. Cada tridngulo
tiene tres circunferencias exinscritas distintas, cada una tangente a uno de los lados del tridngulo».
Circunferencia inscrita y exinscrita en un tridngulo (es.wikipedia.org)

Al punto de tangencia entre los lados de un tridngulo y las circunferencias exinscritas (circulos
exinscritos), se le denomina punto de extangencia

5 «Llamamos ceviana de Nagel a la linea [...] que une un vértice con el punto de tangencia de la
circunferencia exinscrita opuesta al vértice con el lado opuesto». La linea de Nagel (gaussianos.com)
55 Montesdeoca, 2017, p. 5.
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CAPITULO 4. PUNTOS DE NAGEL Y DE SPIEKER

4.2. Relacién proporcional de las distancias entre los puntos de Nagel, el
gravicentro y el incentro

4.2.1. Relacién de homotecia entre las circunferencias inscrita y exinscrita
respecto de un lado de un triangulo

Como se puede ver en la figura 4.2., el vértice A del AABC' es el punto de interseccién
de las tangentes comunes a la circunferencia inscrita y a la circunferencia exinscrita
respecto de BC, con lo cual A «es el centro de una homotecia que transforma a
la. circunferencia exinscrita en la circunferencia inscrita».?® Asi, al ser T’ el punto de
tangencia de la circunferencia exinscrita con BC' y E el punto diametralmente opuesto
sobre esta circunferencia, se tiene que la ceviana AT pasa por W, punto homélogo a T
en la circunferencia inscrita, el cual es diametralmente opuesto a R, punto de tangencia

de la circunferencia inscrita con g(a’ y que es homélogo a F.

Figura 4.2. Relacién homotética entre las circunferencias inscrita y exinscrita
respecto de un lado de un tridngulo

Fuente: elaboracién propia a partir de

http://gaussianos.com/la-linea-de-nagel/

56 La linea de Nagel (gaussianos.com)
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4.2. RELACION PROPORCIONAL DE LAS DISTANCIAS ENTRE LOS PUNTOS DE NAGEL, EL
GRAVICENTRO Y EL INCENTRO

4.2.2. Teorema del punto medio entre los puntos de tangencia de las
circunferencias inscrita y exinscrita respecto de un lado de un
triangulo

Teorema 10: el punto medio de un lado de un triangulo es a su vez punto medio entre
los puntos de tangencia de las circunferencias inscritas y exinscritas respecto de dicho

lado.

Demostracién:®”

Sea el AABC, su circunferencia inscrita de centro I,, y sus circunferencias exinscritas de

centros I, I e I3 (figura 4.3.), con Cy, Ay y By puntos de tangencia de la circunferencia

inscrita con AB, BC'y AC.

Figura 4.3. Puntos de tangencia de las circunferencias inscrita y exinscrita
respecto del lado de un tridngulo

.

Fuente: elaboracién propia a partir de

http://gaussianos.com/los-circulos-tritangentes/

Sean Cy, Az y B los puntos de tangencia de las circunferencias exinscritas de centros

Iy, I3 e I con AB, BC y AC, respectivamente. Sean, también, By y As puntos de

57 Demostracién adaptada y modificada de Los circulos tritangentes. Los circulos tritangentes
(gaussianos.com)
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tangencia de la circunferencia de centro /5 con j@ y % ; C5 y Bs puntos de tangencia
de la circunferencia de centro I3 con @ y j@; C, y A; puntos de tangencia de la
circunferencia de centro I; con j@ y % Al hacer a = BC, b = AC, ¢ = AB,
Sy =BCy= BAy, S. = CBy = CAy, S, = ABy = ACy,, t = AC3 = AB:;,
u= BA3 = BC3,v=CA3=CBsy 25 =a+b+c, se tiene que 25, + 25, + 25, = 25,
con lo cual S, + S, + S. =S y como b =S, + S, entonces, S, =5 — b.

Por otro lado, a = u+v,t =u+cyt=v+b,donde, 2t =u+v+b+c=a+b+c =25,
estoes, t =S. Asi, S=v+bov=S5—b=.5,, de donde CA3 = BAy. Por lo tanto,
al ser M punto medio de BC, se tiene que BM = BAy+ AgM = M As + A3C, con lo
cual, AgM = M A3, esto es, M también es punto medio de AgAs (QED).

4.2.3. Teorema del punto medio de un segmento de Nagel

Teorema 11: el punto medio de un segmento de Nagel es, a su vez, punto medio
entre el punto de Nagel y el punto de corte del segmento con la circunferencia inscrita

(incirculo) de un tridngulo.
Demostracion:
Sea el AABC con N, e I,, sus puntos de Nagel e incentro, respectivamente.

Tracense por los vértices del triangulo las paralelas a sus lados opuestos, con lo cual se
forma entre sus puntos de corte el AA’B'C’, triangulo antimedial del AABC, con A’
opuesto a A, B’ opuesto a B y C’ opuesto a C'. Tracense, ademas, jzlj\f_; cuyo punto de
corte con BC es T (punto de extangencia), la perpendicular a BC por el punto de Nagel
N, cuyo punto de corte con BC es Ly con B'C" es R, y la perpendicular a BC por el
punto incentro I,, cuyo punto de corte con BC es Ry con B'C" es L' (figura 4.4.).
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GRAVICENTRO Y EL INCENTRO

Figura 4.4. Punto medio de un segmento de Nagel de un tridngulo

Fuente: elaboracién propia.

Asi, de acuerdo con las construcciones hechas, LR’ || L' R (perpendiculares a un mismo
segmento de recta) y, al ser B'C’ || BC, se tiene que LR’ = I’ R (perpendiculares entre

paralelas) obteniéndose el rectdngulo LRL'R'.

Trécese la circunferencia inscrita del AABC' (circunferencia de radio RI,) la cual corta
a RL' en el punto W (diametralmente opuesto a R sobre RL'), que es a su vez punto
de la ceviana AT (relacién de homotecia entre las circunferencias inscritas y exinscrita

seccién 4.2.1.).

De acuerdo con el teorema de Nagel (Montesdeoca, 2017, p. 5) el punto de Nagel de un
tridngulo es el incentro de su tridngulo antimedial, entonces, para el AA’B’C" antimedial
del AABC, se tiene que R'Nj, es el radio de la circunferencia inscrita. Por lo tanto, al
ser el AA’B'C" doble homotético del AABC, se concluye que R'N, = 2RI, y como
RW = 2RI, entonces R'"N, = RW (1).

Tracese RR', el cual corta a AT en V, formandose AR’V N, & ARVW (criterio A. L.
A., dado que ZVR'N, = ZV RW por alternos internos entre LR’ || L'R, R'N, = RW
por (1) y ZR'N,V = ZRWYV por alternos internos entre LR’ || L/R), con lo cual
NV = VW, esto es, V es punto medio de ]Vg—W.
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Como LR' — R'N, = LN, y 'R — RW = L'W, donde, LR' = 'Ry R'"N, = RW,
se tiene que LN, = L'W (2), luego, ATLN, = AAL'W (criterio A. L. A., dado que
/TLN, = /AL'W por ser dngulos rectos, LN, = L'W por (2) y ZLN,T = /L'W A
por alternos externos entre LR’ || L’R), con lo cual TN, = WA. Asi, TN, + N,V =
VW 4+ WA, esto es, V es punto medio de T'A.

Asi, V es punto medio tanto de N,WW como de TA (QED).

4.2.4. Colinealidad de los puntos incentro, gravicentro y de Nagel y su

relacion métrica

Teorema 12: los puntos incentro, gravicentro y de Nagel son colineales y la distancia
desde el punto de Nagel al gravicentro es dos tercios de la distancia desde el punto de

Nagel al incentro.”®
Demostracion:

Sea el AABC con N,, G e I, sus puntos de Nagel, gravicentro e incentro,

respectivamente (figura 4.5.).

> —
Tracense AN, y %, cuyos puntos de corte con BC' son, respectivamente, 1" punto de
extangencia (definicién de punto de Nagel), y M punto medio de BC (propiedad del
_ 2
gravicentro). Al ser AM mediana del AABC, se cumple que AG = §AM :

Tracense la perpendicular a BC por I,,, cuyo pie es R, y la circunferencia inscrita al
AABC, de radio igual a d(I,, R), la cual corta a Zf% en W, que es, a su vez, punto de

AT (relacién de homotecia entre las circunferencias inscrita y exinscrita, seccién 4.2.1.).

58 Demostraciones alternativas de este teorema puede verse en Honsberger (1995, pp. 8-10) o en
Shawyer (2010, pp. 122-123).
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Figura 4.5. Colinealidad y relacién métrica entre el punto de Nagel, el
gravicentro y el incentro

Fuente: elaboracién propia.

Unase A con R para formar el AATR, donde, M es a su vez punto medio de TR
(teorema 10, seccién 4.2.2.) y trécese 5_\4_ I,, la cual corta a AR en K. Dado que I, es
punto medio de RW, se tiene que M1, || TA, con lo cual K es punto medio de AR

(teorema de la paralela media).

Tracese por K la paralela a BC la cual corta a TA en V, siendo este su punto medio
(teorema de la paralela media), y inase V con R, con lo cual RV y AM son medianas del

AART y su gravicentro es el mismo punto G (reciproco del teorema del gravicentro).*

Asi, RG = ng.

De acuerdo con el teorema 11 (seccién 4.2.3.) V' es a su vez punto medio de N,W, luego
VR también es mediana del ANGZRW . Asi, al unir N, con I,,, donde m es mediana
del AN,RW , se concluye que su gravicentro es el mismo punto G (reciproco del teorema
del gravicentro), con lo cual para el AABC los puntos de Nagel N,, gravicentro G e
incentro I,, son colineales y cumplen las relaciones N,G = §Ng]n y GI,, = %Ngln, esto

es, N,G = 2G1, (QED).

59 Si un punto de una mediana de un tridngulo estd ubicado, respecto de un vértice, a una distancia
equivalente a dos tercios de la medida de la mediana y por este punto pasa otra mediana, dicho punto
corresponde al gravicentro del tridngulo.
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4.2.5. Relacién proporcional entre las coordenadas cartesianas de los

puntos incentro, gravicentro y de Nagel

Figura 4.6. Relacién proporcional entre las coordenadas cartesianas de los
puntos incentro, gravicentro y de Nagel

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con el teorema 12 (seccién 4.2.4.) y la figura 4.6., se tiene que
2

2
GyNygy = g_megz 0 Ngp—Gy = g(NgJC—[nx), asi, Ny, = 3G, —21,,. De igual manera, se
2 2
cumple que: G, Ny, = §InyNgy, donde, Ny, —G, = g(Ngy_Iny>7 luego, Ny, = 3G, —21,,.

Por lo tanto, las coordenadas cartesianas del punto de Nagel, en relacion con las de los

puntos gravicentro e incentro, corresponden a N, = (3G, — 21,,,, 3Gy — 21,,,).

4.3. Coordenadas del punto de Nagel

4.3.1. Coordenadas del punto de Nagel en términos de la longitud de los

lados

De las ecuaciones 2.1 (seccién 2.2.2.) y 2.3 (seccién 2.2.3.) y las relaciones obtenidas
a(S —c)+c(S —a)cosd c(S — a)sent
5 Y N ==

en la seccién 4.2.5. se tiene que Ny, =

con lo cual:
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N, — a(S —c)+ (S — a)cosé’7 c(S — a)send (4.1)
S S
y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
_(2a*(S =)+ (S—a)Q (S—a)vVAo
Ny = ( aP ’ aP (42)

4.3.2. Coordenadas del punto de Nagel en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC con Ny, punto de Nagel y D pie de la perpendicular trazada desde N,
hasta BC' (figura 4.7.), cuyas coordenadas cartesianas del punto de Nagel estdn dadas
por N, = (xp+m—n,yp+2+1), donde t = (NyD)cosp, z = (BD)senyp, m = (BD)cosy
y n = (N,D)senep.

Figura 4.7. Coordenadas del punto de Nagel en un sistema cartesiano

AX5Y,)

ClxaYe)
"""""____"""EHE__"""""__“

1
1
1

4

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas del punto de Nagel respecto del vértice B y la recta de

referencia BC (seccién 2.1.) corresponden a N, = (BD,N,D), entonces, de la
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a(S — ¢)cosp + ¢(S — a)cos(0 + @)
S

, con lo cual, en términos de los vértices

ecuacién 4.1 (seccién 4.3.1.), se tiene que m —n =
a(S — ¢)senp + ¢(S — a)sen(d + @)
S

de un tridngulo (seccién 2.3.1.):

y z+t=

N, = ((S —a)x, + (S —Sb)xb + (S — c):z:c7 (S —a)y, + (S ;b)yb + (S — c)yc> (4.3)

4.4. Determinacién del punto de Spieker?®

Definicién 17: se denomina tridngulo medial al tridngulo formado por la unién de los

puntos medios de un tridngulo dado.
Definicién 18: se denomina punto de Spieker S, al incentro de un tridngulo medial.®!

Definicién 19: se denomina segmento de Spieker al segmento de recta que va desde el
punto medio de uno de los lados de un triangulo hasta su lado opuesto, pasando por el

punto de Spieker (figura 4.8.).

Figura 4.8. Punto de Spieker del AABC

" Segmento de Spieker A

Fuente: elaboracién propia.

50 The point is named in honor of the 19th-century German geometer Theodor Spicker.
Spieker center (en.wikipedia.org)

61 In geometry, the Spieker center is a special point associated with a plane triangle. It is defined as
the center of mass of the perimeter of the triangle. The Spieker center of a triangle ABC' is the center
of gravity of a homogeneous wire frame in the shape of triangle ABC. Spieker center (en.wikipedia.org)
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4.5. TEOREMA DEL PUNTO DE SPIEKER COMO PUNTO MEDIO ENTRE EL INCENTRO Y EL PUNTO DE
NAGEL

4.5. Teorema del punto de Spieker como punto medio entre el incentro y

el punto de Nagel

Teorema 13: el punto de Spieker es el punto medio entre el incentro y el punto de

Nagel.

Demostracién:52

Sea el AABC con I,, G y N, incentro,

Figura 4.9. Relacién homotética entre el
incentro de un tridngulo y el punto de Spieker
de su tridangulo medial

gravicentro y punto de Nagel respectivamente.

Sean también A, B’, C' puntos medios de

BC, AC' y AB, respectivamente, con lo cual el
AA'B'C’ es su triangulo medial (figura 4.9.).

Dado que el gravicentro del AABC lo

es, a su vez, del AA'B'C’ siendo este su

triangulo medial resultante de la homotecia
-1

H (G,7>, se tiene que bajo esta misma

trasformacién la circunferencia inscrita del

ANABC se transforma en la circunferencia

inscrita del AA’B'C’, y con ello, el incentro I,

Fuente: elaboracién propia.

del AABC se transforma en el incentro (punto

de Spieker: S,) del AA’B'C’, donde I,,, G, S,
1

y N, son colineales® y S,G = éGln.

62 Demostracion adaptada de la expuesta por Honsberger (1995). Una demostracién alternativa puede
verse en Kondratieva (2013, p. 58).
63 «... linea que en Wolfram MathWorld han decidido llamar un tanto arbitrariamente linea de Nagel,
por el hecho de que el incentro del tridngulo antimedial [del AABC] es el punto de Nagel ...».
La linea de Nagel (gaussianos.com)
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Asi, GI, = 2SpG y como del Figura 4.10. Relacién proporcional entre las coordenadas

., . cartesianas de los puntos incentro, de Spieker y de Nagel
teorema 12 (seccién 4.2.4.) se tiene

que GI, = gNgIna entonces,
1
SszaNgIn

1
Como a su vez S,G = gSpIn, se
1

1
obtiene que gSpIn =3 oln, y con

1
ello 5,1, = éNgIn, esto es, S, es el

punto medio de N,I,.

Fuente: elaboracién propia.

Por lo tanto, de acuerdo con la

figura 4.10.:

S — Inx+Ngx [ny+Ngy
b 2 ’ 2

(QED).

4.6. Coordenadas del punto de Spieker

4.6.1. Coordenadas del punto de Spieker en términos de la longitud de los

lados de un triangulo

De las ecuaciones 2.1 (seccion 2.2.2.) y 4.1 (seccién 4.3.1.), se tiene que:

_ (a(P —c)+c(P—a)cosd c(P — a)send
Sy = ( 5P : 5P (4.4)
y en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
g _ 202(P —¢)+ (P —a)Q (P —a)VA (45)
v 4aP " 4aP ‘
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4.6.2. Coordenadas del punto de Spieker en términos de las coordenadas

cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC' con S, punto de Spieker y D pie de la perpendicular trazada desde S,
hasta BC' (figura 4.11.), cuyas coordenadas cartesianas del punto de Spieker estdn dadas
por S, = (zpy+m—n,y,+2+1t), donde t = (S,D)cosp, z = (BD)senp, m = (BD)cosy
y n=(S,D)sene.

Figura 4.11. Coordenadas del punto de Spieker en un
sistema cartesiano

AlX,Y,)

ClxaY,) | t

Pz
B(Xp, ¥Yp,)

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas del punto de Spieker respecto del vértice B y la recta de

referencia BC (seccién 2.1.) corresponden a S, = (BD, S,D), entonces, de la ecuacién
a(P — ¢)cosp + ¢(P — a)cos(0 + ¢)
2P Y

, con lo cual, en términos de los vértices de

4.4 (seccién 4.6.1.), se tiene que  m —n =

a(P — ¢)seng + ¢(P — a)sen(0 + ¢)
z+t= 5P

un tridngulo (seccién 2.3.1.):

2P ’

(P —a)ys+ (P —Db)yy + (P — C)yc>
2P

s, = ((P —a)x, + (P —b)xy + (P — ¢)x.

En la tabla 4.1. puede verse el resumen de las férmulas desarrolladas en el capitulo.
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Tabla 4.1. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos de Nagel y de Spieker
en términos de la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas de los vértices
de un tridngulo

Coordenadas de los puntos de Nagel y de Spieker en términos de la longitud de los
lados de un tridngulo

Nagel aP ' aP
g _ 2a2(P —¢) + (P —a)Q (P —a)vAg
Spieker P 4aP ’ 4aP

o VA,
2a’ 2a

P
P:a+b—|—c;5:5;Q:a2+cQ—b2; Ay = 4a?c? — Q?

AABC, con B=(0,0),C =(a,0)y A= ( >, donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,

Coordenadas de los puntos de Nagel y de Spieker en términos de las coordenadas
cartesianas de los vértices de un triangulo

_ <(S —a)te+ (S by +(S—c)z. (S—a)ys+ (S —=byp+ (S — c)yc>

Nagel g S ' S
o (P—a)ze+ (P—=bap+ (P—c)ze (P—a)ys+ (P —byp+ (P —c)ye
Spieker r 2P ’ 2P

AABC, con A = (24,Ya), B = (xp, ) y C = (2(,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,

a = \/(-rc - xb)z + (yc - yb)Q; b= \/(Ic - xa)z + (yc - ya)2§ c= \/(Ia - mb)2 + (ya - yb)2

P
P:a—i—b—i—c;S:E

Fuente: elaboracién propia.
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4.7.

Ejemplos capitulo 4

Ejemplo 1

Para el AABC con a = BC, b= ACyc= AB,donde a =10, b =13y ¢ = 17, N,

punto de Nagel, S, punto de Spieker, I,, incentro, N, centro de la circunferencia de los

nueve puntos y C, circuncentro, comprobar que:

1. N,5, L BC
2 LN, | N

3. N, es punto de tangencia entre la paralela media a BC'y la circunferencia inscrita

Solucién:

Tomando el vértice B como punto de referencia y E(% como recta de referencia (seccién

2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, P = 40, S = 20,
Q = 220, /Ay = 40v/42, B(0,0), C(10,0) y A = (11,2v/42) ~ (11,12.96).

1. De acuerdo con la tabla 4.1., para el punto de Nagel N, la abscisa es

2a%(S —¢) + (S — a)Q) _ 2(10%)(20 — 17) + (20 — 10)(220) — 7y la ordenada

aP 10(40)
(S—a)VA; (20 —10)(40v42) N - -
e ol = 10(40) = VA2 ~ 648, luego, N, = (7,V42) ~

(7,6.48).

2a%(P — P—a)Q
Para el punto de Spieker S,, la abscisa es o c) +( a) —

4aP
2(10%)(40 — 17) + (40 — 10)(220) (P — a)v/Aq
4(10)(40) = 7 y la ordenada es —
(40 — 10)(40v42)  3v42 _ A VAN
4(10)(40) =7~ 4.86, asi, S, = (7, T) ~ (7,4.86).

Luego, al ser iguales las abscisas de N, y de .S, se puede determinar que ngSp 1L

Be.

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO | 103



CAPITULO 4. PUNTOS DE NAGEL Y DE SPIEKER

2. De acuerdo con la tabla 2.1., para el incentro I,,, la abscisaes S—b=20—13="T7y

VR, 40v42 12 12
0 — _ V&2 ~ 3.24, luego, I,, = (7, g) ~ (7,3.24).

la ordenada es 5p = 2(40))— 5

2 2 _ g2
Para el circuncentro C., la abscisa es ¢ _5 y la ordenada es a(c” + a’) _
2 2/,
10(17% + 132 — 102 179v/42 179/42
(17 + ) _ ~ 6.91, asf, C, = (5, ) ~ (5,6.91).

2(40/42) -~ 168 168

De acuerdo con la tabla 3.1., para el centro de la circunferencia de los

24+ Q 102 + 220
nueve puntos N., la abscisa es L + = 8 y la ordenada es
da 4(10)

20 +a’Q - Q*  2(10°)(17%) + (10*)(220) — (220%) _ 157v42 _ 3.03, por
dav/A, 4(10)(40v/42) 336 S
15742

336

lo tanto, N, = (8, ~ (8,3.03).

VA3 15743
— 11+4/42
Al hallar la pendiente de jnf\_/'c, se tiene que mi— = 2 336 _— _

738 336
179v42
lgg - \/ 2 1V2

y al hallar la pendiente de j\_/ ifc, se obtiene M = 336

con lo cual My, = Migels asi, se puede comprobar que 5 N I N (/

VA 40v42
= =42, 1 1
a 1(10) a cual es
igual a la ordenada del punto de Nagel N, por lo tanto, se puede comprobar que

3. Para M., punto medio de AB, la ordenada es

este hace parte de la paralela media a BC.

Como la ordenada del incentro I, es @ y la del punto de Nagel NNV, es V42,
cuyo valor corresponde a dos veces el radio de la circunferencia inscrita, se puede
comprobar que, en este caso, el punto de Nagel esta sobre la circunferencia inscrita
y, por lo tanto, corresponde al punto de tangencia entre la circunferencia inscrita

y la paralela media a BC.
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C.(5,6.91) ! A(11,12.96)
N,(7,6.48) i

S,(7,4.86)
1,(7,3.24)
N.(8,3.03)

B(0,0) 4 =10, C(10,0)

Ejemplo No. 1

Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 2

Para el AABC con a = BC, b = AC y ¢ = AB, donde a = 22, b = 33 + V33,
¢ = 33 — V33, I, incentro, C, circuncentro, S, punto de Spieker, N, punto de Nagel,
Fy, punto de Feuerbach, N, y r, el centro y el radio de la circunferencia de los nueve

puntos, respectivamente, y r; el radio de la circunferencia inscrita, comprobar que:

1. KO, L BC

2. N,C.FyI,, es un paralelogramo
3. N, es punto de tangencia entre la paralela media a BC'y la circunferencia inscrita
1. 5,1 | BC
5. AIL,S,Fy es rectangulo
6. £S,1,F, = 60°
2

7. T, = g?“n
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Solucién:

Tomando el vértice B como punto de referencia y @ como recta de referencia (seccién
2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, P = 88, S = 44,
Q = 44(11 — 3v/33), VA, = 352V/11, B(0,0), C(22,0) y A = (11 — 3v/33,8V11) =~
(—6.23,26.53).

1. De acuerdo con la tabla 2.1., para el incentro I,,, la abscisa es S —b = 44 — (33 +
VA 35211
V33) =11 —+/33 & 5.25 y la ordenada es 0 = = 2v/11 ~ 6.63, luego,

2P 2(88)
I, = (11 —v/33,2y/11) = (5.25,6.63).
. : a 22
Para el circuncentro C., la abscisa es 53 = 5 = 11 y la ordenada es

2 12 2 — 2 2222
a(@+ 0 —a®) _ (22)[(33 — V/33)° + (33 + V/33)* — 22°] _ 511 =~ 16.58, asf,

2V Ay 2(352v/11)
C. = (11,5V/11) ~ (11, 16.58).

De acuerdo con la tabla 3.1., para el centro de la circunferencia de

240 222 4+ 44(11 — 3v/33
los nueve puntos N., la abscisa es @+ = + 44( )
4a 4(22)
22 — 3/33 2a%c® + a*Q) — Q2

~ 238 'y la ordenada es =

2 4av/Ag
2(22)%(33 — v/33)? + (22)2[44(11 — 3v/33)] — [44(11 — 3v/33)]>  3V11
4(22)(352v/11) 2
asi, N, = (22_3\/ﬁ 3v1l
e 2 T2

~ 4.97,

~ (2.38,4.97).

Al ser el punto de Feuerbach Fj, punto de tangencia interior entre la circunferencia
inscrita al tridngulo y la circunferencia de los nueve puntos, este se encuentra

sobre la recta que une sus centros, esto es, N, I,, y Fj son colineales, donde la

2¢/11 — 341 V3

= ——. Por lo tanto, el angulo
22-3./33 ’
11— /33 — 2=3v38 3

F——> 3
de inclinacién de N.I,, respecto de % es tcm_lg = 30°.

pendiente de ?QCIH es mig =
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Asi, como I, Fy es el radio de la circunferencia inscrita r;, donde, de acuerdo con la

tabla 2.2., 7; = VA, 352V11

2P 2(88) 2v/11, se tiene que para el punto de Feuerbach

3
Fy la abscisa es Fy, = I, + r;c0830° = 11 — /33 + 2\/11§ = 11 y la ordenada

1
es Fyy = Iy + risen30° = 2v/11 + 2\/115 = 311, luego, F, = (11,3V11) =~
(11,9.95).

Como las abscisas de C, y Fj, son iguales, se comprueba que [%b( 71 %

. De acuerdo con la tabla 4.1., para el punto de Nagel N,, la abscisa
o 203(S—c)+ (S—a)Q  2(22)%[11+ V33)] + (22)(44)(11 — 3v/33)
aP B 22(88) B

S —a)vA 22)(352v/11
11 —+/33 y la ordenada es w = M = 4\/ﬁ, asi,

aP B 22(88)
N, = (11 —/33,4V/11) ~ (5.26,13.27).
Al ser iguales las abscisas de I, y de N, se puede determinar que inNg il %,
luego, inNg [ l%b( v
W 5V11 — 4+/11 3
La pendiente de N,C. es miz = = \/—_, por lo tanto

¢ 11—(11-+/33) 3
Mgz = M lo cual implica que ?Qgifc I ?QCIn y €omo jnNg | FC. se

comprueba que el cuadrildtero N,C.F;I,, es un paralelogramo.

VBe  352V/11
- — 411, la cual
da | 4(22) e

es igual a la ordenada del punto de Nagel, por lo tanto, se puede comprobar que

. Para M., punto medio de AB, la ordenada es

este hace parte de la paralela media a BC.

Como la ordenada del punto de Nagel es igual a dos veces la ordenada del
incentro, cuyo valor corresponde al radio de la circunferencia inscrita, se puede
comprobar que el punto de Nagel estd sobre la circunferencia inscrita y por lo
tanto, corresponde al punto de tangencia entre la circunferencia inscrita y la

paralela media a BC'.

. De acuerdo con la tabla 4.1., para el punto de Spieker S,, la abscisa

2a3(P—c)+ (P —a)Q  2(22)2(55+/33) + (66)[44(11 — 3v/33)]
> AaP - 4(22)(88) -
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(P —a)vAy  (66)(352V11)
11 — ~ 5.2 | = = 11 =~ 9.
V33 &~ 5.26 y la ordenada es 1P 1(22)(89) 3V 9.95,

asi, S, = (11 —v/33,3v11) ~ (5.26,9.95). Luego, al ser iguales las ordenadas de
S, y de Fy, se puede determinar que gpl:*b | %

5. Al ser iguales las abscisas de I,, y de S, se puede determinar que ﬁnSp il %,
lo cual implica que gp?b 1L ﬁnSp, esto es, el AL,S,Fy es rectangulo, con Z1,5,F,

recto.

6. Como N, I,, y F}, son colineales, el dngulo de inclinacion de m, respecto de %,
es igual a 30° (numeral 1). Sea P el punto de interseccién entre m y ?(}, con lo
cual ZF,PB = 30° y al ser m I BC (numeral 4) se tiene que £5,F; 1, = £LF,PB
por alternos internos. Luego, como T,L_S_; il % (numeral 5), se tiene que para el
triangulo rectangulo I,,S,Fy el ZS,1,, Fy, = 60°.

7. De acuerdo con la tabla 3.1., el radio de la circunferencia de los nueve puntos
b 22)(33 +v33)(33 — v33
es r, = == (22)(33 + I ) = 3V11 y como r; = 211
2V Ag 2(352+/11)

o 2v11 2

2
(numeral 1), entonces — = —, asi, se comprueba que r; = 37"”'

re 311 3

A(-6.23,26.53) ! Y c(11,16.58)
§ © o Ny(5.26,13.27)
5,(5.26,9.95)
Fy(1179.95) .
i F(5.25,6.63)
i N.(2.838,4797)
T c P

Ejemplo No. 2

Fuente: elaboracién propia.
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4.8.

Ejercicios capitulo 4

. Comprobar la concurrencia de los puntos notables: incentro I, gravicentro G,

circuncentro C¢, ortocentro O, de Nagel N, y de Spieker S,, para un tridngulo
equilatero, haciendo uso de las férmulas para las coordenadas de estos en términos

de la longitud de los lados.

. Comprobar la colinealidad de los puntos notables: incentro I,,, gravicentro G,

circuncentro C,, ortocentro O, de Nagel N, y de Spieker S, para un tridngulo
isosceles, haciendo uso de las féormulas para las coordenadas de estos en términos

de la longitud de los lados.

Comprobar la colinealidad de los puntos notables: incentro I,,, gravicentro G, de
Nagel N, y de Spieker S, para un tridngulo cualesquiera, haciendo uso de las

formulas para las coordenadas de estos en términos de la longitud de los lados.

. Para el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, I,, incentro, C, circuncentro, GG

gravicentro, S, punto de Spieker, N, punto de Nagel, N, centro de la circunferencia

de los nueve puntos, comprobar que si 2a = b + c:

a) N,5, | BC
b NS, L N,C.
¢) N5, LLN.
a) 5,F, | BC

e) GNy=2|b—al|/3

5. Para el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, I,, incentro, C, circuncentro, GG

gravicentro, S, punto de Spieker, N, punto de Nagel y F;, punto de Feuerbach,
donde b=a+ k y ¢ = a+ 2k, para k < a, comprobar que:
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a) B, F, y N, son colineales

b) TN, | AC
¢) B, LLN,

d) Si k=6 entonces GS, =1, ,G=2,1,5,=3, GN;,=4y [,N, =6

6. Para el AABC con a = BC, b= AC y c = AB, I, incentro, C, circuncentro, .S,
punto de Spieker, N, punto de Nagel, F, punto de Feuerbach, N, y r,, centro y
radio de la circunferencia de los nueve puntos, respectivamente, y r; el radio de

a(33 &+ v/33)

la circunferencia inscrita, comprobar que, si b = —— = y ¢ = 3a — b:

22
a) 5,5, | BC
b) ?BC, L BC

¢) N,C.F,I, es un paralelogramo

d) N, es punto de tangencia entre la paralela media a BC y la circunferencia

inscrita
e) AL,S,Fy es rectangulo

f) £S,1,F, = 60°

2
g) ry = Z-Tn

3
7. Para el AABC con a = BC, b= AC'y ¢ = AB, I, incentro, C. circuncentro, Ny

punto de Nagel y N, centro de la circunferencia de los nueve puntos, comprobar

que N,C. || TN,

8. Para el AABC con a = BC, b= AC y c= AB, I, incentro, C, circuncentro, 5,
punto de Spieker, N, punto de Nagel, F, punto de Feuerbach, N, y r, centro y
radio de la circunferencia de los nueve puntos, respectivamente, y r; el radio de
la circunferencia inscrita, comprobar que, para el AABC de lados a =5, b=4y

c=06:
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a) N,S, || BC
b N,S, L N,C.
¢) N,S, L TN,

9. Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos notables de Nagel N, y de
Spieker S, para el AABC, cuyas coordenadas de sus vértices son A = (—4, —3),
B=(-1,3)y C=(7,—1).
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CAPITULO 5

Escintores de un triangulo

En este capitulo se aborda la conceptualizacién relacionada con los segmentos inscritos
en un tridngulo que dividen su perimetro en dos partes iguales, los cuales no son
comunmente tratados en la geometria escolar, y que en la literatura sobre el tema en
Colombia se han referenciado como escintores, clasificandose a su vez como vescintores,
mescintores y escintrices, pero que, a nivel internacional, se referencian como splitter,

cleaver y equalizer, respectivamente.

Al inicio del capitulo se describe la construccién sintética de un escintor general de
un triangulo y, a continuacion, se exponen las definiciones y teoremas que sustentan
la construccién sintética de las escintrices respecto de uno de sus angulos, junto con
un andlisis de los casos en que se presentara la existencia de las escintrices respecto de
ese angulo. Por ultimo se desarrollan los teoremas que relacionan los vescintores con el

punto de Nagel, los mescintores con el punto de Spieker y las escintrices con el incentro.



5.1. ESCINTOR DE UN TRIANGULO Y SU CONSTRUCCION SINTETICA

5.1. Escintor de un tridangulo y su construccion sintética
5.1.1. Antecedentes

En el desarrollo de este capitulo se adoptara el término escintor y su clasificacién como
vescintor, mescintor y escintriz acunados por Theran Palacio, E. y Falcén Dorado,
F. (2006) y retomados por Sénchez (2008). Sin embargo, cabe mencionar que en la
literatura relacionada con lo referido por estos autores se encuentra informacién bajo
los términos de splitter (en relacién con el concepto de vescintor) y cleaver (en relacién
con el concepto de mescintor) en Avishalom (1963), Honsberger (1995), Marques (2008),
Shawyer (2010), Kodokostas (2010), Kondratieva (2013), entre otros. Con relacién al
concepto de escintriz puede encontrarse informacién bajo el término de equalizer en
Berzsenyi (1997), Kodokostas (2010), Sfikas (2014), Shirali (2014), N7pcCos A.; Pilos
. (2014), entre otros.

Por su parte, Todd (1999) adopta el término B-line para las lineas que bisecan el
area y el perimetro de un tridngulo dado (equalizer),Yiu (2016) prefiere adoptar el
término perimeter-area bisector, mientras que Berele, A.; Catoiu, S. (2016) asignan la

denominacién de A P-bisecting lines

Adicionalmente, se encuentra que, sin hacer mencién del término equalizer, Ilan Vardi®
en 1999, Francisco Garcia en el 2002 y Saturnino Campo® en el 2004 establecen

expresiones algebraicas que permiten su determinacion.

64 Vardi, I. (2005) presenta una solucién al problema “Draw a straight line that halves the area and
perimeter of a triangle”, que, de acuerdo con Vershik (1994), hizo parte del examen de ingreso a la
Mekh-mat en la Universidad Estatal de Mosci (MGU) en 1978. Vardi referencia que su solucién fue
elaborada en 1999.

65 En la pagina web «Laboratorio virtual de tridngulos con cabri» (Barroso, 2016) se puede encontrar
la solucion al Problema 138: «Dado un triangulo ABC trazar una secante que corte a AB en Q y a AC
en P, de manera que el cuadrilatero BQPC y el tridngulo AQP tengan el mismo perimetro y la misma
area-», aportada por Saturnino Campo Ruiz el 10 de febrero de 2004.
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5.1.2. Definicién de escintor y clasificacién®

Definicién 20: un escintor es el segmento de recta inscrito en un triangulo que divide

el perimetro del mismo en dos partes iguales.

Figura 5.1. Clasificacién de los escintores de un triangulo

A

Vescintor
(Splitter)

Mescintor
(Cleaver)

Escintriz
(Equalizer)

B H E Cc
Perimetro(ABE) = Perimetro(AEC)
Perimetro(AMK) = Perimetro(MBCK)
Perimetro(ABHD) = Perimetro(HDC)

Area(ABHD) = Area(HDC)

Fuente: elaboracién propia.

[ Casos especiales (figura 5.1.):

Definicién 21: un mescintor (cleaver) corresponde a un escintor que tiene como uno

de sus puntos extremos al punto medio de un lado de un triangulo.

Definicién 22: un vescintor (splitter)S" es un escintor que tiene como uno de sus puntos

extremos a un vértice de un triangulo.

Definicién 23: una escintriz (equalizer) corresponde a un escintor que divide a un

tridngulo en dos regiones poligonales de igual area.

66 Definicién y clasificacién adaptada de la planteada por Therdn Palacio, E. y Falcén Dorado, F.
(2006).

67 Berele, A.; Catoiu, S. (2018a) mencionan que las cevianas que bisectan el perimetro de un
tridngulo ( “perimeter-bisecting cevians”) son llamadas splitters, las cuales, a su vez, ellos denominan
perimeter-bisecting lines.
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Definicién 24: se entiende por escintor en dngulo v a aquel cuyos puntos extremos

hacen parte de los lados que forman dicho dngulo.

5.1.3. Construccién sintética de un escintor general (procedimiento y
justificacién)
Dado el AABC, tracense los arcos de circunferencia con centro en los vértices B y

C' de radios iguales a d(B, A) y d(C, A), respectivamente, los cuales cortan a ?O en
los punto A" y A”, de manera correspondiente (figura 5.2.), con lo cual BD = BD' y

CA=CA" (1).
Sea M; el punto medio de A’A”, con lo cual M; A" = M; A" (2).

Figura 5.2. Construccién sintética de un escintor general de un triangulo

i

I
!

Fuente: elaboracién propia.

Haciendo centro en el vértice B y tomando como radio una distancia menor a d(A, B),

tracese un arco de circunferencia, el cual cortard a AB en el punto D y a E(% en el

punto D', obteniéndose DA = D' A’ (3).

Sea My el punto medio de My D', con lo cual MyD" = My M, (4). Haciendo centro en el

punto My trécese el arco de circunferencia con radio igual a d(Ms, A’), el cual corta a

BC en el punto H, obteniéndose My A’ = MyH (5).
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Asi, como MyA" = MyD' + D'A" y MyH = MyM; + My H se tiene de (3), (4) y (5) que
MH = D'A’ = DA (6). Al ser My A' = M, My + M, B+ BD'+ D' A’ se tiene de (1) y (6)
que My A" = HM; + My Ms+ MyB+ BD, esto es, MyA' = HB+ BD (7). Por otro lado,
al ser M1 A" = M\H + HC + CA” se tiene de (1) y (6) que M A" = HC + CA+ AD
(8), luego, de (2), (7) y (8) se obtiene que HB + BD = HC + CA + AD (9).

Como el perimetro del tridngulo es P = AD + DB+ BH + HC + C' A, entonces, de (9)

P _
se tiene que P = 2(HB + BD), esto es, HB+ BD = 5 con lo cual se tiene que HD
es un escintor del AABC.

De acuerdo con lo planteado en la justificacion precedente se puede establecer que si
DA = 0, esto es, D coincide con A, entonces, el punto H coincide con el punto M; vy,
asi, AC+CM, = M,B+ BA = g, por lo tanto, se establece que AM; es un vescintor
del AABC.

5.1.4. Construccién sintética de una escintriz general (procedimiento y

justificacién)%®

A continuacion se describird la construccién de la escintriz de un tridangulo, adaptada

de la publicada por Yiu (2016, p. 2).

5.1.4.1. Definiciones y teoremas que sustentan el proceso constructivo de la

escintriz de un triangulo

Definicién 25: se denomina escintriz en angulo v a aquella que en el triangulo corta
a los lados que forman dicho dngulo. Asi, dado el AABC con escintriz Y Z, donde, Y
esta sobre AC'y Z sobre AB (figura 5.3.), Y Z es una escintriz en éngulo A, con lo cual

A(MAZY) = %A(AABC).

68 En el portal WOLFRAM Demonstrations Project se puede acceder a la construccién dindmica
disefiada y publicada por Rangel-Mondragén (2013b), en la cual el usuario puede variar la ubicacién
de los vértices del tridngulo y observar la variacién del segmento que biseca tanto el area como el
perimetro, sin hacerse referencia al proceso constructivo.
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Figura 5.3. Escintriz en dngulo A del AABC

A
Escintriz en

angulo A

B C
1
A(AAZY) =  A(AABC)

Fuente: elaboracién propia.

Teorema auxiliar 1: dado Y Z, escintriz en dngulo A del AABC, se cumple para el

1
ANAZY (figura 5.3.) que AZ - AY = §AB -AC.
Demostracion:

Sea el AABC con Y Z escintriz en angulo A, donde Y estd sobre a AC' y Z sobre AB.

Por definicién de escintriz A(AAZY)
1
2

1
§A(AABC), luego, AZ - AYsenA =

(AB - ACsenA), con lo cual AZ - AY = —(AB - AC) (QED).

N | —

Teorema auxiliar 2: si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos
rectas tangentes, los segmentos desde el punto exterior hasta los puntos de tangencia

son congruentes (figura 5.4.).

[La demostracion de este teorema se deja como ejercicio para el lector].

Teorema auxiliar 3: dadas dos circunferencias concéntricas, las cuerdas de la

circunferencia mayor, tangentes a la circunferencia menor, son congruentes (figura 5.5.).

[La demostracion de este teorema se deja como ejercicio para el lector].
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Teorema auxiliar 4: dos cuerdas secantes de una misma circunferencia forman
segmentos tales que los productos de las partes de una de ellas es igual al producto

de las partes de la otra (figura 5.6.).

[La demostracion de este teorema se deja como ejercicio para el lector].

Figura 5.5. Cuerdas de una circunferencia,
tangentes a otra circunferencia concéntrica
interior

Figura 5.4. Rectas tangentes a una
circunferencia desde un punto exterior

M

AB=~ AC

MN = RS

Fuente: elaboracién propia. » .
Fuente: elaboracién propia.

Figura 5.6. Producto entre los segmentos de cuerdas secantes en una
circunferencia

Q

(MR) - (RN) = (PR) - (RQ)

Fuente: elaboracién propia.
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5.1.4.2. Proceso constructivo de la escintriz en angulo A de un triangulo

Sea el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB (figura 5.7.). Tréacense las bisectrices
exteriores de los angulos A y B, las cuales se intersecan en D. Tracese la perpendicular
desde D hasta AB, cuyo pie es E. Con centro en D y radio igual a d(D, E) tracese la

circunferencia exinscrita que corta a CB en F' 'y a CA en G.

Como, de acuerdo con el teorema auxiliar 2, BF = BE (1) y AG = AFE (2), se tiene de
(1) que CF = CB+BF =CB+BE y de (2) que CG = CA+ AG = CA+ AE. Asi, al
ser CF = OG por el teorema auxiliar 2, se tiene que CB + BE = CA+ AE, de donde

E es el punto que dimidia el perimetro, con lo cual CF = CG = s (s: semiperimetro

del AABC).

— 1
Sea H el punto medio de AB, esto es, AH = §AB . Con centro en A tracese el arco de
< .
circunferencia de radio igual a d(A, H), el cual corta C'A en I. Unase A con I, donde,

AI:AH:%AB@)

Sea J el punto medio de CT y K el punto medio de C'F. Trécense las perpendiculares
por J y K (mediatrices), las cuales se cortan en L. Con centro en L y radio igual a
d(L,C) tracese la circunferencia C" que pasa por I, F'y C. También, con centro en L

y radio igual a d(L, K) tracese la circunferencia C" tangente a C'F en K.

Unase A con L y sea M punto medio de AL. Trécese la circunferencia con centro en M
y radio igual a d(M, A), la cual corta a C” en N, y tinase A con N, N con Ly L con
A, con lo cual se forma el AALN, donde, LN 1 NA, dado que ZLNA es un angulo
recto, por estar inscrito en la semicircunferencia LN A, y con lo cual AN es tangente
a la circunferencia C”, por ser a su vez LN su radio. Tracese ﬁ\f , la cual corta a C’
en O y en P, obteniéndose OP = FC por teorema auxiliar 3 y, con ello, por teorema
auxiliar 4, se tiene que AO - AP = Al - AC (4). Al reemplazar (3) en (4) se obtiene
AO - AP = %AB - AC (5).
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Figura 5.7. Construccién sintética de una escintriz general de un tridngulo con
c>a>b

Fuente: elaboracién propia a partir de Yiu (2016).

Al hacer centro en el vértice A y trazar la circunferencia de radio igual a d(A, O) esta
corta a AC en Y y a B en Z', con lo cual AO = AY = AZ’" (6). Por otro lado, al
hacer centro en el vértice A y trazar la circunferencia de radio igual a d(A, P) esta corta
a AB en Z y a ¢ en Y’ con lo cual AP = AZ = AY’ (7). Luego, al unirse Z con
Y y Z' con Y' se forma ANAY Z =2 NAZ'Y" (criterio L. A. L., por ser AY = AZ' /A
cominy AZ 2 AY’), donde YZ 2 Y'Z', LJAYZ = LAZ'Y' y LAZY = LAY'Z' (8).

Como AY = AZ" de (6) y AY' = AZ de (7) se tiene que al restar miembro a miembro
AY' — AY = AZ — AZ', esto es, YY' = ZZ' (9), con lo cual, al asignar W al punto
de interseccién entre YZ y Y'Z', se obtiene AZ'WZ = AYWY' [criterio A. A. L.,
dado que ZZ'WZ = /YWY’ por opuestos por el vértice, L/WZZ' = /WY'Y de
(8) y YY" = ZZ' de (9)], asf, ZZW = YW (10). Luego, al unir A con W, se genera
NAZ'W = ANAYW [criterio L. A. L., dado que AY = AZ', JAYW = LAZ'W de (8)
y YW = Z'W de (10)], con lo cual ZWAY = /WAZ' esto es, IW es bisectriz del

angulo A y, por lo tanto, YZ y Y’Z' son simétricos respecto de esta.
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1 1
Al reemplazar (6) y (7) en (5) se obtiene AY - AZ = §AB-AC’ o AY'-AZ' = éAB-AC’,
donde por teorema auxiliar 1, en los casos en que YZ o Y'Z' sean segmentos inscritos
1 1
del AABC, se cumplird que A(AAZY) = §A(AABC’) 0o A(NAZ'Y") = §A(AABC’),

esto es, YZ o Y'Z' corresponderan a escintrices en angulo A.

Siguiendo un proceso constructivo similar, pueden hallarse las escintrices en dngulo B

y en angulo C.

5.1.4.3. Analisis de existencia de las escintrices en angulo A

Del proceso constructivo descrito en la secciéon anterior se pueden establecer los
siguientes casos para la existencia de las escintrices en angulo A, dependiendo de la

ubicacién del vértice A respecto de la circunferencia C”:

Caso 1. cuando A # N el vértice A es exterior a la circunferencia C” y AP # AO, con
lo cual los segmentos Y Z v Y’Z' no serdn coincidentes y, dependiendo de las relaciones
entre los lados del triangulo, podran estar ambos inscritos, formando dos escintrices en
angulo A (figura 5.8a.), solo uno de ellos, formando una escintriz en angulo A (figura

5.8b.), o ninguno, y no formar escintrices en angulo A (figura 5.8c.).%

Caso 2. cuando A = N el vértice A hace parte de la circunferencia C” y AP = AQO,
con lo cual los segmentos Y Z v Y'Z' seran coincidentes y perpendiculares a la bisectriz

del dngulo A, y por lo tanto, habrd una sola escintriz en dngulo A (figura 5.9.).

Caso 3. cuando el vértice A sea interior a la circunferencia C” no existira PO vy, por
lo tanto, los segmentos Y Z y Y’Z’ no existiran, esto es, no habra escintrices en angulo

A (figura 5.10.).

69 Berele, A.; Catoiu, S. (2016) se refieren a los segmentos YZ y Y’Z’ inscritos en el triangulo,
o escintrices propiamente dichas, como AP-bisecting lines y a los no inscritos como generalized
AP-bisecting lines.
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Figura 5.8. Caso 1 de existencia de escintrices en angulo A en proceso constructivo sintético

()

Fuente: elaboracién propia.

Figura 5.9. Caso 2 de existencia de escintrices Figura 5.10. Caso 3 de existencia de escintrices
en dngulo A en proceso constructivo sintético en angulo A en proceso constructivo sintético

1

Fuente: elaboracién propia. Fuente: elaboracién propia.
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5.2. Teoremas sobre escintores de un tridangulo

5.2.1. Teorema del segmento de Nagel como vescintor
Teorema 14: el segmento de Nagel es un vescintor de un triangulo.
Demostracion:

Sea el AABC' y tracense las correspondientes bisectrices exteriores de ZA y ZC, las
cuales se cortan en D (figura 5.11.). Unase D con el vértice B y trécense desde D
las perpendiculares a fﬁ, j@ y %, siendo F', E y G los pies de las respectivas

perpendiculares.

De acuerdo con la construcciéon hecha ADCG = ADCE (criterio A. L. A., dado que
/DCG = /DCE por ser C'D bisectriz del dngulo exterior ECG, CD lado comtn y
ZCGD = ZCED por ser angulos rectos por construccion DG L GC'y DE 1 EC),
con lo cual CE = CG y GD = ED (1).

Figura 5.11. Segmento de Nagel como un vescintor de un tridngulo

Segmento de Nagel

Fuente: elaboracién propia.

De igual manera, ADAF = ADAEFE (criterio A. L. A., dado que ZDAF = /DAEFE por
ser AD bisectriz del angulo exterior FAF, AD lado comtin y ZAFD = /AED por
ser angulos rectos por construccion DF L FAy DE 1 EA), con lo cual AE = AF
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y FD = ED (2), luego, de (1) y (2), se tiene que FD = ED = GD (3). Asi, al
trazar la circunferencia con centro en D y radio igual a d(D, E) esta corresponde a la
circunferencia exinscrita con respecto al lado AC del AABC, donde E es el punto de

extangencia y, con lo cual, uniendo B con E se tiene que BE es un segmento de Nagel.

Como ADFB = ADGB (criterio L. L. A.,” dado que BD es lado comtin, hipotenusa
-lado mayor- de ambos tridngulos, FD = GD por (3) y ZDFB = /DGB por ser

angulos rectos por construccién DF 1. FB y DG L GB), entonces, BF = BG (4),
donde BFF = BA+ AF y BG = BC + CG, con lo cual,BF = BA + AFE de (2)
y BG = BC + CFE de (1), luego, BA+ AE = BC + CE. Asi, como el perimetro
del tridngulo es P = BA + AE + EC + CB, esto es P = 2(BA + AE), se tiene que
BA+AFE = g, por lo tanto, BE (segmento de Nagel) dimidia al perfmetro del AABC,
es decir, BE' es un vescintor del AABC' (QED).

El punto de concurrencia de los vescintores de un triangulo es el punto de Nagel.

5.2.2. Teorema general de los escintores de un triangulo

Teorema 15: en un tridangulo cualquiera, la longitud entre el punto de corte de un
escintor y el punto de extangencia sobre uno de los lados, es equivalente a la longitud

entre el vértice opuesto a ese lado y el otro punto de corte del escintor.
Demostracion:

Sea el AABC con con a = BC, b= AC y ¢ = AB, E punto de extangencia sobre BC
y PQ un escintor, con Q sobre AC'y P sobre BC (figura 5.12.).

70 «Criterio L-L-A Si dos tridngulos tienen dos pares de lados homdlogos congruentes, y los
angulos opuestos al mayor de los lados son congruentes, entonces los tridngulos son congruentes».
Unidad32016.pdf (fceia.unr.edu.ar)
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Figura 5.12. Equivalencia de la longitud entre el punto de corte de un escintor
de un tridngulo y el punto de extangencia sobre uno de los lados, con la longitud
entre el vértice opuesto a ese lado y el otro punto de corte del escintor

Fuente: elaboracién propia.

Como PQ es un escintor del AABC se cumple que QC + CE + EP = PB+ BA+ AQ
(1). Al unir A con E se obtiene el vescintor AFE, el cual dimidia el perfmetro del
AABC, con lo cual AQ +QC + CE = EP + PB + BA (2). Asi, de (1)-(2), se tiene
que EP — AQ = AQ — EP, por lo tanto EP = AQ (QED).

Figura 5.13. Segmentos de los lados de un tridngulo que pueden contener los
puntos extremos de un escintor

Fuente: elaboracién propia.

Corolario: los puntos extremos de los escintores de un tridngulo se encuentran entre los

segmentos de un tridngulo generado por dos de sus vescintores (segmentos de Nagel).

Como puede verse en la (figura 5.13a.) el escintor P;(); de puntos extremos en los
segmentos AF, = BE, = x estd formado entre los vescintores AE, y BE,. En la

ficura 5.13b.) puede verse que el escintor P/()} de puntos extremos en los segmentos
g p q 11 p g
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AFE. = CFE, = y esta formado entre los vescintores AE, y CE,.. De igual manera en la
(figura 5.13c.) puede verse que el escintor P{'Q} de puntos extremos en los segmentos

BE. = CFE, = z esta formado entre los vescintores BE, y C'E..

5.2.3. Teorema general de los vescintores de un triangulo

Teorema 16: en todo triangulo la longitud entre el punto de corte de un vescintor con
uno de los lados (punto de extangencia) y un vértice es igual al semiperimetro menos

la longitud del lado adyacente.

Demostracion:

Sean el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB y AE un vescintor (figura 5.14.).

Figura 5.14. Relacion métrica entre las longitudes de los segmentos generados
por un punto de extangencia sobre un lado de un tridngulo y el semiperimetro

Fuente: elaboracion propia.

Al ser AE un vescintor del tridngulo, este dimidia el perfmetro, con lo cual
a+b+c a+b+c

c+ BE = — luego, al hacer S = — se obtiene BE =S — c.

Procediendo de forma similar se obtiene EC' = S — b (QED).
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5.2.4. Teorema del segmento de Spieker como mescintor de un triangulo
Teorema 17: el segmento de Spieker es un mescintor de un tridngulo.”
Demostracion:

Sean el AABC y su tridngulo medial ANPM, con N punto medio de AB, P punto
medio de AC' y M punto medio de BC' y sea MK la bisectriz del ZNM P, esto es, un
segmento de Spieker (figura 5.15.). Tracese la circunferencia con centro en A y radio
igual a d(A, C), la cual corta a jzlﬁ en D, asi, AD = AC. Unase D con C para formar
el AADC.

Figura 5.15. Segmento de Spieker como un mescintor de un triangulo

M

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con la construccién hecha, al ser M, N y P puntos medios de BC, BA y
AC, respectivamente, se tiene por el teorema de la paralela media que MN || PA y

MN = PA, MP || NAy MP = NA, con lo cual NAPM es un paralelogramo, donde,

ZNMP = /ZNAP (1) por ser angulos opuestos del paralelogramo.

"l Una demostracién alternativa haciendo uso del teorema de Arquimedes puede verse en Honsberger
(1995), quien hace una explicacién més amplia de lo presentado por Avishalom (1963), el cual utiliza
el término cleaver para referirse a lo denominado en este texto como segmento de Spieker.
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Como por construccién auxiliar AD =2 AC el ACAD es isésceles, con lo cual ZADC =2
ZACD (2) por ser dngulos opuestos de lados congruentes en el AADC. Al ser ZNAP
exterior al AADC se tiene de (2) que m(ZNAP) = 2m(LACD) (3). Asi, de (1) y (3)
m(£/NMP) = 2m(ZACD), pero, a su vez, m(Z/NMP) = 2m(Z/NMK) por ser MK
bisectriz de ZNM P, con lo cual ZNMK = ZACD. Asi, MK || CD y por el reciproco
del teorema de la paralela media se tiene que K es punto medio de BD en el ABDC.

Luego, como MB = MC y BK = DK, donde DK = DA+ AK = CA+ AK, se tiene
que MB+ BK = MC + DK, estoes, MB+ BK = MC + CA + AK, con lo cual se
establece que MK es un mescintor del AABC (QED).

El punto de concurrencia de los mescintores es el punto de Spieker y, por lo tanto, el

centro de gravedad del perimetro de un tridngulo (Avishalom, 1963).

5.2.5. Teorema del escintor incentral como escintriz

Teorema 18: el escintor que pasa por el incentro de un tridngulo es una escintriz.”

Demostracion:

Sean el AABC' con HD escintor de este, el cual pasa por el incentro I, del tridngulo con
H sobre BC'y D sobre AC'. Sean I,, B segmento de la bisectriz del ZABC, I,,C segmento
de la bisectriz del ZBCA y I, A segmento de la bisectriz del Z/CAB (figura 5.16.).

Sean M, N y P los puntos de tangencia entre la circunferencia inscrita (incirculo) y
los lados del AABC, con lo cual I,M = I, N = [,,P = r son alturas de los tridngulos
HI,B, BI,A, Al,D, DI,C' y CI,H. Asi, A(NABC) = A(AHI,B) + A(ABI,A) +

A(ANALD) + A(ADI,C) + A(ACI,H), esto es, A(AABC) = %(HB)T + %(BA)r +
%(AD)T—F%(DC)T-F%(CH)T. De donde, A(AABC) = %(HB+BA+AD+DC+C’H)T.

"2 Demostraciones alternativa de este teorema pueden verse en Kung (2002), Kodokostas (2010), Shirali
(2014), Yiu (2016) v University of Regina. (2016).
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Figura 5.16. Escintor incentral como escintriz de un tridngulo

A In: incentro

r: radio incirculo

bisectriz
escintor

B PH Cc

Fuente: elaboracién propia.

Como HD es un escintor del AABC, se tiene que HB + BA+ AD = DC + CH. Asi,
1 1 1
A(ANABC) = 5(2(DC’ +CH))r = 2(§DCT + EOHT) =2(A(ADI,C)+ A(ACT,H)),

esto es, A(AABC) = 2A(ADCH) o bien, A(ADCH) = %A(AABC), con lo cual, se

concluye que cuando un escintor pasa por el incentro de un triangulo, este es, a su vez,

escintriz (QED).
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5.3. Ejercicios capitulo 5

1. Demostrar el teorema auxiliar 2 (Seccién 5.1.4).
2. Demostrar el teorema auxiliar 3 (Seccién 5.1.4).
3. Demostrar el teorema auxiliar 4 (Seccién 5.1.4).
4. Demostrar el corolario del teorema 15 (Seccién 5.2.2).

5. Demostrar que para todo tridngulo los mescintores (segmentos de Spieker) son
paralelos a las bisectrices de los angulos opuestos a los lados por cuyos puntos
medios estos pasan [adaptado de Avishalom (1963)].

6. Dado el AABC, con a = BC, b= AC' y ¢ = AB, donde 3a = b + ¢, demostrar
que el segmento inscrito paralelo a BC' y que pasa por el gravicentro G es un
escintor.

7. Demostrar que para cualquier triangulo rectangulo el segmento inscrito que une
al circuncentro C. con el punto de Spieker S, es un escintor.

8. Dado el AABC isésceles, con b = AC' = BC'y ¢ = AB, donde ¢ > b, con P sobre
BC y @ sobre AB, donde, PQ 1 BC, trazado por el punto P distante g desde

el vértice B, demostrar que:

a) El segmento inscrito PQ, es una escintriz
b) Si AABC es rectangulo AB = 2PQ

b

Ejercicio No. 8

Ejercicio No. 5

Fuente: elaboracién propia.
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CAPITULO 6

Coordenadas de los puntos extremos de los

escintores de un triangulo

En este capitulo se expone el proceso analitico llevado a cabo para la obtencion de las
coordenadas de los puntos extremos de un escintor general de un tridngulo, en términos
de la distancia desde uno de ellos hasta un vértice tomado como punto de referencia
y de la longitud de los lados. Posteriormente, se establecen las coordenadas de dichos
puntos en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices del triangulo. Por
ultimo, haciendo uso de las formulas previamente obtenidas para un escintor general,
se aborda la determinacion de las coordenadas de los puntos extremos para dos tipos

especiales de escintores como son los vescintores y los mescintores.
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6.1. Coordenadas de los puntos extremos de un escintor general de un

triangulo

Sea el AABC con los puntos de extangencia E, sobre AC, E, sobre AB, E, sobre BC

y con PQ un escintor del tridngulo.

Para la determinacién de las coordenadas de los puntos extremos de los escintores,
se tomard como referencia el vértice B y la recta % (seccién 2.1.), a partir de lo
cual se establece la distancia d a uno de ellos sobre BA o BC' vy, de acuerdo con el
corolario del teorema 15 (seccién 5.2.2.), se han de considerar las siguientes posibilidades

(figura 5.13., seccién 5.2.2.):
Escintor en dangulo C,”® P,Q, con P, sobre BE, v Q; sobre AFE}.
Escintor en angulo B, P/Q}, con P| sobre C'E, y @)} sobre AE..

Escintor en angulo A, P/'QY, con P}’ sobre BE. y Q) sobre C'Ej.

6.1.1. Coordenadas de los puntos extremos de un escintor de un triangulo
en términos de la distancia desde uno de ellos a un vértice de

referencia y la longitud de los lados

6.1.1.1. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo C, Py,
en términos de la distancia desde P, al vértice de referencia B y la

longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢c = AB, E, y E, puntos de extangencia sobre
AC' y BC, respectivamente. Sea P;Q; escintor en dngulo C' del tridngulo, con P; sobre

BE, y Q)1 sobre AE, (figura 6.1.), donde BE, = S — ¢ (teorema 16, seccién 5.2.3.).

73 Definicién seccién 5.1.2.

132 / PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO



6.1. COORDENADAS DE LOS PUNTOS EXTREMOS DE UN ESCINTOR GENERAL DE UN TRIANGULO

Figura 6.1. Escintor en angulo C, P1Q;

Fuente: elaboracién propia.

Al hacer d = BP;, donde 0 < d < S — ¢, se tiene que:

Al trazar AT, altura del tridngulo, con T sobre BC' (figura 6.1.), hacer 8 = ZTAC y
m = AQ, = P E, (teorema 15, seccién 5.2.2.), se tiene que 7 = msenf3 y t = mcosp.

Asi, al ser AT = csenfl y BT = ccosf, entonces Q)1 = (ccos + r,csenf) — t). De la

(a — ccosh) v cos = csend

figura 6.1. también se tiene que senf = , luego, ccosf+1r =

(b— m)ccbose + ma v esenfl — t (b— Tr;)csené
d= BP, y BE, = S — ¢ (teorema 16, seccién 5.2.3.), se tiene m = S — ¢ — d, con lo

. Asi, como m = BE, — BP,, al hacer

cual b—m =S —a+d, por lo tanto, para 0 < d < S — ¢

a(S—c—d)+c(S—a+d)cosd c(S —a+ d)send
donde, en términos de la longitud de los lados del tridngulo (seccién 2.2.1.):
P = (d,0)
Yy (6.3)
(S—a+d)Q2+2a*(S—c—d) (S—a+d)A
Ql = )
2ab 2ab
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Puede observarse que, cuando d = 0, P; coincide con B y ()1 coincide con FEj.

Adicionalmente, cuando d = S — ¢, P; coincide con F, y 1 coincide con A.

6.1.1.2. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo B, P/Q),
en términos de la distancia desde P| al vértice de referencia B y la

longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢c = AB, E. y E, puntos de extangencia sobre
AB y BC, respectivamente. Sea P/’ escintor en dngulo B del tridngulo, con P/ sobre

E.Cy Q) sobre E.A (figura 6.2.), donde BE, = S — ¢ (teorema 16, seccién 5.2.3.).

Al hacer d = BP{, donde S — ¢ < d < a, se tiene que:
P{ = (d,0) (6.4)

De acuerdo con la figura 6.2. y las coordenadas para el vértice A (seccién 2.2.1.), al
hacer m = E,P| = AQ (teorema 15, seccién 5.2.2.), r = mcosf y t = msenb, se tiene

que Q) = (ccosd—r, csenf—t), donde ccosd —r = (c—m)cosh y csenf—t = (c—m)senb.

Figura 6.2. Escintor en dngulo B, P{Q}

mo A
Q' . g |
C

Ec 4

e Lo e
Bo .......................... E a ....... m. . 4_ P'1 r

d
a

Fuente: elaboracién propia.
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Asi, al ser m = d — BE,, de donde m = d — (S — ¢) (teorema 16, seccién 5.2.3.), se
tiene que, para S —c < d < a:

Q) = ((S — d)cosb, (S — d)senb) (6.5)
donde, en términos de la longitud de los lados del tridngulo (seccién 2.2.1.):

Py =(d,0)

(6.6)

o) ((5 —d) (5- d)\/A_o>

2ac 2ac

Puede observarse que, cuando d = S — ¢, P| coincide con F, y @} coincide con A.

Adicionalmente, cuando d = a, P| coincide con C'y @)} coincide con FE..

6.1.1.3. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo A, P/Qf,

en términos de la distancia desde P al vértice de referencia B y la

longitud de los lados

Figura 6.3. Escintor en dngulo A, P;'QY

Fuente: elaboracién propia.

Sea el AABC con a = BC, b= AC, c = AB, E, y E, puntos de extangencia sobre AC
y BA, respectivamente. Sea P/Q" escintor en dangulo A del tridngulo, con P} sobre BE,

y Q7 sobre C'Ej (figura 6.3.), donde BE. = CE, = S — a (teorema 16, seccién 5.2.3.).
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Al hacer d = BP/', donde 0 < d < S — a, se tiene que:

P/ = (dcosb, dsenf) (6.7)

Trazando las perpendiculares desde A y QY hasta BC, con T y R pies de las
respectivas perpendiculares; se obtiene AATC ~ AQ7RC (criterio A. A., dado que
LTCA = ZRCQ] por ser angulo comun y ZATC = ZQ|RC por ser dngulos rectos
por construccion), con lo cual ZOAT = ZCQ{R por ser angulos correspondientes
de triangulos semejantes. Asi al hacer f = LZCOAT = ZCQ'R, d = E,Q] = BP/
(teorema 15, seccién 5.2.2.), m = CQY, r = RC = msenfS y t = RQ] = mcosf, se

tiene que las coordenadas de QY estdan dadas por Q7 = (a — 7, 1).

— 0 0
Como AT = csenfl y BT = ccosf), entonces senf = w y cosf = cszn , con lo
— 0 0
cual r = mM yt= mZ Luego, de acuerdo con la figura 6.3. m = CE,—d,

b b
de donde m = S —a —d (teorema 16, seccién 5.2.3.), por lo tanto, para 0 < d < S — a:

" a(S—c+d)+c(S—a—d)cosd c(S—a—d)send
1 = ’ b (68)
donde, en términos de la longitud de los lados del tridngulo (seccién 2.2.1.):
NN
! 2ac’ 2ac
y (6.9)
g (20°(S—c+d)+(S—a—d)Q (S—a—d)A
t 2ab ’ 2ab
Puede observarse que, cuando d = 0, P} coincide con B y QY coincide con Ej.

Adicionalmente, cuando d = S — a, P/ coincide con E, y @} coincide con C.
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6.1.2. Coordenadas de los puntos extremos de los escintores de un triangulo
en términos de la distancia desde uno de ellos a un vértice de

referencia y las coordenadas cartesianas de los vértices

Para el desarrollo de las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de los escintores
se tomaran como base las férmulas para los elementos de un triangulo en términos de

las coordenadas cartesianas de los vértices dadas en la seccién 2.3.1.

6.1.2.1. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo C, P,(Q),
en términos de la distancia desde P; al vértice de referencia B y las

coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano (seccién 2.3.1.) con E, y FEj puntos de
extangencia sobre BC' y AC, respectivamente, P;Q; un escintor del tridngulo, con
P, sobre BE, y @, sobre AE, (corolario teorema 15, seccién 5.2.2.), y T el pie de la
perpendicular trazada desde @ hasta BC' (figura 6.4.).

Figura 6.4. Escintor en angulo C', P;@1, en un sistema cartesiano

Alx Y,

Fuente: elaboracién propia.

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO | 137



CAPITULO 6. COORDENADAS DE LOS PUNTOS EXTREMOS DE LOS ESCINTORES DE UN TRIANGULO

Las coordenadas de P; estan dadas por P, = (z, + (BPy)cosp, y, + (BPy)sengp), con lo

cual, al hacer d = BP;, para 0 <d < S —¢:
Py = (xp + dcosy, yp + dseny) (6.10)

Como las coordenadas de () respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccién 2.1.) corresponden a @)1 = (BT, (Q1T), entonces, de la ecuacién 6.2 (seccién
a(S—c—d)+c(S —a+d)cosh
y
b

, con lo cual, de acuerdo con la figura 6.4., las coordenadas de

6.1.1.1.), se tiene que, para 0 < d < S —¢, BT =

c(S —a+ d)senb
qr="-0rd

()1 estdn dadas por Q1 = (xp +m —n,yp + 2z + 1).

Al ser t = (@QT)cosp, z = (BT)senp, m = (BT)cosp y n = (QiT)seny,
(S —a+d)cos(0+ ) + a(S — ¢ — d)cosp

se tiene que m — n = b y 2+t =
c(S —a+d)sen(d + ) + a(S — c — d)seny
2 .
Ast:
c(S—a+d)cos(0 + ¢)+ a(S — ¢ — d)cos
S R
(6.11)
c(S—a+d)sen(0+ @)+ a(S —c— d)sengp) '
Yp + b

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices del tridngulo

(seccién 2.3.1.), para 0 < d < S — ¢

P = ((“—d)xﬁdwc (a—d)yb+dyc>
1 — )
a a

y (6.12)

(S —a+d)x,+ (S —c—d)z. (S—a+d)y,+(S—c—dy.
Ql_( b ’ b )
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6.1.2.2. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo B, P/Q),
en términos de la distancia desde P| al vértice de referencia B y las

coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano (seccién 2.3.1.) con E. y E, puntos de
extangencia sobre AB y BC, respectivamente, P/Q, un escintor del triangulo, con
P sobre CE, y Q) sobre AE, (corolario teorema 16, secciéon 5.2.2.), y T el pie de la
perpendicular trazada desde @ hasta BC' (figura 6.5.).

Figura 6.5. Escintor en dngulo B, P{Q)}, en un sistema cartesiano

Fuente: elaboracién propia.

Las coordenadas de P| estan dadas por P| = (z, + (BP])cosp, y, + (BP])senyp), con lo

cual, al hacer d = BP|, para S —c¢ < d < a:

P| = (xp + dcosp, y, + dsenyp) (6.13)

Como las coordenadas de @) respecto del vértice B y la recta de referencia

BC (seccion 2.1.) corresponden a @} = (BT,Q)T), entonces, de la ecuaciéon 6.5
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(seccion 6.1.1.2.), se tiene que, para S —c¢ < d < a, BT = (S — d)cosf y
QT = (S — d)senf, con lo cual, de acuerdo con la figura 6.5., las coordenadas de Q)

estan dadas por Q) = (x, +m —n,yp + 2 + t).

Al ser t = (Q\T)cosp, z = (BT)senp, m = (BT )cosp y n = (Q,T)seny, se tiene que
m—mn=(S—d)cos(0+¢)y z+t=(5—d)sen(0+ ).

Ast:
Q) = (zp+ (S —d)cos(0 + ), yp + (S — d)sen(0 + ¢)) (6.14)

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices del tridngulo

(seccién 2.3.1.), para S —c < d < a:

Y

P ((a —d)xp +dr. (a—d)yp + dyc)
/ —
a a

(] (6.15)
O - ((S —d)x,+ (c+d—S)xy, (S—d)ys+ (c+d— S)yb>

)
C c

6.1.2.3. Coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo A, P/Q7,
en términos de la distancia desde P;' al vértice de referencia B y las

coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano (seccién 2.3.1.) con E. y FEj puntos de
extangencia sobre AB y AC, respectivamente, W un escintor del tridngulo, con
P! sobre BE, y QY sobre C'Ej (corolario teorema 15, seccién 5.2.2.), y Ty, T pies de
las perpendicular trazadas desde P/ y QY hasta BC (figura 6.6.).

Como las coordenadas de P respecto del vértice B y la recta de referencia
BC (seccion 2.1.) corresponden a P = (BTy, P/'Ti), entonces, de la ecuacién 6.7
(secciomn 6.1.1.3.), se tiene que, para 0 < d < S —a, BT} = dcosf y P/'T) = dsend,
con lo cual, de acuerdo con la figura 6.6., las coordenadas de P/ estan dadas por

Pl = (zp+71—8,yp + k+w).
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Figura 6.6. Escintor en angulo A, P/’QY, en un sistema cartesiano

b

Alx,Y,)

Fuente: elaboracién propia.

Al ser w = (P/'Ty)cosp, k = (BTy)senp, r = (BTy)cosp v s = (P{'T})seny, se tiene
que r —s =dcos(0+ ¢) y k+ w = dsen(0 + ¢). Asi,

Py = (x4 dcos(0 + ¢), yp + dsen(0 + ¢)) (6.16)

Como las coordenadas de @] respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccién 2.1.) corresponden a @Qf = (BT3, Q{T,), entonces, de la ecuacién 6.8 (seccién
a(S—c+d)+c(S —a—d)cosh
y
b

, con lo cual, de acuerdo con la figura 6.6., las coordenadas

6.1.1.3.), para 0 < d < S — a, se tiene que BT, =
T, — c(S—a b— d)senf
de @Y estan dadas por Q7 = (xp, +m — n,yp + 2 + t).

Al ser t = (QTy)cosp, z = (BTy)senp, m = (Bly)cosp vy n = (QTy)senyp,
a(S —c+d)cosp + (S — a — d)cos(0 + ¢)
b

se tiene que m — n =
a(S —c+d)seny + c(S — a — d)sen(0 + @)
5 .

y z+1t =
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Asi,
v a(S —c+d)cosp + (S —a—d)cos(0 + )
Ql - (xb + b ) (6 17)
N a(S —c+d)seng + (S —a — d)sen(f + ¢) '
Yo b

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices del triangulo

(seccién 2.3.1.), para 0 < d < S — a:

P// - dxa + (C B d)mb dya + (C B d)yb
1 — c 9 c
y (6.18)
" (S—a—d)z,+(S—c+dz. (S—a—d)y,+ (S —c+d)y.
Ql = b ) b

6.2. Coordenadas de los puntos extremos de los vescintores de un triangulo

Un vescintor (segmento de Nagel) tiene por
coordenadas de sus puntos extremos a las Figura 6.7. Vescintores de un triangulo
correspondientes de un vértice y las del punto
de extangencia sobre el lado opuesto al vértice

(figura 6.7.).

Asi, para la obtencion de las coordenadas de los

puntos extremos de los vescintores respecto del B E, [o;
vértice By larecta de referencia % (seccion 2.1.),
de acuerdo con las férmulas para las coordenadas Fuente: elaboracién propia.
de los escintores del AABC (secciones 6.1.1.1.,

6.1.1.2. y 6.1.1.3.), se tendré en cuenta que:
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E,, punto de extangencia sobre BC, se obtendra para d = S — ¢, tomado sobre BC'.
E,, punto de extangencia sobre AC, se obtendrs para d = 0, tomado sobre BC'.

E., punto de extangencia sobre BA, se obtendra para d = a, tomado sobre BC'.

6.2.1. Coordenadas de los puntos extremos de los vescintores de un

triangulo en términos de la longitud de los lados

6.2.1.1. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor BE, en términos

de la longitud de los lados

De acuerdo con las féormulas para la obtencién de las coordenadas de los puntos extremos
del escintor del AABC, P14, con P, sobre BE, y ()1 sobre AE, (ecuaciones 6.1y 6.2,
seccién 6.1.1.1.), se tiene que, para d = 0, P; coincide con B y () coincide con Ej,

(figura 6.1.), con lo cual:

B = (0,0)

y (6.19)
a(S —c¢) +¢(S —a)cosh c(S — a)senb
b= < b ’ b )

donde, en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

B = (0,0)

y (6.20)
B, — (2(12(5 —c)+ (S —a)2 (S — a)\/A_())

2ab ’ 2ab
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6.2.1.2. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor C'E, en términos

de la longitud de los lados

De acuerdo con las féormulas para la obtencién de las coordenadas de los puntos extremos
del escintor del AABC, P/Q, con P| sobre CE, y @ sobre AE, (ecuaciones 6.4y 6.5,
seccién 6.1.1.2.), se tiene que, para d = a, P| coincide con C' y @)} coincide con E,

(figura 6.1.), con lo cual:

C = (a,0)
y (6.21)

E. = ((S —a)cosb, (S — a)send)
donde, en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

C = (a,0)

y (6.22)
- (15508 (5= )

2ac ' 2ac

6.2.1.3. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor AE, en términos

de la longitud de los lados

De acuerdo con las féormulas para la obtencién de las coordenadas de los puntos extremos
del escintor del AABC, P14, con P; sobre BE, y ()1 sobre AE, (ecuaciones 6.1y 6.2,
seccién 6.1.1.1.), se tiene que, para d = S — ¢ (teorema 16, seccién 5.2.3.), P; coincide

con E, y (1 coincide con A (figura 6.1.), por lo tanto:
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A = (ccosb, csenb)

y (6.23)
E,=(S—-¢0)

donde, en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

4= (5w)
(6.24)

Ea:(S—C,O)

6.2.2. Coordenadas de los puntos extremos de los vescintores en términos

de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Para el desarrollo de las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de los

vescintores se tomaran como base las férmulas obtenidas en la seccién 6.1.2.

6.2.2.1. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor BE, en términos

de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

De acuerdo con las férmulas para la obtencion de las coordenadas cartesianas de los
puntos extremos del escintor P;); del AABC (ecuacién 6.12 seccién 6.1.2.1.) se tiene

que, para d = 0, P; coincide con el vértice B y )y coincide con Ej (figura 6.1.). Asi,

B = (Ib,yb)

4 (6.25)
B, — <(S —a)ze + (S —0c)ze (S—a)y, + (S — c)yc>

b ’ b
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6.2.2.2. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor C'E, en términos

de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

De acuerdo con las férmulas para la obtencion de las coordenadas cartesianas de los
puntos extremos del escintor Pj@Q} del AABC' (ecuacién 6.15 seccién 6.1.2.2.) se tiene

que, para d = a, P] coincide con el vértice C'y ()] coincide con E, (figura 6.5.). Luego:

C = (ze,ye)

y (6.26)
B — ((S —a)r, + (S =b)xy (S—a)y, + (S — b)yb)

’
c Cc

6.2.2.3. Coordenadas de los puntos extremos del vescintor AF, en términos

de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

De acuerdo con las férmulas para la obtencion de las coordenadas cartesianas de los
puntos extremos del escintor P1@); del AABC' (ecuacién 6.12 seccién 6.1.2.1.) se tiene

que, para d = S — ¢, (1 coincide con el vértice A y P; coincide con E, (ver figura 6.4.).

Por lo tanto:

A= (24,Ya)

Y (6.27)

B - ((S — D)z + (S —c)xe (S=b)yp+ (S — c)yc>

)
a a

En la figura 6.8. pueden verse conjuntamente los vescintores AF,, BE, y CE..
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Figura 6.8. Vescintores de un tridangulo en un sistema cartesiano

Alx,Y,)
E;
Ec Ng
E,
B(x,,¥p)

Fuente: elaboracién propia.

6.3. Coordenadas de los puntos extremos de los mescintores de un triangulo

Un mescintor (segmento de Spieker) tiene por coordenadas de sus puntos extremos a
las correspondientes del punto medio M de un lado de un tridngulo y las del punto K
sobre un lado adyacente, resultante de la interseccion de este con la recta que une a M

con el punto de Spieker S, (figura 6.9.).

Figura 6.9. Mescintores de un triangulo

A A

Kla

Fuente: elaboracién propia.
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Asi, al ser M, My y M3 puntos medios de AC, AB y BC, respectivamente, para la
determinacién de las coordenadas de los puntos extremos de los mescintores se hace

necesario considerar las siguientes posibilidades:

Mescintor en angulo C', MK o M3K}, donde, K| = % N ?%Sp y K = j@ N MgSp.

Mescintor en angulo B, MK} o M;3K}, donde, K)), = % N MQSP y Kf = z@ N f%sp.

Mescintor en dangulo A, MKy o MK/, donde, K} = 1@ N f@lsp y KY = fﬁﬂ EQQSP.

6.3.1. Coordenadas de los puntos extremos de los mescintores en términos

de la longitud de los lados

Para la determinacién de las coordenadas de los puntos extremos de los mescintores
en términos la longitud de los lados se hard uso de las férmulas para los elementos
de un tridngulo dadas en la seccién 2.2.1. y las coordenadas para S, (ecuacién 4.4,

seccién 4.6.1.), ademads de las férmulas para los puntos medios de los lados del tridngulo:

M, = a+ ccos@7 csenb M, = 00059, csent M, = (g 0>
2 2 2 2

a) b) c)

Asi,

senb
1+ cos

» para M;S, su pendiente es Mg = 7 y por lo tanto su ecuacion es
(2z — a + c)send

2(1 + cosb)

y:

csend

= para M>S), su pendiente es mg;o =
P
(22 — a — b)csenb
2(cost —a — b)

y por lo tanto su ecuacién es
ccos —a —b

y:
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, (b+ c)send .,
» para M35, su pendiente es mirs = (b + )cosh y por lo tanto su ecuacion
P c)costl — a
(b+ c)send a
esy = r— =)
Y (b—l—c)cos@—a( 2)

6.3.1.1. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C,

M K{ o M3K!, en términos de la longitud de los lados

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C, M; K7,

en términos de la longitud de los lados

Como BC N E%Sp = {K]} (figura 6.10.), donde K| = (x,0), al igualar las ecuaciones
./ W < . a—
de BC (seccién 2.2.1.) y M;S, (seccién 6.3.1.), se obtiene z =

c
, con lo cual:

K| = (“ S ‘. 0) (6.29)

Figura 6.10. Mescintor en dngulo C, M; K}

A

B K, c
a

Fuente: elaboracion propia.

Luego, de acuerdo con la figura 6.10. y las coordenadas para K, el mescintor M; K]

L a—c
existirda cuando

> 0, es decir, si a > ¢, por lo tanto, se tiene que en términos de

la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
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4a  4da

2
Mlz (2@ +Q \/ZQ)

(6.30)

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C, M;KY,

en términos de la longitud de los lados

Como AC N ?%Sp = {K{} (figura 6.11.), donde K} = (x,y), al igualar las ecuaciones

b— b 0
de j@ (seccion 2.2.1.) y MgSp (seccitén 6.3.1.), se obtiene z = a(b — ¢) + c(b+ c)cos

) 4 2b ’
c(b+ c)sen Ash
20

con lo cual, al reemplazar en la ecuacion de AE%, Yy =

(6.31)

K a(b—c) +c(b+ c)cosh c(b+ c)send
S 2b ’ 2b

Figura 6.11. Mescintor en angulo C, M3KY

A

Fuente: elaboracién propia.
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Luego, de acuerdo con la figura 6.11. y las coordenadas para K, el mescintor M3KY

existirda cuando W < csenf, es decir, si b > ¢, por lo tanto, se tiene que en
términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
a
M= (5.0)
Y (6.32)
Ky~ <2a2(b —9)+ b+ b+ c)\/Zo>
4dab 4ab

6.3.1.2. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A,

M K7 o MK, en términos de la longitud de los lados

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A, M; K7,

en términos de la longitud de los lados

Como j@ N MlSp = {K{} (figura 6.12.), donde K| = (x,y), al igualar las ecuaciones

— 0
de 4B (seccién 2.2.1.) y MISp (seccién 6.3.1.), se obtiene z = %, con lo cual,
— 0
al reemplazar en la ecuacion de fﬁ, Yy = % y, por lo tanto:
c—a)cos (c—a)send

K| = <( 2) , ( 2) ) (6.33)

Luego, de acuerdo con la figura 6.12. y las coordenadas para K7, el mescintor M;KY
L (c — a)senb . . L

existird cuando — > 0, es decir, si ¢ > a, por lo tanto, se tiene que en términos

de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
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Figura 6.12. Mescintor en angulo A, M; K

A

Fuente: elaboracién propia.

Ml _ (2&2 +Q \/A())

4a  4a
y (6.34)
K// o (C_ CL)Q (C_ a)VAO
te dac ' dac

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A, MK/,

en términos de la longitud de los lados

Como AC N MQSP = {K/} (figura 6.13.), donde K/ = (z,y), al igualar las ecuaciones

de AC (seccion 2.2.1.) y MQSP (seccién 6.3.1.), se obtiene x = ala+b) +20l§b — a)cos@)

c(b— a)senﬁ‘ Asi

con lo cual, al reemplazar en la ecuacién de fﬁ , Y = 5 ,

K — <a(a +b) + ¢(b—a)cost (b — a)sen0> (6.35)

2b ’ 2b

Luego, de acuerdo con la figura 6.13. y las coordenadas para K, el mescintor MyKJY
c(b—a)send
2b

términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

existira cuando > 0, es decir, si b > a, por lo tanto, se tiene que en
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Figura 6.13. Mescintor en dngulo A, MK

Fuente: elaboracién propia.

- (25)

4a’ 4a
y (6.36)

" _ 2a2(a+b)+(b—a)Q (b_a)\/A_O
Ky = ( 4ab ’ 4ab )

6.3.1.3. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo B,

MK! o M3K!, en términos de la longitud de los lados

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo B, MK,

en términos de la longitud de los lados

Como BC N E%Sp = {K}} (figura 6.14.), donde K} = (x,0), al igualar las ecuaciones

W b
de BC (seccién 2.2.1.) y MsS, (seccion 6.3.1.), se obtiene z = %, donde:

K, = (a ; b,o) (6.37)
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Figura 6.14. Mescintor en angulo B, MK}

Fuente: elaboracién propia.

Asi, de acuerdo con la figura 6.14. y las coordenadas para K}, el mescintor MK}

existira cuando

< a, es decir, si a > b, por lo tanto, se tiene que en términos de

la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):

- (2 5)

4a’ 4a
Y (6.38)

+b
K = (229
2 < 2 ) >

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo B, M;Kj,

en términos de la longitud de los lados

Como AB N M;;Sp = {K!} (figura 6.15.), donde K} = (x,y), al igualar las ecuaciones

A b 0

de f@ (seccién 2.2.1.) y M3S, (seccién 6.3.1.), se obtiene z = %, con lo cual,
b 0

al reemplazar en la ecuacién de ZE TES %. Asi,

K = <(b +c)cost (b+ c)sen0>

3
oot B (639)

Luego, de acuerdo con la figura 6.15. y las coordenadas para K7, el mescintor M3;K}

(b+ c)send

existird cuando < csenf, es decir, si ¢ > b, por lo tanto, se tiene que en

términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.):
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Figura 6.15. Mescintor en angulo B, M3K}

A

= (30
Yy (6.40)
) (b+c)Q (b+c)VAy
s = ( 4ac 4ac )

6.3.2. Coordenadas de los puntos extremos de los mescintores en términos

de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Para la determinacion de las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de los
mescintores se hara uso de las formulas para los elementos de un tridngulo dadas en la

seccion 2.3.1., ademas de las férmulas para los puntos medios de los lados del triangulo:

2 2 2 2
a) b) c)

M1:<I'a+xc7ya+yc> M2:(xb+xa7yb+ya> M3:<xb+xc yb+yc>

(6.41)
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6.3.2.1. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C,

M,K{ o M3KY, en términos de las coordenadas cartesianas de los

vértices de un triangulo

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C, M; K1,
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con M; punto medio de AC'y {K}} = %ﬂj% Sp
(figura 6.16.)

Figura 6.16. Mescintor en dngulo C, M7 K], en un sistema cartesiano

A(x,.V,)

Cxe:¥e)

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas de K7 respecto del vértice B y la recta de referencia %
(seccién 2.1.) corresponden a K] = (BK7,0), entonces, de la ecuacién 6.29 (seccién
6.3.1.1.), se tiene que, para a > ¢, BK| = %, con lo cual, de acuerdo con la figura
6.16., las coordenadas de K| estan dadas por K| = (z, + (BK{)cosp, yp + (BK/)sengp).
Asi, K = (xb+a—c a—c

cosp, Yp +
términos de las coordenadas de los vértices de un triangulo (seccién 2.3.1.):

seny |. Luego, para a > c, se tiene que en
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M, = xa+xc’ya+yc
2 2

y (6.42)
K- ((a +o)xy + (a— )z, (a+c)yp+ (a— c)yc>

2a ’ 2a

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo C, M;KY,
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con Mz punto medio de BC y {Kj} =
jﬁ N j@gSp y T pie de la perpendicular trazada desde K3 hasta BC (figura 6.17.).

Como las coordenadas de K respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccion 2.1.) corresponden a K = (BT, K{T), entonces, de la ecuacién 6.31 (seccién

a(b—c¢) + c(b+ c)cost v KIT — c(b+ c)sen97
2b 2b

con lo cual, de acuerdo con la figura 6.17., las coordenadas cartesianas de K3 estan dadas

6.3.1.1.), se tiene que, para b > ¢, BT =

por K = (zp +m —n,yp + 2 + ).

Figura 6.17. Mescintor en dngulo C, M3KY, en un sistema cartesiano

ﬁ(xa,ya) K

|t
Clx.y,) |

3 'z

'

Fuente: elaboracién propia.
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Al ser m = (BT )cosp, n = (K{T)senp, z = (BT)seng y t = (K§T)cosyp, se tiene que,

o — a(b — c)cosp + c(b+ c)cos(0 + ) vt = a(b — c)seny + c(b+ c)sen(f + ) |
2b 2b
Asi,
Kl = (l'b N a(b— c)cosp + cz(bb + ¢)cos(0 + g0)7
a(b — ¢)senp + c(b+ c)sen(d + )
Yo+ 2% :

Luego, para b > ¢, se tiene que en términos de las coordenadas de los vértices de un
tridngulo (seccion 2.3.1.):
M3: xb"i_xc’yb"i_yc
2 2
(Y (6.43)

K;/))/ _ <(b + C)xa;) (b B C)xc’ (b + C)ya;)(b B C)yc)

6.3.2.2. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A,

M,K{ o M;K/, en términos de las coordenadas cartesianas de los

vértices de un triangulo

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A, M; K7,
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con M; punto medio de AC'y {K{'} = ABN ?ﬁlsp
y T pie de la perpendicular trazada desde K! hasta BC (figura 6.18.).
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Figura 6.18. Mescintor en angulo A, M; K7, en un sistema cartesiano

AX,Y,)

Cix,y,) it
"‘"""""""""..‘Z_"_I‘_I_‘Zlﬁ‘fjl_'lf'_f‘__‘ijlf'_f

Fuente: elaboracién propia.

Como las coordenadas de K/ respecto del vértice B y la recta de referencia BC

(seccién 2.1.) corresponden a K{ = (BT, K{T), entonces, de la ecuacién 6.33 (seccién
(¢ — a)cost v KT — (c— GL)sené7
2 2
cual, de acuerdo con la figura 6.18., las coordenadas cartesianas de K/ estan dadas por

6.3.1.2.), se tiene que, para ¢ > a, BT = con lo

K/ = (xp+m—n,y+2+1).

Al ser t = (K{T)cosp, z = (BT)senyp, m = (BT)cosp y n = (K{T)senyp, se tiene que

C_acos(«9+90)yz+tzc_a

m-—n = sen(0 + ¢). Ast:

c—a c—a
cos(6 + ©), yp +

K = (Ib + sen(f + 30))

Luego, para ¢ > a, se tiene que en términos de las coordenadas de los vértices de un

tridngulo (seccion 2.3.1.):

y (6.44)

K{, _ ((C B a)xa;; (C + a)l‘b7 (C — a)ya;f; (C + a)yb>
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[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo A, MK/,
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con M, punto medio de ABy { K3} = 10N mgSp
y T pie de la perpendicular trazada desde K} hasta BC (figura 6.19.).

Como las coordenadas de KJ respecto del vértice B y la recta de referencia

BC (seccion 2.1.) corresponden a K = (BT, KjT), entonces, de la ecuacién 6.35
a(a+b) + c¢(b— a)cost
2b

, con lo cual, de acuerdo con la figura 6.19., las coordenadas

(seccién 6.3.1.2.), se tiene que, para b > a, BT =
KIT — c(b—a)send
2b

cartesianas de K/ estdn dadas por K} = (zp + m —n,yp, + 2 + 1).

Figura 6.19. Mescintor en dngulo A, MK}, en un sistema cartesiano

AZ(xa,ya)

Fuente: elaboracién propia.

Al ser m = (BT)cosp, n = (KiT)senp, t = (K{T)cosp y =z = (BT)senyp,
a(a + b)cosp + (b — a)cos(0 + ¢)

se tiene que m — n = % y z + 1t =
a(a + b)seny + c(b — a)sen(d + )
2b ‘
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Ast:
a(a+ b)cosp + c(b — a)cos(0 + )
Ky = ($b+' 5% :
a(a + b)seny + c(b — a)sen(d + ¢)
Yp + %

Luego, para b > a, se tiene que en términos de las coordenadas de los vértices de un

tridngulo (seccion 2.3.1.):

Ty + Tq yb+ya
M, =
= ()

y (6.45)

s [ (b—a)va+ (a+Db)x. (b—a)y,+ (a+0b)y.
Ky = < 2b ’ 2b >

6.3.2.3. Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo B,

MK o M3;K}, en términos de las coordenadas cartesianas de los

vértices de un triangulo

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en dngulo B, MK},
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con M, punto medio de AB y {K}} = BN mgSp
(figura 6.20.).

Como las coordenadas de K) respecto del vértice B y la recta de referencia

BC (seccion 2.1.) corresponden a K} = (BK},0), entonces, de la ecuacion 6.38 (seccién

b
6.3.1.3.), se tiene que, para a > b, BK}, = %, con lo cual, de acuerdo con la figura

6.20., las coordenadas de K estan dadas por K) = (z, + (BK})cosp, yp + (BK})sengp).
. a+b a+b
Asi, K = (ap + cosp, Yy + 7

términos de las coordenadas de los vértices de un triangulo (seccién 2.3.1.):

sengo)). Luego, para a > b, se tiene que en
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Figura 6.20. Mescintor en dngulo B, MK, en un sistema cartesiano

Alx,Y,)

Fuente: elaboracién propia.

M2: xb+xa7yb+ya
2 2

y (6.46)

K = <(a - b)xb;(a Oz fa- b)yb;a(a + b)yc)

[ Coordenadas de los puntos extremos del mescintor en angulo B, M;Kj,
en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un

triangulo

Sea el AABC en un sistema cartesiano con Ms punto medio de BC'y { K4} = BN M;J,Sp
y T pie de la perpendicular trazada desde K} hasta BC (figura 6.21.).

Como las coordenadas de K respecto del vértice B y la recta de referencia

% (seccion 2.1.) corresponden a K = (BT, KjT), entonces, de la ecuacién 6.39
(b—i—cQ)cosﬁ v KIT = (b+02)sen0’
con lo cual, de acuerdo con la figura 6.21., las coordenadas de Kj estan dadas

(seccion 6.3.1.3.), se tiene que, para ¢ > b, BT =

Kl =(zp+m—n,yp+ 2z +1).
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Figura 6.21. Mescintor en dngulo B, M3KY’, en un sistema cartesiano

ALY,

Fuente: elaboracién propia.

Al ser m = (BT)cosp, n = (KiT)senp, z = (BT)senp y t = (KiT)cosyp,

b b
se tiene que, m — n = ;ccos(ﬁ + o)y z+t = ;Csen(ﬁ + ). Asi,

+c b+c
cos(0 4 ), yp +

b
Ké = (xb—i—

en términos de las coordenadas de los vértices de un triangulo (seccién 2.3.1.),

M3 _ (xb_’_xc yb+yc>

sen(0 + cp)) Luego, para ¢ > b, se tiene que

2 72
y (6.47)
Kl = <(c +0)x, +(c=b)ay (c+b)ya+(c— b)yb)

2c ’ 2c

En la figura 6.22. pueden verse los mescintores conjuntos, de acuerdo con las condiciones

de existencia establecidas en las secciones 6.3.1.1., 6.3.1.2. y 6.3.1.3.
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Figura 6.22. Mescintores de un triangulo en un sistema cartesiano

A(X,Y,) A(x,.Y,)

B(Xy.Yy)

Fuente: elaboracién propia.

En las tablas 6.1. a 6.6. puede verse el resumen de las férmulas que se desarrollaron en

el capitulo.
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Tabla 6.1. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los escintores
de un tridngulo en términos de la distancia desde uno de ellos a un vértice de referencia y
la longitud de los lados

Escintor del Coordenadas de los puntos extremos en términos de la distancia desde
tridngulo uno de ellos a un vértice de referencia y la longitud de los lados
En angulo C Py =(d,0)
- (S—a+d)Q+2d%(S—c—d) (S—a+d)VAg
P1Q Q1= )
2ab 2ab

d = BP,, con P, sobre BC, donde, 0 <d < 8 —¢

En angulo B P = (d,0)
BT , (S =d) (S—d)vVAg
Fieh @ = ( 2ac 2ac
d = BP}, con P| sobre BC, donde, S —c<d<a
P A2 dyvAg
En angulo A 2ac’ 2ac

206 _ . g L
PO Q,I,Z(Za (S—c+d)+(S—a—-d)Q (S—a d)\/TO)

2ab ’ 2ab

d = BP/', con P} sobre AB, donde, 0 <d < S —a

AABC, con B = (0,0), C = (a,0) y A= (23 V2A0>7 donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a a

S=(a+b+c)/2;Q=a%+c®—b% Ay =4ac? - O?

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6.2. Formulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los escintores
de un tridngulo en términos de la distancia desde uno de ellos a un vértice de referencia y
las coordenadas cartesianas de los vértices

Coordenadas de los puntos extremos en términos de la distancia desde
uno de ellos a un vértice de referencia y las coordenadas cartesianas de
los vértices

Escintor del
triangulo

((a —d)zy +dz. (a—d)y, + dyc>
P =

En angulo C a ’ a

Py Q1= <(Sia+d)xa+(5767d)xc.(Sfaer)yaJr(Sfcfd)yc)

b ’ b
d = BP;, con P, sobre BC, donde, 0 <d < S —c

, ((a —d)zp +dx. (a—d)yp + dyc>
P =

)

En angulo B a a

PIOT Q,lz<(Sfd):va+(c+d75’)mb7(Sfd)ya+(c+d75)yb>

c c
d = BP], con P| sobre BC, donde, S —c<d<a

pr_ <d:ca + (c—d)xp dya + (c— d)yb)
=

)

En angulo A c c

1= b ' b

T " <(S*a*d)$a+(57(ﬁ+d)l'c (S*a*d)ya+(576+d)yc>

d= BP}, con P} sobre AB, donde, 0 <d<S—a

AABC, con A = (24,Ya), B = (xp, ) y C = (2¢,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,

a=/(tc—26)%+ We —y0)% b= V(e — 2a)> + We — ¥a)% ¢ = /(@a — 7)% + (Ya — 1b)?

S=(a+b+c)/2

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6.3. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los
vescintores de un triangulo en términos de la longitud de los lados

Vescintor del Coordenadas de los puntos extremos en términos de la longitud
triangulo de los lados
AE, A= <Q, LA“)
2a° 2a
E,=(S—¢0)
BE, B = (Oa 0)
B — 202(S —¢c)+ (S —a)Q (S —a)vVAg
b= 2ab ' 2ab
CE, C = (a,0)
B — (S—a) (S—a)vAy
c 2ac ' 2ac
AABC, con B = (0,0), C' = (a,0) y A = (23 LQA()) donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a’ 2a
S=(a+b+c)/2;Q=a%+c®—b% Ay =4ac® - O?

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6.4. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los
vescintores de un tridngulo en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices

Vescintor del Coordenadas de los puntos extremos en términos de las coordenadas
triangulo cartesianas de los vértices
AEa A= (.’Ea, ya)
o ((5=0w+(S— e (S—bun+(S— e
° a ’ a
BE;, B = (xv,y»)
B - (S —a)xe+ (S —c)ze (S—a)ys+ (S —c)ye
b b : b
CEC C= (Ic: yc)
B _ (S—a)rg+ (S =bxzp (S—a)ys+ (S =0y
c c k) c
AABC, con A = (24,Y4), B = (xp,yp) y C = (2¢,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a=/(xe = )2+ (e — )% b= \/(xc — 20)? + (e — Ya)% ¢ = /(20 — 26)? + (ya — p)?
S=(a+b+c)/2

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6.5. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los
mescintores de un tridngulo en términos de la longitud de los lados

Mescintor del | Coordenadas de los puntos extremos en términos de la longitud de los
tridngulo lados
]\/[ _ 2(12 +Q \/ZQ
M K] U 4 4a
, a—c
=(=—0):a>
o K3 ( 5 70), a>c
—a)f) (C - a)\/ AO
[ K// — (C a) . >
MK 1 < dac ' dac ) =°
- (£ VAo
MK}, >\’ 4a
,_fa+b . <
o KQ—(72 ,0),a_b
2a? b b—a)2 (b— A
] Ky (2D +0-a0 b-aVE)
MoK/ 4ab 4ab
a
MK}, M, = (5’0)
Q A
K = (b+¢) 7(b+C)\/ O
o 4ac 4ac
K — 2a%(b—c) + (b+c)Q (b+)VAy > e
M;KY 3 4ab " dab T
Q VA
AABC, con B=(0,0),C =(a,0)y A= (2—, 3 0), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a’ 2a
Q=a%+c—-1b% Ay =4d’c? - Q?

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6.6. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de los
mescintores de un triangulo en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices

Mescintor del | Coordenadas de los puntos extremos en términos de las coordenadas
triangulo cartesianas de los vértices
[ Ta +Te Yat Yo
M K] M= ( 2 72 )
a+c)ry+ (a—c)z, (a+c + (a — ¢)y.
) i (lerdn o dn forontodn),
(c—a)za +(cta)ay (c—a)ya+ (c+a)yp
"o .
AflK{/ Kl - < QC ) 20 76204
S _ (Tt T wtya
MK} Mz = ( SR )
(a —b)zp+ (a+b)xe (a—b)yy + (a+b)ye
o K = ( 50 ; 5a ja>0
" (b—a)re + (a+b)ze (b—a)ys+ (a+b)y.
- — c b >
M,K7 = ( 2 ’ 20 b=z
[T +Ze Yp +Ye
WELE! Mo = ( 2 7 2 )
c+blxg+(c—bxy (c+bys,+(c—b
) T L e e
(b + C)xa + (b — C)xc (b + C)ya + (b - C)yc
"o .
MK = ( 2% ’ 2 e
AABC, con A = (24,Ya), B = (w4, yp) y C = (zc,yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a = \/(Ic - xb)Q + (yc - yb)2§ b= \/(Ic - xa)2 + (yc - ya)Q; c= \/(Ia - xb)2 + (ya - yb)2

Fuente: elaboracién propia.
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6.4. Ejemplos capitulo 6
Ejemplo 1

Para el AABC cona=BC,b=ACyc=AB,donde a=7,b=8y c=09, hallar las
coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo A que pasa por el incentro

(escintriz en dngulo A).
Solucion:

Tomando el vértice B como punto de referencia y E(E como recta de referencia (seccién

2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, P = 24, S = 12,

24
Q= 66, /A = 48v/5, B(0,0), C(7,0) y A = <§ —\/3> ~ (4.71,7.67).

7 7

De acuerdo con la tabla 6.1., para los valores dados, las coordenadas de los puntos

N 11d 8/5d
extremos del escintor en angulo A, P/Q, corresponden a P/ = (§,2L1> y
0 — 394 2d 3(5—d)V5
! 7 7 ‘

Por otro lado, de acuerdo con la tabla 2.1., el incentro I, tiene por coordenadas a

I, = (4,V/5) =~ (4,2.24), con lo cual, para que el escintor P/Q" pase por el incentro se
(45 — 17d)V/5
117 — 5d

requiere que su pendiente sea equivalente a la de P{'I,,, donde Mprgr =
1%1

(21 — 8d)V/5
84 —11d

Yy mpnr, =

Asi, al igualar las férmulas para las pendientes se obtiene d? — 6d +9 = 0, cuya solucién

es d = 3, luego, las coordenadas de los puntos extremos del escintor en angulo A, P/'Q

11 45 6v/5
son: P = <7¥> ~ (1.57,2.56) y Q! = <7%_> ~ (6.43,1.92).
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A(4.71,7.67)

7(6.43,1.92)

C(7,0)

a="7

Ejemplo No. 1

Fuente: elaboracién propia.
Ejemplo 2

Para el AABC con a = BC, b= AC yc= AB,donde a =4, b=5yc=17 G

gravicentro, P/'Q/ el escintor en dangulo A, con P/’ sobre AB y Q sobre AC, comprobar
7 I

que cuando P/’ se encuentra a una distancia d = - desde el vértice B, P{'Q)} es paralelo
3

al lado BC' y pasa por el gravicentro G.
Solucién:

Tomando el vértice B como punto de referencia y E(% como recta de referencia (seccién

2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, P = 16, S = 8,

Q =40, VA, = 16V6, B = (0,0), C = (4,0) y A= (5,2V6) =~ (5,4.9).

VA, 16v6
6a  6(4)
21/6 7 dv/Ag

3 ~ 1.63 y, de acuerdo con la tabla 6.1., para d = 3’ la ordenada de P/’ es 5 =
ac

116v6 26 (S—a—dvAy _ (8—4-D16V6 _2V6

) 3 YiadeQres 2ab T 24)(5) 3

De acuerdo con la tabla 2.1., para el gravicentro GG, la ordenada es
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Asi, al ser iguales las ordenadas de P/, Q] v G se comprueba que Pj'Q)} es paralelo al

lado BC' y pasa por el gravicentro G.

_ 7

Para comprobar que P/'Q)/ es un escintor, se considera que al ser d = BP] = 3’
14 -

entonces, P/A = — y como P/'Q7 || BC, al aplicar el teorema de Tales, se obtiene

1 -
cQy = g y Q1A = 30 Asi, PYA+ AQY = P/B + BC + CQY = 8, esto es, P/'QY

dimidia el perimetro del triangulo.

B(0,0) a=4 C(4,0)
Ejemplo No. 2

Fuente: elaboracién propia.
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6.5.

1. Probar que para el AABC cona = BC,b=ACyc= AB, donde S =

Ejercicios capitulo 6

a+b+q
5 :

a) El escintor en dngulo A, cuyo punto extremo sobre AB se encuentra a una

distancia d = % desde el vértice B, es paralelo al lado BC.
b) El escintor en dngulo B, cuyo punto extremo sobre BC' se encuentra a una
distancia d = aafc desde el vértice B, es paralelo al lado AC.
c¢) El escintor en (éngul(; C, cuyo punto extremo sobre BC' se encuentra a una
S—c

distancia d = 2 a4 desde el vértice B, es paralelo al lado AB.

a—+

. Dado el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, donde 3a = b+ ¢, probar que el

escintor en angulo A, cuyo punto extremo sobre AB se encuentra a una distancia

c —
d= 3 desde el vértice B, es paralelo a BC'y pasa por el gravicentro G.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b= AC 'y ¢ = AB, donde a = 3,
b=4y c=25, el escintor en angulo B, que pasa por el gravicentro GG, es paralelo

al lado menor.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b= AC'y ¢ = AB, donde a = 5,
b="Ty c=38, el escintor en angulo A, que pasa por el gravicentro (G, es paralelo

al lado menor.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b= AC'y ¢ = AB, donde a = 8,
b =9y c =10, el escintor en dngulo B, cuyo punto extremo sobre BC se encuentra
a una distancia d = 6 desde el vértice B, es paralelo a AC' y al segmento inscrito

que pasa por el incentro [, y el gravicentro G.

. Probar que para todo AABC cona = BC, b= AC yc= AB,donde P = a+b+c

y ¢ es el lado mayor, el escintor en angulo A, cuyo punto extremo se encuentra
P
a una distancia d = ¢ — 1 desde el vértice B, es perpendicular a la bisectriz del

angulo A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, donde a = 23,
b =25y c = 32, el escintor en angulo A es escintriz del tridngulo y es perpendicular

a la bisectriz del dangulo A.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, donde
b
S—%yQ =a’+c -0 Sia=6c=11yb < 11, el escintor en

angulo B, cuyo punto extremo sobre AB distante d = desde el vértice

L 2ac +
B, es perpendicular a BC'.

Comprobar que para el AABC con a = BC, b= AC'y ¢ = AB, donde a = 8,
b=9y c=11, el escintor en dngulo B, cuyo punto extremo sobre AB distante

d = 5.2 desde el vértice B, es perpendicular a BC'.

Dado el AABC cona = BC, b= AC yc=AB,donde a=7,b=9y c= 12,
hallar las coordenadas de los puntos extremos del escintor en dngulo A que es

paralelo a BC.

Dado el AABC cona = BC,b=ACyc=AB,dondea=7,0=6y c =38,
hallar las coordenadas de los puntos extremos de los escintores para los cuales

uno de ellos se encuentra a una distancia d = 3.5 desde el vértice B.

Dado el AABC con a = BC, b= AC yc= AB,donde a=7,b=12y c =6,
hallar las coordenadas de los puntos extremos del escintor para el cual uno de

ellos se encuentra a una distancia d = 2 + /3 desde el vértice B.

Dado el AABC con a = BC,b=ACyc=AB,dondea =5, b=4yc=06,

hallar las coordenadas de los puntos extremos de los vescintores.

Dado el AABC con a = BC, b= AC yc= AB,donde a =9, b="7y c= 13,

hallar las coordenadas de los puntos extremos de los vescintores.

Dado el AABC cona = BC, b= ACyc= AB,donde a =8, b=5y c= 10,

hallar las coordenadas de los puntos extremos de los mescintores.
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16. Dado el AABC con a = BC, b= AC yc= AB, donde a=4,b=9y c =6,

hallar las coordenadas de los puntos extremos de los mescintores.

17. Dado el AABC, con A = (3,6), B = (1,1) y C = (7,4), hallar las coordenadas
cartesianas de los puntos extremos de los escintores para los cuales uno de ellos

4
se encuentra a una distancia d = — desde el vértice B.

18. Dado el AABC, con A = (0,5), B =(—3,2) y C = (4,1), hallar las coordenadas
cartesianas de los puntos extremos de los escintores para los cuales uno de ellos

. ) ) e
se encuentra a una distancia d = 9 + /5 desde el vértice B.

19. Dadoel AABC,con A = (—4,1), B=(5,3)y C = (—2,5), hallar las coordenadas

cartesianas de los puntos extremos de los vescintores.

20. Dadoel AABC, con A = (—4,5), B=(—2,1) y C = (5, 3), hallar las coordenadas

cartesianas de los puntos extremos de los mescintores.
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CAPITULO 7

Coordenadas de los puntos extremos de las

escintrices de un triangulo

En este capitulo se hace un tratamiento especial de las escintrices de un tridngulo, toda
vez que la cantidad existente de ellas, segin la relaciéon métrica entre las longitudes de
los lados, presenta ciertas particularidades que han sido objeto de estudio por varios

autores, como se referencia al final del capitulo.

Se inicia el capitulo abordando la determinacién de las coordenadas de los puntos
extremos de las escintrices en términos de la longitud de los lados, a partir de lo cual se
hace el analisis de su existencia. Posteriormente, se lleva a cabo la determinacion de las
coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en términos de las coordenadas
cartesianas de los vértices del tridangulo. Al final del capitulo se expone una tabla
resumen de las posibilidades de existencia de las escintrices de un triangulo teniendo

en consideracién la relaciéon métrica entre las longitudes de los lados.



CAPITULO 7. COORDENADAS DE LOS PUNTOS EXTREMOS DE LAS ESCINTRICES DE UN TRIANGULO

7.1. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices de un triangulo

en términos de la longitud de los lados™
Sea el AABC con [, incentro y HD escintriz del tridngulo.

Para la determinacién de las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices se

han de considerar las siguientes posibilidades (figura 7.1.):
Escintriz en dngulo C, ™ H, D+, con H; sobre BC'y D; sobre AC.
Escintriz en éngulo A, HyD,, con Hy sobre AB y D, sobre AC.

Escintriz en dngulo B, H3D5, con Hs sobre BC' y Dj sobre AB.

Figura 7.1. Casos posibles de la existencia de las escintrices de un tridngulo

A
D,
Hy
B C
(a) Escintriz en angulo C (b) Escintriz en dngulo A (¢) Escintriz en dngulo B

Fuente: elaboracién propia.

™ Vardi, 1. (2005, pp. 50-51) presenta una solucién algebraica al problema referente a: «Dibujar una
linea recta que reduce a la mitad el area y el perimetro de un tridngulo», sin hacer referencia a la
manera de obtener las expresiones algebraicas.

7 Ver definicién en seccién 5.1.4.
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7.1.1. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo C,

H, D¢, en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC y ¢ = AB, y E punto de extangencia sobre BC.
Sea H,D; una escintriz en angulo C del tridngulo, con H; sobre BC' y Dy sobre AC,
(figura 7.2.).

Figura 7.2. Escintriz en angulo C', Hy D,

A <
b
i \ b-n
1 ihl R °
oY ®
Im i ﬁ
B H, P, E Py c
n m
Gommmmmmmee @ <
_____________ s

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con el teorema 16 (seccién 5.2.3.) las coordenadas de £ son E = (S — ¢, 0),

luego, al hacer n = H{ E, se tiene que H; = (S — ¢ —n,0).

Al trazar la altura h respecto de BC desde el vértice A del AABC, cuyo pie es Py, v la
altura h; respecto de H,C' desde el vértice Dy del AH,D;C, cuyo pie es P,, se obtiene
ANAPC ~ ADP,C (criterio A. A., dado que LZAP,C = /D;P,C por ser angulos

b h
rectos y ZP,CA = /P,CD; dangulo comin), con lo cual 2 = (1).
A(AABC)

Como H;D; es una escintriz, entonces, A(AD;H,C) = , con lo cual, al

S —b)h h
hacer m = EC' = S — b (teorema 16, seccién 5.2.3.), se tiene que % = az,

2 —b h
esto es, % = (2).
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Asi de (1) y (2) se obtiene 2n? + (P — 4b)n + (b — ¢)b = 0, cuya solucién es

4b — P £+ P? —8ab
4

n = (3), donde P es el perimetro del AABC. Luego, al hacer

A, = P? — 8ab y reemplazar en las coordenadas del punto H;:

4a — P £ VA
H = ( ¢ 1,0) (7.1)
4
csent)
De acuerdo con figura 7.2. al hacer ZBC'A = 3, se cumple que senf3 = , con lo
b— 7
cual para el ADyH;C se obtiene hy = % (4). Asi, al reemplazar (3) en (4)
P+ +/P?—8ab
se obtiene h; = 0 D csend (5).
6
Por otro lado, de la seccién 2.2.1. se tiene que la ecuacién de A es y = %(1’—@)
ccosh — a

(6), asi, como hy es la ordenada y del punto D; sobre ¢ al igualar (5) y (6) se

4ab + (P + v/ P? — 8ab 60—
ab+ 1 Bab)(ccos a), de donde, al hacer A; = P? — 8ab, las

obtiene x =

coordenadas de D; son:

4ab + (P £ /Aq)(ccosd —a) P+ A
D, = m ) m csenb

7.1.2. Anadlisis de existencia de las escintrices en angulo C, H D,

De las ecuaciones para las coordenadas de Hy y Dy (ecuaciones 7.1 y 7.2), se puede
concluir que para la existencia de la escintriz en angulo C', HyD;, se requiere que
A1 > 0, que el menor valor de la abscisa de H; sea mayor o igual a cero, esto es

4a — P — /A
¢ L > 0, v que el mayor valor de la ordenada de D; sea menor o igual a la

4
P+ A

altura del triangulo, es decir, Tcsen@ < csenf. Asi, se obtienen a lo sumo dos

escintrices en angulo C', Hi D, y H{ D], que se encuentran o pasan por el incentro I,

(figura 7.3.).
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Figura 7.3. Escintrices en dngulo C, H{ D} y H{ DY, conjuntas,
conb>c,a>c yc>+vV8b—a—>b

Fuente: elaboracién propia.

La escintriz en angulo C, H{ D/, existira si A; > 0, esto es cuando ¢ > v8ab —a — b, y

si el valor de la ordenada de D] es menor o igual que la altura del tridngulo, es decir,

P+ A
4b
7.2 en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.), se obtiene:

csent) < csend, con lo cual se requiere que b > c¢. Asi, expresando la ecuacion

H{: <4CL—P+\/A170)

4
y (7.3)
o _ (800 + (P+VA)(Q—2a%) (P+VA)VA
e < 8ab ’ 8ab )

La escintriz en angulo C', HY DY, existird si A; > 0, esto es para ¢ > vV8ab—a —b, y
da — P — /A
— >

con lo cual se requiere que a > c. Luego, expresando la ecuacién 7.2 en términos de la

si el valor de la abscisa de H{ es mayor o igual a cero, es decir,

longitud de los lados (seccién 2.2.1.), se obtiene:

" da — P — \/A_l
- (20 )
y (7.4)
Dt - (AP /RN 20 (P = V) /)
t 8ab ’ 8ab
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[ Casos especiales

= Para el caso en que Ay = 0, esto es, ¢ = V8ab—a—b, cona > cy b > ¢
se tiene que H|D| L m y H/Dy L m, asi, H{ D] es coincidente con H{ D/
(figura 7.4.).

» Para el caso en que b = ¢, se tiene que H{D) es coincidente con inA, esto es,

H{ Dy es mediana del tridangulo respecto de BC' = a (figura 7.5.).

» Para el caso en que a = ¢, se tiene que H{ D/ es coincidente con jng, esto es,

H{ D! es mediana del tridngulo respecto de AC' = b (figura 7.6.).

Figura 7.4. Escintriz en dngulo C', H1D; | I,,C

A

B H|1=Hu1 C

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.5. Escintrices en dangulo C, H{D} coincidente con I, A,
donde b = ¢

A=D"1

B H,

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 7.6. Escintriz en dangulo C, H{ D} coincidente con I, B, donde a = ¢

A

B=H", c

Fuente: elaboracién propia.

7.1.3. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo A,

HyDs, en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b = AC, ¢ = AB, y E punto de extangencia sobre AB.
Sea Hy D, una escintriz en angulo A del triangulo, con Hy sobre AB y Dy sobre AC,

(figura 7.7.).

Al hacer m = BHy y n = HE se tiene que m +n = s — a (teorema 16, seccién 5.2.3.),

luego, m =s—a —n (1).

Figura 7.7. Relacion entre las dreas del AABC y del AHsD>A

Fuente: elaboracién propia.
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Al trazar desde el punto D, sobre AC' y desde el vértice C las perpendiculares hy y hs
respecto de AB, cuyos pies son P v P», respectivamente, se obtiene ACP,A ~ ADy,P, A
(criterio A. A., por ser ZA dngulo comin y ZCP,A = /Dy;P; A angulos rectos por

b h
construccién), luego, P h_i (2).
— A(NABC
Como HyDs es una escintriz entonces A(AHyDyA) = %, asi se tiene que
(c—m)hy  chs 2(c—m)  hs
5 = , de donde . = (3).
: : c(b—2n)
A partir de (2) y (3) se tiene que m = 20=n) (4), con lo cual al reemplazar (4) en
—-n
4b— P+ P?2—-8b
(1) se obtiene 2n* + (a + ¢ —3b)n + (b — a)b = 0, donde n = 1 c (5),
con P perimetro del AABC'. Luego, al hacer Ay = P? —8bc y al reemplazar (5) en (1),
4¢ — P+ A
se obtiene m = — 1 2 (6).

Al trazar desde los puntos D, sobre AC y H, sobre AB, las perpendiculares hy y ho
respecto de BC, cuyos pies son P, v Pj, respectivamente, se obtienen los tridngulos
rectangulos ABP;Hy y ACPyDy, donde z = BP3 y hg = P3H; (figura 7.8.), con lo cual

las coordenadas del punto Hy corresponden a Hy = (z, ha).

Figura 7.8. Escintriz en dngulo A, Ho Do

»
.

Fuente: elaboracién propia.
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Como z = mcosf y hy = msenf, al reemplazar la expresiéon para m de (6), en estas dos

ecuaciones, se tiene:

1 s 1 (7.5)

4C—Pj:\/A2 4C—P:i:\/A2
H, = cosb, sent)
Al hacer t = CPy y hy = PyDs, se tiene que Dy = (a — t,hy), donde t = ncosf

yv h1 = nsenf. Ademds, BP; = ccost y PsC' = bcosf. Asi, BC' = BPs + PsC, y
a — ccost

como a = BC, se tiene que a = ccosh 4 bcosf3, de donde cosf3 = — (7), luego, al
4b — P + /A — 0
reemplazar (5) y (7) en la ecuacion para t, se tiene que t = ( 4;)(& ccosf) ,

4ab — (4b — P + /Ay)(a — ccosh)
4b

conlocuala—t=

Como h = csenfl = bsenf entonces senf = <" (8), asi, al reemplazar (5) y (8) en la

(4b — P + \/As)csend

m , de donde:

ecuacion para hq, se tiene que hy =

(7.6)

D (4ab — (40— P £ v/As)(a — ccosh) (4b— P + \/Ag)csen0>
2 — )
4b 4b

7.1.4. Analisis de existencia de las escintrices en angulo A, H,D,

De las ecuaciones para las coordenadas de Hy y Do (ecuaciones 7.5 y 7.6), se puede
concluir que para la existencia de la escintriz en angulo A, H,D,, se requiere que

As > 0, que el menor valor de la ordenada de Hs sea mayor o igual a cero, esto es

(4c — P — \/As)send
4

a cero, es decir,

> 0, y que el menor valor de la ordenada de D, sea mayor o igual

(4b — P — \/Ay)csend
4b
angulo A, H, D} y H) DY, que se encuentran o pasan por el incentro I,, (ver figura 7.9.).

> 0. Asi, se obtienen a lo sumo dos escintrices en

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO [ 185



CAPITULO 7. COORDENADAS DE LOS PUNTOS EXTREMOS DE LAS ESCINTRICES DE UN TRIANGULO

Figura 7.9. Escintrices en dngulo A, H, D) y HY DY, conjuntas

Fuente: elaboracién propia.

La escintriz en angulo A, H) D), existira si Ay > 0, esto es para a > v/8bc—b—c, y si el
valor de la ordenada de D), es mayor o igual a cero, es decir, cuando 4b— P — /Ay > 0,
con lo cual se requiere que b > a. Asi, expresando las ecuaciones 7.5 y 7.6 en términos
de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.) se tiene que las coordenadas de los puntos

extremos de la escintriz H) D), son:

H, — ((4c—P+\/A_2)Q (4C—P+\/A_2)\/A_o>

N Sac ’ Sac

y (7.7)
D (86125 —(4b—P— VA7) (20> — Q) (40— P — \/A_2)\/A_0>

Sab ’ Sab

La escintriz en angulo A, H) D}, existird si Ay > 0, esto es para a > V8bc — b — ¢,
y si el valor de la ordenada de H} es mayor o igual a cero, es decir, cuando
4c — P — AV AQ
4
ecuaciones 7.5 y 7.6 en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.), se tiene que

senf) > 0, con lo cual se requiere que ¢ > a. Luego, al expresar las

las coordenadas de los puntos extremos de la escintriz H) DY}, son:
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Sac ’ 8ac

by (o= VB e =P VIS /)

s <8a25 C(4b— P 1 /B3)(2a% — Q) (4b— P+ VBV
2 S8ab ’ 8ab

[ Casos especiales

= Para el caso en que Ay =0, esto es, a = vV8c—b—c,conb>ayc>a se tiene
que HiD) 1 m y HIDJ 1 m, con lo cual H)D) es coincidente con HY DY
(figura 7.10.).

» Para el caso en que a = b, se tiene que H) D), es coincidente con jn(é, esto es,

H} D) es mediana del tridngulo respecto de AB = ¢ (figura 7.11.).

» Para el caso en que a = c, se tiene que HY DY es coincidente con ing, esto es,

HY DY es mediana del tridngulo respecto de AC' = b (figura 7.12.).

Figura 7.10. Escintriz en angulo A, HoDs | I, A

LA

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 7.11. Escintriz en angulo A, H)} D/ coincidente con I,,C,
donde a =0

B c=D2

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.12. Escintriz en dngulo A, H) DY coincidente con I, B, donde a = ¢

A

— K c
B=H",

Fuente: elaboracién propia.

7.1.5. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo B,

H3Ds3, en términos de la longitud de los lados

Sea el AABC con a = BC, b= AC, ¢ = AB, y E punto de extangencia sobre BC.
Sea H3D; una escintriz en angulo B del tridangulo, con D3 sobre AB y Hj sobre BC,

(figura 7.13.).
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Figura 7.13. Coordenadas del punto Hj de la escintriz en angulo B, H3Ds3

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con el teorema 16 (seccién 5.2.3.) las coordenadas de E son E = (S — ¢, 0),

luego, al hacer n = H3E, se tiene que Hz = (S — ¢+ n,0).

Al trazar la altura h respecto de BC desde el vértice A del AABC cuyo pie es Py y la
altura h; respecto de BH3 desde el vértice D3 del ABD3H3 cuyo pie es Ps, se obtiene
ABAP; ~ ABD3Py (criterio A. A., dado que ZAP,B = /D3P;B por ser angulos

h
rectos y £PyBA = P;BDj por ser angulo comin), con lo cual < - ™ (1).
. A(ANABC
Como H3Dj3 es una escintriz entonces A(ABD3H3) = ¥, con lo cual, al hacer
—m)h h 2(a — h
m = H3C, se tiene que M = a—, esto es, M = — (2). Luego, de (1)
2 4 a hl
ac — 2an

y (2), se obtiene m = (3). Al ser m = S —b—n (4) (teorema 16, seccién

2(c—n)
5.2.3.), de (3) y (4), se obtiene 2n* — (3¢ — a — b)n + (¢* — be) = 0, cuya solucién es

4c — P 4+ v/ P? — 8ac
n =
4

(5), donde P es el perimetro del AABC. Luego, al hacer

Az = P? — 8ac y al reemplazar (5) en las coordenadas del punto Hj, se tiene que:

Hy = (P%\/A_?’,o) (7.9)
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Al hacer z = BP; y t = BP, (figura 7.14.), se tiene que las coordenadas del punto Dj

corresponden a Dy = (z, hy).

Figura 7.14. Coordenadas del punto D3 de la escintriz en angulo B, H3Ds3

Fuente: elaboracién propia.

Como z = (¢ —n)cosl y hy = (¢ — n)senb, al reemplazar la expresién para n de (5) se

P+ /A P+ /A
4

tiene que z = Tcas@ y hy = send. Asi:

(7.10)

P+ Az P+ Az
D5 = 1 cosb, 1 senf)

7.1.6. Analisis de existencia de las escintrices en angulo B, H3D;

De las ecuaciones para las coordenadas de Hz y D3 (ecuaciones 7.9 y 7.10), se puede

concluir que para la existencia de la escintriz en angulo B, H3 D3, se requiere que Az > 0,

P+ VA
que el mayor valor de la abscisa de H3 sea menor o igual que a, esto es % <a,

y que el mayor valor de la ordenada de D3 sea menor o igual a la altura del triangulo,
P+ Vas
4

es decir, senfl < csenfl. Asi, se obtienen a lo sumo dos escintrices en angulo

B, HDY y HY D}, que se encuentran o pasan por el incentro [, (ver figura 7.15.).
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Figura 7.15. Escintrices en dangulo B, H{D% y H} DY, conjuntas

B Hl3 Hll3 C
a

Fuente: elaboracién propia.

La escintriz en angulo B, H}Dj, existird si Az > 0, esto es para b > /8ac —a — c,
y si la ordenada de Dj es menor o igual que la altura del tridngulo, es decir, cuando

P+ Aj
4

senf) < csenf, con lo cual se requiere que ¢ > b. Asi, al expresar la ecuacién
7.10 en términos de la longitud de los lados (seccién 2.2.1.), se tiene que las coordenadas

de los puntos extremos de la escintriz H5D, son:

- (55

4
y (7.11)
, ((P+ VA;)Q (P + \/A_3)\/A_0>
3 Sac ’ Sac

La escintriz en angulo B, HY DY, existird si Ag > 0, esto es para b > v/8ac —a — ¢, y si
P+ v/A;
4

la abscisa de HY es menor o igual que a , es decir, cuando < a, con lo cual

se requiere que a > b.

Luego, al expresar la ecuacién 7.10 en términos de la longitud de los lados (seccion

2.2.1.), se tiene que las coordenadas de los puntos extremos de la escintriz HY D}, son:
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HY — (P + \/A370)

4
Yy (7.12)
"o <(P - \/A_B)Q (P - \/A_B)\/A_O)
5 Sac ’ Sac

[ Casos especiales

= Para el caso en que A3 =0, esto es, b=+/8ac—a—c, cona > by c>bse tiene
que HLD; | nﬁ y H!DY 1 nﬁ, con lo cual, H;D} es coincidente con Hj DY
(figura 7.16.).

» Para el caso en que b = ¢, se tiene que H;D) es coincidente con jnA, esto es,

H D} es mediana del tridngulo respecto de BC' = a (figura 7.17.).

» Para el caso en que a = b, se tiene que H{DY es coincidente con in(é, esto es,

HY DY es mediana del triangulo respecto de AB = ¢ (figura 7.18.).

Figura 7.16. Escintriz en angulo B, Hs3Ds 1 I,,B

B |3 = Hll3 C

Fuente: elaboracién propia.
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7.2.

Figura 7.17. Escintriz en dangulo B, H4DY coincidente con I, A,
donde b = ¢

B H'5 o

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.18. Escintriz en angulo B, H} DY coincidente con I,C,
donde a = b

B C=H",

Fuente: elaboracién propia.

Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en términos de

las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

Para la determinacion de las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de las

escintrices se hard uso de las formulas para los elementos de un triangulo en términos

de las coordenadas de los vértices, dadas en la seccién 2.3.1.
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7.2.1. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo C,
H,D;, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de

un triangulo

Sea el AABC' en un sistema cartesiano con a = BC', b = AC, c = AB y sea H;D; una
escintriz en d4ngulo C' del tridngulo, con H; sobre BC'y D; sobre C A, donde T es el pie
de la perpendicular trazada desde el punto D; hasta BC (figura 7.19.).

Figura 7.19. Escintriz en angulo C, Hy D1, en un sistema cartesiano

A (xg¥,)

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con la figura 7.19. las coordenadas cartesianas de H; estan dadas por

Hy = (wy + (BH,)cosg, y, + (BH,)senp).

Como las coordenadas de H; respecto del vértice B y la recta de referencia % (seccion
2.1.) corresponden a H; = (BHy,0), entonces, a partir de la ecuacion 7.1 (seccién 7.1.1.),

se tiene que:

(7.13)

4(1—P:|:\/A1 4(1-P:*:VA1
Hy =2, + 1 cosp, yp + 1 seny
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Las coordenadas cartesianas de D; estan dadas por Dy = (2, +m —n, y,+ 2 +t), donde

t = (D1T)cosp, z = (BT)senp, m = (BT)cosp y n = (D1T)senep.

Como las coordenadas de D; respecto del vértice B y la recta de referencia %
(secciom 2.1.) corresponden a Dy = (BT, D,T), entonces, a partir de la ecuacién 7.2

(seccién 7.1.1.), se tiene que:

m—mn = acosy — (Pi4—Z)A1> (acosp — ccos(8 + ¢))

P+ A

z—i—t:asengp—( m

) (aseni — csen(d + )

con lo cual:

P+ A
4b

yp + aseny — (%ﬁ) (aseng — csen(6 + go)))

D, = (xb + acosp — ( ) (acosyp — ccos(8 + ),

(7.14)

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un tridngulo

(seccidon 2.3.1.), se obtiene:

H, = (xb+ (4a — P:I:\iaA_l)(wc—xb)’yb_’_ (da— P+ g)(yc—yb))
Y (7.15)
_ (P + \/A_l)(xc - xa) (P + \/A_l)(yc - ya)
D= (m - 4b e 1b )

Por lo tanto, para el AABC' a lo sumo se presentan dos escintrices en angulo C', H{ D}
y H/DY, que cortan a AC y BC (figura 7.20.), donde, de acuerdo con el analisis de

existencia presentado en la seccién 7.1.2., se tiene que para ¢ > v/8ab — a — b:
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m Sib 2 C
' (4@ - P+ \/A_1)<xc - xb) (4(1 — P+ \/A_1>(yc — Up)
H = <xb+ 4a Ut 4a >
y (7.16)
I <x (P + VA (e — 240) v (P+\/A_1)(yc—ya))
! ¢ 4b Te 4b
m Sia>c
" (4& - P - \/A_1>(x6 — xb) (40' - P— \/A_1)<yc - yb)
Hy = (:Cb—i_ 4a U 4a )
y (7.17)
D! — (.27 N (P_ \/A_l)(l’c—$a) Yo — (P_ \/A_1>(yc_ya))
! ‘ 4b 1 4b

Figura 7.20. Escintrices en dngulo C, H{ D} y H{ DY en un sistema cartesiano

AlXpYg)

ClxgY)

B(xy, V)

Fuente: elaboracién propia.
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7.2.2. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo A,
H>D,, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de

un triangulo

Sea el AABC' en un sistema cartesiano con a = BC, b = AC, ¢ = AB y sea HyD,
una escintriz en dngulo A del tridngulo, con H, sobre AB y D, sobre AC, donde T
y Ty son los pies de las perpendiculares trazadas desde los puntos Dy y H, hasta BC,

respectivamente (figura 7.21.).

Figura 7.21. Escintriz en angulo A, Hy D5, en un sistema cartesiano

AlXyY,)

RS N

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con la figura 7.21. las coordenadas cartesianas de Hy estan dadas por Hy =
(xpy + 7 — s,yp + w + k), con 7 = (BT3)cosp, s = (HyT3)senp, w = (BT3)seny y
k = (HyT3)cosp.

Como las coordenadas de H, respecto del vértice B y la recta de referencia % (seccién

2.1.) corresponden a Hy = (BT3, HyT3), entonces, a partir de la ecuacién 7.5 (seccién

4C—P:i:\/A2 4C—P:|:\/A2

1 cos(0+p) y w+k = 1

sen(0+¢),

7.1.3.), se tiene que r—s =
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con lo cual:

+4C—P:t\/A2

cos(0 + ¢), y 1 sen(6 + gp)) (7.18)

dc — P £ VA
H2 = (ZL'[, + 2
4
Las coordenadas cartesianas de D estan dadas por Dy = (x, +m —n, y, + 2 +t), donde

m = (BTy)cosp, n = (DyT3)seng, t = (DoTs)cosp y z = (BT3)sene.

Como las coordenadas de D,y respecto del vértice B y la recta de referencia %
(seccion 2.1.) corresponden a Dy = (BT, DyT5), entonces, a partir de la ecuacién 7.6

(seccién 7.1.3.), se tiene que:

4b— P £ VA
m—n = acosyp — ( b m 2) (acosp — ccos(8 + ¢))
4b— P+ VA
z+1t=asenp — ( m 2) (aseng — csen(8 + ¢))
Ast:
4b— P £ VA
Dy = <a:b + acosp — ( b m 2) (acosp — ccos(8 + ¢)),

7.19
4b — P £ /Ay ( )
yp + asenp — m (asenp — csen(0 + ¢))

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo

(seccién 2.3.1.), se obtiene:

H, — (xb+ (4c — P £ f)(xa — $b),yb N (4c — P £ \ZCA_Q)(ya — y,,))
Y (7.20)
_ (4b — P F Ay (z. — ) (4b — P F vA2)(Ye — a)
b= (x - ab e 1 )
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Por lo tanto, para el AABC' a lo sumo se presentan dos escintrices en angulo A, H, D),
y HYDY, que cortan a AB y AC (figura 7.22.), donde, de acuerdo con el analisis de

existencia presentado en la seccion 7.1.4., se tiene que para a > v/8bc — b — c:

[ ] SleCL
= (o Gem P V) o= P4 VS )
y (7.21)
/ (4b_P_\/A_2)(xc_xa) (4b—P_\/A_2)(yc_ya)
D2 = (%_ 4b e 4b )
m Sic>a
Hé/: (xb“‘ <4C_P_\{l§)(xa_xb)’yb+ (4C_P_\i§)(ya_yb))

(7.22)

1 Ye b

Yy
D! = ($ _ (4b_P+ VA?)('IC_Q:G) _ (4b—P+ VAQ)(yc_ya>)
S 4b

Figura 7.22. Escintrices en dngulo A, H, D/, y HY D} en un sistema

cartesiano

AlX,Y,)

ClxeYe)

B(Xp,:Yp)

Fuente: elaboracién propia.

PUNTOS NOTABLES Y ESCINTORES DE UN TRIANGULO | 199



CAPITULO 7. COORDENADAS DE LOS PUNTOS EXTREMOS DE LAS ESCINTRICES DE UN TRIANGULO

7.2.3. Coordenadas de los puntos extremos de las escintrices en angulo B,
H3;Ds, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de

un triangulo

Sea el AABC' en un sistema cartesiano con a = BC', b = AC, c = AB y sea H3D3 una
escintriz en dngulo B del tridngulo, con Hs sobre BC' y Ds sobre AB, donde T es el
pie de la perpendicular trazada desde el punto D3 hasta BC (figura 7.23.).

Figura 7.23. Escintriz en dngulo B, H3 D3, en un sistema cartesiano

A,Y,)

: -+ :

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la figura 7.23. las coordenadas cartesianas de Hj estan dadas por
Hj3 = (xp + (BH;s)cosp, yp, + (BHj)seny) y como las coordenadas de Hj respecto del
vértice B y la recta de referencia BC (seccion 2.1.) corresponden a Hs = (BHj3,0),
entonces, a partir de la ecuacién 7.9 (seccién 7.1.5.), se tiene:

cosp, Yy + (7.23)

P:F\/Ag
4

P A
e (e reym,,,)

4

Las coordenadas cartesianas de Dj estan dadas por D3 = (z,+m —n, y,+ 2 +t), donde

t = (D3T)cosp, z = (BT)senp, m = (BT )cosp y n = (DsT)senyp.
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Como las coordenadas de Dsj respecto del vértice B y la recta de referencia %

(seccion 2.1.) corresponden a D3 = (BT, DsT'), entonces, a partir de la ecuacién 7.10

P+ /A P+ /A
4

(seccién 7.1.5.), se tiene que m—n = cos(0+¢)y z+t = Tsen(9+30),

asi:
P+ Az

D3 = (xb + ———cos(0 + @),y +

1 Pi—\/A_gsen(H + cp)) (7.24)

4

donde, en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices de un tridngulo

(seccién 2.3.1.), se obtiene:

Hs = (ZEb + G \/A_ji(xc —~ xb)ayb + (P \/%3(% — yb))
y (7.25)
Dy — (xb n (P + \/A_ii(% - wb)7yb n (P + \/A_jc)(ya — yb))

Por lo tanto, para el AABC' a lo sumo se presentan dos escintrices en angulo B, H;D,
y HYDY, que cortan a AB y BC (figura 7.24.), donde, de acuerdo con el analisis de

existencia presentado en la seccién 7.1.6., se tiene que para b > v/8ac — a — ¢:

m Siec>b
H:;: (xb"_ (P_\/A_j;(xc_xb)7 b + (P_\/A_jcz(yc_yb))
Y (7.26)
Dé _ (xb+ (P_l—\/A_ZZ(Ia_CEb),yb (P+\/A_jc)(ya_yb))
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m Sia>b

Yp

" ($b+ (P4 VAs)(ze =) o (P+\/A_3)(yc—yb))

B 4a ’ 4a
y (7.27)
Dg — <xb + (P _ \/A_zz<wa - xb) U+ (P _ \/A_i)c) (ya - yb))

Figura 7.24. Escintrices en dngulo B, H{D} y HY DY en un sistema cartesiano

C(x,,y,)

B(Xp,Yp)

Fuente: elaboracién propia.

7.3. Cantidad de escintrices existentes en un triangulo de acuerdo con la

longitud de los lados™

En la tabla 7.1. se relacionan las condiciones para la existencia de las escintrices

planteadas de forma aislada en las secciones 7.1.2.; 7.1.4. y 7.1.6.

Asi, con base en la tabla 7.1. y de acuerdo con la relacion métrica entre la longitud de
los lados de un tridngulo puede establecerse, sin pérdida de generalidad, la existencia

de 1, 2 o 3 escintrices como se muestra en la tabla 7.2.

76 En Berzsenyi (1997), Kodokostas (2010), Sfikas (2014), Shirali (2014), N7peCos A.; PiCos T. (2014)
y Yiu (2016) pueden verse diferentes posibilidades de anélisis de la presentacién de las escintrices en
un tridngulo, de acuerdo con la medida de la longitud de los lados.
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Tabla 7.1. Condiciones para la existencia de las escintrices de un triangulo, de
acuerdo con la longitud de los lados.

Escintriz de un triangulo Relacién entre lados Condicién de existencia
a>bla>c|b>a|b>c|c>al|lc>b

En angulo ¢ m x c>V8b—a—b
H{DY x

En dngulo A HyD, T a>V8bc—b—c
H DY x

En dngulo B H,D, T b>+8ac—a—c
HYDY x

x: existencia de la escintriz

Fuente: elaboracién propia.

Tabla 7.2. Cantidad de escintrices existentes en un triangulo de acuerdo con
la longitud de los lados.

Relacion Existencia de la escintriz Total
entre Condicién
lados lado En dngulo C' | En dngulo A | En dngulo B
de un menor
tridngulo H{D] | H{D{ | LD} | YDy | HD, | HyD}
a>b>c|c>vV8b—-a—-b z z T 3
c=+vV8ab—a—>b Ne Ne x 2
c<V8ab—a—b T 1
a=b>c| ¢>2(+2-1)a x x me me 3
c=2(v2-1)a Ne Ne me me 2
c<2(v2—1)a me me 1
a>b=c c> a2 Mg x Mg x 3
a=b=c My mp Me myp My Me 3
x: existencia de la escintriz
my: existencia de la escintriz como mediana respecto del lado k
n.: existencia de la escintriz normal a la bisectriz en angulo C

Fuente: elaboracién propia.
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En las figuras 7.25. a 7.32. se muestran ejemplos de las distintas posibilidades de
existencia de las escintrices.
Figura 7.25. Escintrices en dngulo C' (H{D} y H{DY) y en dngulo B (H{DY),

conjuntas, para la relacién entre los lados a > b > ¢, con ¢ > v/8ab — a — b. Caso
particular a = 8.5, b=8yc=7

B H'y, HYy H"

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.26. Escintrices en angulo C' (Hj D coincidente con H{ D}, normales a la
bisectriz del angulo C) y en angulo B (HY DY), conjuntas, para la relacién entre
los lados a > b > ¢, con ¢ = V8ab — a — b. Caso particular a =9, b=8y c=7

bisectriz

B H'y=H", H"3 C el

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.27. Escintriz en angulo B (H4 DY), para la relacién entre los lados a >
b > ¢, con ¢ < vV8ab — a — b. Caso particular a =10, b=8y c=7

A

B HII

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 7.28. Escintrices en dngulo C (H{ D} y H{ D{) y como mediana respecto
del lado ¢ (HY DY coincidente con H} D)), conjuntas, para la relacién entre los
lados a=0b>c, con c¢>2(v/2—1)a. Caso particular a =8, b=8yc=717

B H", H, C=H",=D,

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.29. Escintrices en dngulo C' (H| D) coincidente con H{ DY, normales

a la bisectriz del dngulo C) y como medianas respecto del lado ¢ (HYDY
coincidente con Hj D)), conjuntas, para la relacién entre los lados a =b > ¢,
con c¢=2(v/2—1)a. Caso particular a =8, b=8y c = 16(v/2 — 1)

B H,=H", C=H!,=D"
Fuente: elaboracién propia.
Figura 7.30. Escintrices como medianas respecto del lado ¢ (H4 D4 coincidente

con H}D)), conjuntas, para la relacién entre los lados ¢ = b > ¢, con
¢ < 2(v/2 — 1)a. Caso particular a =8, b=8y c=6

B C=H",=D',

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 7.31. Escintrices en dngulo C' (H{DY), en éngulo B (Hj{DY)
y como mediana respecto del lado a (H{D] coincidente con HjDY),
conjuntas, para la relacién entre los lados ¢ > b = ¢, con ¢ > a/2.
Caso particular a =8, b=6y c=6

A=D',=D',

B H"1 H'1=H'3 H"3 c

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7.32. Escintrices como medianas respecto del lado a (Hj D] coincidente
con H.DYL), del lado b (H{ Dy coincidente con HYDY) y del lado ¢ (H{ DY
coincidente con Hj D)), conjuntas, para la relacién entre los lados a =b=c.
Caso particular a =8, b=8y c=8

A=D' =D,

B=H"1=H"2 H'1=H'3 C=H"3=D'2

Fuente: elaboracién propia.

7.4. Andlisis de la existencia de las escintrices de un triangulo segin otros

autores

Dunn, J.; Pretty, J. (1972) plantean que el area de un tridngulo es bisectado por cada
linea que es paralela a uno de los lados y que divide a los otros en la razén 241 : 1
las cuales denomina b-lines. Lineas que sugieren la existencia de tres envolventes
hiperbdlicas (tangentes a las b-lines) y que le permiten concluir que no hay un punto

singular a través del cual pasen todas las lineas que bisectan el area de un tridangulo.
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Todd (1999) presenta un andlisis grafico de la cantidad de escintrices (b-lines) que
existen para un triangulo dado, dependiendo de la ubicacion del incentro en relaciéon
con las envolventes hiperbdlicas, y concluye que un triangulo puede tener una, dos o

tres escintrices.

Garcfa Capitan (2002) hace un andlisis de las condiciones para la existencia de las
escintrices (sin asignarle un nombre especifico) en términos de la longitud de los lados
del triangulo. A partir de este andlisis elabora una representacion grafica en la cual se
establecen regiones en donde se puede determinar la existencia de una o dos escintrices.
Adicionalmente, presenta un método sintético para la construccion geométrica de las

escintrices de un triangulo.

Kodokostas (2010) hace un analisis de la cantidad de escintrices (equalizers) existentes
en un triangulo de acuerdo con la medida de los lados y de los dngulos interiores, esto en
relacién con las bisectrices y las lineas normales a ellas que pasan por el incentro. En su
analisis el autor establece que la linea normal a la bisectriz del angulo C, que pasa por

el incentro, puede ser una escintriz solo cuando ZC' < 2arcsen(v/2 — 1) ~ 48°56'23".

Al respecto se tiene que este valor angular es relevante para los tridangulos isésceles

donde @ = b > cy ¢ = 2(v/2 — 1)a (tabla 7.2.), dado que la escintriz en angulo C
£C

serd perpendicular a la bisectriz del angulo C' (figura 7.33.). Asi, al hacer w = - se
2(v2—1
obtiene senw = 2£ = w = (V2= 1), esto es w = arcsen(y/2 — 1), de donde
a a

/C = 2w = 2arcsen(v/2 — 1) ~ 48°56'23" ~ 48.94°.

Por su parte, N7puCos A.; PuCos T'. (2014) presentan un andlisis de la cantidad de
escintrices en un tridngulo, de acuerdo a su clasificaciéon como equilatero, isésceles y

escaleno.

Sfikas (2014) presenta un estudio analitico respecto de la cantidad de escintrices
(equalizers) existentes en tridngulos rectdangulos para diferentes valores de los lados,
haciendo uso de ecuaciones paramétricas. El autor manifiesta que los triangulos

rectangulos con dos escintrices parecen ser una rara categoria.
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Figura 7.33. Escintriz en d4ngulo C, H{ D) coincidente con H{' DY, perpendicular
a la bisectriz del dngulo C, donde a = b > ¢y ¢ = 2(v/2 — 1)a, para el cual
ZC = 2arcsen(v/2 — 1) =~ 48°56/23"

B Voo g c
H'y = H", a

Fuente: elaboracién propia.

Yiu (2016) hace un andlisis de la cantidad de escintrices (perimeter-area bisectors)
presentes en un tridngulo donde plantea que hay un unico tridngulo rectangulo que
satisface que la escintriz en angulo A es perpendicular a la bisectriz interior del angulo
Ay cuyo LA = 43,2674°. Para la determinacion de la longitud de los lados de dicho
tridngulo el autor asume la terna pitagérica a : b:c=2t:1—t>: 142, cont = tan—,

2
lo cual lleva a la ecuacién 2t* + ¢2 + 2t — 1 = 0, cuya solucién es’’ t = 0,396608 . . .

Al respecto, de acuerdo con la tabla 7.2., para el triangulo rectangulo ABC con a = BC,
b= AC vy c= AB, donde ¢ > b > a, se obtiene la escintriz normal a la bisectriz en
angulo A (figura 7.34.) cuando a = V8be —b—cy a=+/c— b2 Asi, igualando ambas
expresiones se obtiene la ecuacién 8¢ — 9bc? — 2b%c — b® = 0, con lo cual, al hacer b = ct
se llega a la ecuacién t3 + 2t2 + 9t — 8 = 0, cuya solucién es ™® ¢t ~ 0,72816 y donde
LA =~ 43,2674°, lo cual corrobora lo planteado por Yiu (2016).

t

3 23 Y8+ 678

https://www.wolframalpha.com

1 2
B2 373 + /181 + 2478
3 V181 + 2478

https://www.wolframalpha.com

1 Y4+ 3V
7, L, Va+3VTs 7 >
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Adicionalmente, Yiu (2016) presenta un interesante andlisis para la determinacion de
escintrices (perimeter-area bisectors) en tridngulos con lados enteros a partir de ternas

pitagdricas enteras.

Figura 7.34. Escintriz del tridngulo rectdngulo ABC' en dngulo A, H) D), coincidente
con HY DY, perpendicular a la bisectriz interior del dngulo A, donde ZA ~ 43,2674°

43.2674°

Fuente: elaboracion propia.

Berele, A.; Catoiu, S. (2016) presentan un anélisis de la existencia de las escintrices

(AP-bisecting lines) de un AABC' de éarea k y semiperimetro s. Los autores parten

2abc
de considerar las posibilidades para el discriminante A, = s% — de la ecuacién
abc
cuadratica z% — sx + 5 = 0, donde v es el lado opuesto al vértice V' del triangulo
v

y las raices x1 y xo corresponden a las longitudes de dos segmentos adyacentes que
parten desde el vértice V' y cuyos extremos M y N, que estan sobre los lados del
tridngulo o sus prolongaciones, son tales que la linea que los une genera el AVMN,
donde VM +VN =sy A(AVMN) = k/2, linea denominada generalized AP-bisecting
line. Concluyen los autores que, de acuerdo con la relaciéon métrica entre la longitud
de los lados del triangulo, la cantidad de generalized AP-bisecting lines respecto del
vértice V' es cero, una o dos, dependiendo de si el discriminante A, es negativo, cero
o positivo, respectivamente. Para el caso en que ambos puntos M y N estén sobre los
lados del triangulo la linea que los une recibe el nombre especifico de A P-bisecting line

(escintriz), de las cuales el AABC' tendrd una, dos o tres.

En las tablas 7.3. y 7.4. puede verse las férmulas desarrolladas en el capitulo.
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Tabla 7.3. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices
de un triangulo en términos de la longitud de los lados

Escintriz del Coordenadas de los puntos extremos en términos de la longitud
triangulo de los lados
En angulo C b>c (4G_P+ )
D 8a%b+ (P + VA1) (2 —20%) (P +VA)VA
H1D1 1 8ab ’ 8ab
c>V8ab—a—bla>c (4a )
DY — 8a2b + (P — VA1) (2 —24°) (P —+A1)vAg
8ab ’ 8ab
En angulo A b>a = 4C_P+ 8202 (4C_P+ A2) AO)
8ac
D — 8a2b — (4b — P — \/A3)(2a2 — Q) (4b— P — V/A3)\V/Ag
H2D2 2 B 8ab ’ 8ab

a>V8c—b—c|c>a

8ac

(e - m> (4#13—@)&)

w\
I

8a%b — (4b — P + /A3)(2a2 — Q) (4b— P + VA3)VA,
8ab ’ 8ab )

m=(t
(
=
i
me (5
7 (5
= (P
w=(

En angulo B c>b = P )
_ P+F (P+F)F)
HsD;y B 8ac
b>+v8ac—a—c|a>b = P+ )
_ VA3z) (P \ﬁ)xﬁ)
h 8ac
Q VAo

2a’ 2a
Q=a?+c2 1% Ag =4a’c? — Q2

AABC, conB=(0,0)7C=(a,0)yA=( ) donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,

P=a+b+c A = P?—8ab; Ay = P? —8bc; As = P?2 — 8ac

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 7.4. Férmulas para obtener las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices
de un triangulo en términos de las coordenadas cartesianas de los vértices

Escintriz del | Coordenadas de los puntos extremos en términos de las coordenadas
triangulo cartesianas de los vértices
En angulo C b>c H = |xzp+ (a =P+ VA1)(Te — ) Y (da = P+ VA1) (e — 1)
- ! b 4a 1 b 4a
R D =z — (P + VA1) (ze — 24) _ (P + VA1) (Ye — Ya)
H, D, ! ¢ 4b "Ye 4b
(4a — P — /A ) (xe — xp) (4a — P — /A1) (ye — up)
> g — > e /A
c>V8ab—a—bla>c HY (Lb+ 1o + 1
b (o (P=VED@—2) (P = VA5~ )
! 4b 1oe 4b
En angulo A b>a H = |+ (de= Pt vA2)(@a — 20) Yy + (e = P+ vA2)(ya — 1)
- 2 b 4c 2 b 4c
D= (2 _(4b_P—vA2)(xc_ma) _(4b—P_VA2)(yc_ya)
HyDs 2 ¢ 4b roe 4b
(4¢ — P — VAs) (g — xp) (4c — P — v/ A2)(ya — yp)
> —ph = > " _ .
a>V8c—b—c|c>a H)j <1b+ 1 b+ 1o
b (g W= PV @ =) (4= P+ VA3 (g — va)
2T \" 1b e b
— c — P -V A c
En angulo B c>b Hf = (1‘1, —+ (P A:)(I xb)ayb + ( 3)(y yb))
a 4a
(P4 vVAs)(xa — a1) (P +VAs3)(ya — 1)
_ r_
H3D3 D3 o (xb + 4c Yo + 4c
vV P+ VA3)(ye —
b>+v8uwc—a—c|a>b Hé’:(wb+(P+ Aji(mc xb),ber( ha Aiz(y yb))
P—-VA «— P — VA3)(ya —
Dl = (Ib+ ( 3)(x xb)ﬂb 4 ( 3)(y yb))
4c 4c
AABC, con A = (24,Ya), B= (s, ) y C = (2, yc), donde, a = BC, b= AC, ¢ = AB,
a = \/(lc - xb)Q + (yc - yb)2; b= \/(xc - ma)Z + (yc - ya)Q; c= \/(xa - xb)z + (ya - yb)2
P=a+b+c A = P?—8ab; Ay = P? —8bc; As = P?2 — 8ac

Fuente: elaboracién propia.
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7.5. Ejemplos capitulo 7
Ejemplo 1

Hallar las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices del AABC con a = BC,
b=ACyc=AB,donde a=9,b=7y c=>5. Comprobar que una escintriz divide al

triangulo en dos regiones de igual area.
Solucion:

Al hacer el andlisis de existencia de las escintrices a partir de la tabla 7.2., siendo
a>b>c, se compara ¢ = 5, lado menor, con el discriminante v8ab — a — b =
6v14 — 16 ~ 6.4, donde se tiene que ¢ < V8ab — a — b. Asi, se establece que para
el AABC solo existe la escintriz en dngulo B, Hy D}, con HY sobre BC' y DY sobre

AB.

Tomando el vértice B como punto de referencia y E(% como recta de referencia

(seccién 2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, Q2 = 57,

1 11
VA = 21V/11, B(0,0), C(9,0) y A = (-9, %) ~ (3.17,3.87).

6

De acuerdo con la tabla 7.3., las coordenadas de los puntos extremos para la escintriz

en angulo B, H} DY, donde P =21 y /A3 = v/ P? — 8ac =9, son:

P++vA;  21+9
4 Y

» para HY la abscisa es = 7.5 y la ordenada es 0. Luego,

H] = (7.5,0).

7 Para hacer el andlisis a partir de la tabla 7.3. se debe verificar el cumplimiento de las relaciones
CZ\/%—G—I), conbzcéazc;azx/@—b—q conbEaécZa;bE\/@—a—c, conc>b
6 a > b, encontrandose que la tnica que se cumple es b > v/8ac — a — ¢, esto es, b > 61/10 — 14, donde
a > b, con lo cual se concluye que la tnica escintriz existente es H5 DY.
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(P-VE)Q _ (21-9)57)

» para Dj la abscisa es 1.9 y la ordenada

8ac 8(9)(5)
P —VA3)VA 21 - 9)(21v11 7V11
( 3)vV Ao = ( Gl \/_) = L ~ 2.32. Por lo tanto,
8ac 360 10
7v11
DI = {109, TILY (1.9,2.32).
10
Al ser la ordenada del vértice A la altura h del AABC y la ordenada del punto Dj
7V11 7V11
la altura hy; del AD{BHY, se tiene que h = \/T_ ~ 387y h = \1/—0_ ~ 2.32 Asi,
(7.5) (23)
: 10
al ser BHY = 7.5 la base del AD{BHY, se tiene que A(AD{BHY) = —— =
(5]
21v11 21v11
T\/_ y A(AABC) = 5 A Z/_ . Asi, se comprueba que A(ADYBHY) =
A(AMAB
% y por lo tanto, A(ADyBHY) = A(ADH}C).
A(3.17,3.87)
D"4(1.9,2.32)
B(0,0) ‘ H' (7500  C(9,0)
Ejemplo No. 1
Fuente: elaboracién propia.

Ejemplo 2

Para el AABC con a = BC, b= ACyc= AB,donde a = v+w, b=u+wy

¢ = u + v, hallar las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices asociadas a

la terna pitagérica u = 3, v =4 y w = 5 y comprobar que la escintriz en angulo C es

perpendicular a la bisectriz del angulo C.
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Solucién:

Al reemplazar los valores para u, v y w se tiene que a = 9, b = 8 y ¢ = 7, con lo
cual, al hacer el andlisis de existencia de las escintrices a partir de la tabla 7.2., siendo
a > b> ¢, se compara ¢ = 7, lado menor, con el discriminante v/8ab—a—b = 24—17 = 7,
donde se tiene que ¢ = v8ab — a — b. Asi, se establece que para el AABC existen dos
escintrices, una en dngulo B, HY DY, con HY sobre BC'y D4 sobre AB, y otra en dngulo

C, H|D, = H/DY, con H; sobre BC y D) sobre AC.

Tomando el vértice B como punto de referencia y §(% como recta de referencia

(seccién 2.2.1.), se tiene que, al reemplazar para las longitudes de los lados, 2 = 66,

VA = 48v/5, B(0,0), C(9,0) y A = (% 8—‘3/5> ~ (3.67,5.96).

De acuerdo con la tabla 7.3., las coordenadas de los puntos extremos para la escintriz

en angulo B, Hy DY, donde P = 24 y /A3 = v/P? — 8ac = 6/2, son:

P+VA;  24+6v2  3(4+V2)
4 B 4 B 2

» para Hj la abscisa es

Luego, H! = (M,()) ~ (8.12,0).

y la ordenada es 0.

2

(P—VBg)Q _ (24— 6v2)(66) 11(4 — V2)

» para D} la abscisa es S 309)(7) = 11 y la
ordenada es (P = VAs) VA0 = (24~ 6v2)(18V5) = 1= VIS ~ 3.3. Por lo
8ac 8(9)(7) 7
11(4 —v2) 44— V2
tanto, Dy = ( ( 11 \/_), ( ;/_>\/§ ~ (2.03,3.3).

Las coordenadas de los puntos extremos para la escintriz en angulo C, H{ D), donde

VA = /P2 —8ab =0, son:

da— P+ VA, 4(9)—24+0

» para H! la abscisa es
p 1 4 4

H! = (3,0).

= 3 y la ordenada es 0. Asi,
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20+ (P + VA (Q — 242
= para D] la abscisa es Ba’b+ (P + ) @) =

8ab
SOP8) + QU006 =2 _ S PeVEDVE
8(9)(8)

Sab
(24 + 0)(48V5)
o2

~ 4.47. Luego, D} = (5,2v/5) ~ (5,4.47).

Al trazar la perpendicular desde el punto D’ hasta BC, cuyo pie es P, se forma el
triangulo rectdngulo D} PC de catetos D} P = 2v/5 y PC = 4 e hipotenusa C D} = 6.
Luego, como CH| = 6, el AD]H|C es isésceles, para el cual la bisectriz del déngulo C'
es a su vez altura, por lo tanto, se comprueba que la escintriz en angulo C, H| D/, es

perpendicular a la bisectriz del angulo C.

A(3.67,5.96)

D',(5,4.47)

D";(2.033:3) £
CD',=6

B(0,0) H',(3,0) P(5,0) H';(8.12,0) C{9,0)__
CH',=6

Ejemplo No. 2

Fuente: elaboracién propia.
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7.6. Ejercicios capitulo 7

1. Parael AABC,cona = BC,b= ACy c = AB, probar que si a = (b+c)(v/2—1):

a) La escintriz en d4ngulo A es paralela a BC.
b) El punto extremo de la escintriz en 4ngulo A sobre AB se encuentra a una
(2-V2)

5 ¢ desde el vértice B.

¢) Los puntos extremos de la escintriz en dngulo A divide a cada uno de los

distancia d =

lados b y ¢ en partes cuya razén es v/2 + 1 : 1.

2. Para el AABC, con a = BC, b = AC'y ¢ = AB, donde a = by ¢ > a, probar

que:
a) La escintriz en dngulo B es perpendicular a BC.

b) La escintriz en dngulo A es perpendicular a AC.

3. Para el AABC, con a= BC,b=ACy c= AB, donde a = by ¢ = v/2a, probar
que:
a) La escintriz en angulo B es perpendicular a BC.
b) La escintriz en dngulo A es paralela a BC.
4. Para el AABC,cona=BC, b=ACyc=AB,dondea=v+w,b=u+wy
¢ = u—+w, siendo (u, v, w) una terna pitagérica entera con u < v < w, probar que:
a) La escintriz en dngulo C', H, Dy, es perpendicular a la bisectriz del angulo C.

b) La distancia desde el vértice C' hasta el punto extremo de la escintriz en

S P
angulo C' sobre BC' esd:a—z.
5. Parael AABC,cona=BC,b=ACyc=AB,dondea=v4+w,b=u+wy

c=u-+v:
a) Hallar las coordenadas de los puntos extremos de la escintriz en angulo C,
asociada a la terna pitagérica u =5, v =12y w = 13.

b) Comprobar que la escintriz en dngulo C' es perpendicular a la bisectriz del

angulo C.
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10.

11.

12.

. Hallar las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices del AABC', de

ladosa =5,0=7Ty c=6.

Hallar las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices del AABC, de
ladosa=6,0=6yc=09.

. Hallar las coordenadas de los puntos extremos de las escintrices del AABC', de

ladosa=11,b=14y c = 12.

. Para el AABC' cuyas coordenadas de sus vértices son A = (3,6), B = (1,1) y

C = (7,4):
a) Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de la escintriz en
éngulo C, HlDl-
b) Comprobar®® que el drea del AH,CD; es igual a 6u?.

Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de las escintrices del
AABC, cuyas coordenadas de sus vértices son A = (0,6), B = (1,0) y C = (7, 3).

Para el AABC cuyas coordenadas de sus vértices son A = (1,7), B = (3,1) y
C'=1(9,3):
a) Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de las escintrices
en angulo A y en angulo C.
b) Comprobar que las escintrices en dngulo A y en dngulo C son

perpendiculares.

Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de las escintrices del
AABC, cuyas coordenadas de sus vértices son A = (3,6), B = (0,0) y C = (5,1).

80 Férmula para el calculo del rea del tridngulo en funcién de los vértices

1 Y1
w2 Y2 | _ (192 + Tays + x3y1) — (193 + T3y + Loy

r3 Y3 2
T Y1
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Angulo base
Altura

Baricentro

Bisectriz

Centroide

Ceviana

Ceviana de
Nagel

Circuncentro

Circunferencia
circunscrita

Circunferencia
de Feuerbach

Circunferencia
de los nueve
puntos

Circunferencia
exinscrita

Circunferencia
inscrita

Glosario

Angulo formado por los lados de un triangulo que parten de un
vértice que se toma como punto de referencia. (48)

Segmento de recta que va desde un vértice de un triangulo hasta
el lado opuesto o su prolongacién y es perpendicular a este. (24)

Gravicentro. (29)

Recta que divide a un angulo dado en otros dos, congruentes
entre si. (23)

Gravicentro. (29)
Recta que partiendo de un vértice de un tridangulo corta al
lado opuesto o su prolongacién en un punto distinto a los otros

vértices. (34)

Recta que une un vértice de un tridngulo con el punto de
extangencia del lado opuesto. (89)

Punto donde concurren las mediatrices de un tridngulo. (25)
Circunferencia que pasa por los vértices de un tridngulo. (25)
Circunferencia de los nueve puntos (denominacién dada por los
gedémetras alemanes). (74)

Circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados de
un triangulo cualquiera, por los pies de las alturas respecto de
sus lados y por los puntos medios de los segmentos que unen el

ortocentro con los vértices. (74)

Circunferencia exterior a un triangulo, tangente a uno de sus
lados y a la prolongacién de los otros dos. (90)

Circunferencia interior de un tridngulo que es tangente a sus tres
lados. (28)



GLOSARIO

Cleaver

Circulo de
Euler

Equalizer
Escintor
Escintor en
angulo v
Escintriz
Escintriz en
angulo v

Geometria
analitica

Geometria
dinamica
Geometria
sintética
Gravicentro

Homotecia

Incentro

Mediana

Mediatriz

Mescintor. (114)

Circunferencia de los nueve puntos (denominacién dada por los
geémetras franceses). (74)

Escintriz. (114)

Segmento de recta inscrito en un triangulo que divide el perimetro
del mismo en dos partes iguales. (114)

Escintor cuyos puntos extremos hacen parte de los lados que forman
el dngulo 7. (115)

Escintor que divide a un triangulo en dos regiones poligonales de
igual drea. (114)

Escintriz cuyos puntos extremos hacen parte de los lados que
forman el angulo . (116)

Geometria en la cual se hace uso de sistemas coordenados y
férmulas. (17)

Geometria en la cual se hace uso de herramientas digitales
que permiten la visualizacién de objetos geométricos y sus
transformaciones en tiempo real. (18)

Geometria en la cual se hace uso de regla y compaés, sin referencia
a sistemas coordenados y férmulas. (17)

Punto donde concurren las medianas de un triangulo. (29)

Transformacion geométrica en la cual, dado un punto O,
denominado centro de homotecia, y una razon k # 0, denominada
razén de homotecia, se hace corresponder a un punto A con otro
punto A’, denominado punto homotético, tal que OA’ = k-OA. Se
representa H (O, k). (77)

Punto donde concurren las bisectrices de un tridngulo. (28)

Segmento de recta que une un vértice de un triangulo con el punto
medio del lado opuesto. (24)

Recta que pasa por el punto medio de un segmento y es
perpendicular a este. (23)
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Mescintor

Ortocentro

Punto de
Ceva

Punto de
extangencia

Punto de
Fermat

Punto de
Feuerbach

Punto de
Nagel

Punto de
Spieker

QED
Recta de
Euler

Segmento de
Euler

Segmento de

Nagel

Segmento de
Spieker
Splitter

Triangulo
antimedial

Escintor que tiene como uno de sus puntos extremos el punto medio
de un lado de un triangulo. (114)

Punto donde concurren las alturas de un tridngulo. (26)

Punto donde concurren las cevianas de un tridngulo. (34)

Punto de tangencia entre los lados de un triangulo y las
circunferencias exinscritas (circulos exinscritos). (89)

Punto donde concurren las circunferencias circunscritas de los
triangulos equildteros construidos exteriormente sobre los tres lados

de un tridngulo dado. (45)

Punto de tangencia entre la circunferencia inscrita de un triangulo
y la circunferencia de los nueve puntos. (81)

Incentro de un tridngulo antimedial. Punto donde concurren los
segmentos de Nagel. (89)

Incentro de un tridngulo medial. Punto donde concurren los
segmentos de Spieker. (98)

Quod erat demonstrandum. Es una locucién latina que significa ‘lo
que se queria demostrar’. (25)

Recta que une el ortocentro, el gravicentro y el circuncentro. (32)
Segmento de la recta de Euler comprendida entre el circuncentro y
el ortocentro de un tridngulo. (32)

Segmento de recta que une un vértice de un triangulo con el punto
de extangencia del lado opuesto. Forma parte de la ceviana de
Nagel. (89)

Segmento de recta que va desde el punto medio de uno de los lados
de un tridangulo hasta su lado opuesto, pasando por el punto de
Spieker. (98)

Vescintor. (114)

Triangulo formado por las rectas trazadas por cada uno de los
vértices de un tridngulo dado, paralelas a los lados opuestos. (89)
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Triangulo de Tridngulo inscrito formado por la unién de los puntos de

Nagel extangencia de un tridngulo dado. (89)

Triangulo Triangulo formado por la unién de los puntos medios de un

medial triangulo dado. (98)

Triangulo Tridngulo formado al unir los pies de las perpendiculares trazadas

pedal desde un punto interior de un triangulo dado hasta cada uno de sus
lados. (45)

Triangulo Tridngulo formado al unir los pies de las alturas de un tridangulo no

ortico rectangulo dado. (43)

Vescintor Escintor que tiene como uno de sus puntos extremos a un vértice

de un tridangulo.(114)
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___ Naturae gl

Ciencias Naturales

Este texto trata del desarrollo de formulas algebraicas que permiten localizar
directamente las coordenadas de algunos puntos notables de un triangulo,
como el incentro, el gravicentro, el ortocentro, el circuncentro, el punto de
Nagel y el punto de Spieker, en funcion de la longitud de sus lados o de las coor-
denadas cartesianas de sus veértices. De igual manera, se refiere al desarrollode
las férmulas algebraicas que permiten ubicar directamente las coordenadas de
los puntos extremos de los escintores de un triangulo, a saber, mescintor (clea-
ver), vescintor (splitter) y escintriz (equalizer), en términos de la longitud de sus
lados o de las coordenadas cartesianas de sus vértices. Este es un texto divulga-
tivo, dirigido a docentes de Matematicas, con el cual se procura una transicion
del simple trato sintético de los puntos y las rectas notables respecto de un
triangulo, hacia su tratamiento analitico. Adicionalmente, pretende motivar la
inclusion del tema de escintores como parte de la geometria escolar.

In this text we develop algebraic formulas that allow us to directly find the
coordinates of some notable points of a triangle, such as the incenter,
barycenter, orthocenter, circumcenter, Nagels point and Spieker's point,
according to the length of their sides or the Cartesian coordinates of their
vertices. It also refers to the development of algebraic formulas that allow to
directly find the coordinates of the extreme points of triangle splitters,
namely cleaver, splitter and equalizer, according to the length of their sides or
the Cartesian coordinates of their vertices. Aimed at Mathematics teachers,
this informative text seeks a transition from the simple synthetic treatment
of remarkable points and lines, relative to a triangle, to its analytical
treatment. Additionally, it intends to include the topic of splitters as part of
school geometry.
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